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Vorwort. 


In dem vorliegenden Buch werden unter Beschränkung auf das reelle 
(Gebiet die Gegenstände behandelt, die zu der Schulalgebra in mehr oder 
weniger enger Beziehung stehen: Zahlbegriff, Dezimalbruch, Kettenbruch, 
"Wurzel, Potenz, Logarithmus, Grenze, Reihe, binomische Entwicklung, un- 
vendliches Produkt. Das Buch wendet sich an Studierende und Lehrer, doch 
hoffe ich auch dem Kenner verschiedenes zu bieten. 

Um ein Bild von dem verarbeiteten Material zu geben, führe ich an: 
Als Ausgangspunkt für den Zahlbegriff wird die vollständige Zahlenreihe der 
‚ganzen positiven und negativen Zahlen einschließlich der Null gewählt. Für 
ihre Elemente, denen nur ordinaler Charakter, d. h. die Eigenschaft, auf- 
einanderzufolgen, zugeschrieben ist, werden Addition und Multiplikation defi- 
niert; aus diesen Definitionen werden die Gesetze der Addition und Multi- 
plikation (Seite 12ff., Seite 388) durch Beweise hergeleitet. Alsdann werden 
ausgehend von der vollständigen Zahlenreihe die rationalen (Seite 44) und 
die irrationalen (Seite 61) Zahlen und das Rechnen mit ihnen genetisch 
durch Definitionen eingeführt. Auf verschiedene Weise kann man bekanntlich 
zum Begriff der Irrationalzahl gelangen. Als Grunddefinition der Irrational- 
zahl habe ich die durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen rationaler 
Zahlen, von denen die eine auf-, die andere absteigt, gewählt (Seite 62); dabei 
lege ich im Gegensatz zu anderen Autoren Wert darauf, mit den derart ein- 
geführten Gebilden auch wirklich zu arbeiten. In der angegebenen Form 
treten die Irrationalzahlen unmittelbar auf, wenn sie als Dezimal- oder Ketten- 
brüche (Seite 84 bzw. 110) gegeben werden. Befreit man nach Einführung 
der Irrationalzahlen die Definitionsfolgen von der Forderung, nur rationale 
Zahlen zu enthalten (Seite 150), so begegnet man Zahlen, die sich durch zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen einführen lassen, bei den verschiedensten 
Prozessen (vgl. z. B. Seite 241). Exponentialfunktion und natürlicher Loga- 
rithmus (Seite 229ff. sowie 294 und 295) sind auf solche Weise darstellbar, 
wobei man 'sich für didaktische Zwecke der Zinseszinsrechnung (Seite 391) 
als Einkleidung bedienen kann. Auch bei Beweisen wie z. B. für die Wert- 
bestimmung der Exponentialreihe (Seite 336), der binomisehen Reihe (Seite 342) 
und der logarithmischen Reihe (Seite 356) leisten zwei zusammengehörige 
Definitionsfolgen, von denen die eine auf-, die andere absteigt, gute Dienste. 
Jedoch beschränke ich mich nicht auf die angegebene Definition der Irrational- 
zahl, sondern es werden im Verlauf der Darstellung dem Leser noch vier 
weitere Systeme von Dingen (Seite 252, 258, 283, 285) vorgeführt, die gleicher- 
maßen als Irrationalzahlen verwendbar sind. 

Schon die vollständige Zahlenreihe der ganzen positiven und negativen 
Zahlen einschließlich der Null bietet bei additiver Verknüpfung das Beispiel 
einer Gruppe, so daß sich dieser Begriff an die elementarsten Kenntnisse 
anknüpfen läßt. Die Gruppe (Seite 25) wird in abstrakter Weise als ein 
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System von Elementen behandelt, das in einer Weise verknüpfbar ist. Aus 
der Gruppe erwächst der Begriff des Körpers (Seite 33) als eines Systems, 
dessen Elemente durch zwei Kompositionsarten nach gewissen Postulaten 
verbunden werden sollen. Das Studium eines besonderen Körpers, dessen 
Elemente als durch eine Relation < ordnungsfähig angenommen werden und 
hierbei sechs Ungleichheitspostulaten genügen, führt zu einer postula- 
torischen Festlegung der reellen Zahlen, insofern erstens irgend ein 
System von Elementen, das als System der reellen Zahlen erklärt wird, diese 
Postulate zu befriedigen hat, und zweitens die Elemente jedes Systems, das den 
Postulaten genügt, auf eine und nur eine Weise als gleichwertige Vertreter 
der als reelle Zahlen erklärten Dinge brauchbar sind (Seite 184, 187). Als 
System der fraglichen Art lassen sich im besonderen die Punkte einer Ge- 
raden nach Wahl eines Null- und Einheitspunktes auffassen (Seite 188). 

Für die Grenzbetrachtungen habe ich die bei jeder unendlichen Menge 
reeller Zahlen vorhandenen Begriffe: Obere und untere Grenze (Seite 247), 
Häufungsstelle (Seite 260), Limes superior und Limes inferior (Seite 263) zum 
Ausgangspunkt genommen; hieraus wird der Grenzwert für konvergente Folgen 
(Seite 268) abgeleitet, um ihn vorzüglich auf unendliche Reihen (Seite 296 ff.) 
und auf unendliche Produkte (Seite 368) anzuwenden. Sowohl bei der bino- 
mischen (Seite 348) als auch bei der logarithmischen Reihe (Seite 358) bin ich 
auf ihre Verwertung für numerische Rechnungen eingegangen; aber auch die 
älteren, elementaren und umständlicheren Berechnungsmethoden für Loga- 
rithmen (Seite 219) werden vorgeführt, da vielleicht der Lehrer an ihrer Hand 
dem mit der logarithmischen Reihe nicht vertrauten Schüler die Möglichkeit 
der Logarithmenberechnung zeigt. 

Eine Vollständigkeit in allen Quellenangaben ist nicht beabsichtigt; 
außer klassischen Schriften wurden hauptsächlich solche zitiert, denen ich 
Förderung verdankte, oder die der Leser mit Nutzen studieren wird. Auf 
leichte Lesbarkeit habe ich Wert gelegt. Vorkenntnisse sind zur Lektüre nicht 
erforderlich, wovon ich mich überzeugen konnte, wenn ich die Druckbogen in 
Anfängerübungen lesen ließ. Da ich auch nichtabgeschlossene Fragen be- 
handle, bitte ich um Nachsicht. Mein Wunsch geht dahin, daß der Leser in 
dem Buche Anregung zu weiterer Beschäftigung mit den Grundfragen der 
Arithmetik finden möge. 

Herzlichsten Dank sage ich Herrn Professor Kart Borum in Königsberg 
und Herrn Dr. Aporr FrarxgeL in München für aufopfernde Unterstützung beim 
Lesen der Korrektur und für eine große Anzahl sehr wertvoller Ratschläge, 
zu denen beide durch eigene Untersuchungen! in Grundfragen der Arithmetik 
besonders befähigt waren. Weiter gilt mein Dank der Verlagshandlung 
Veit & Comp. für die Nachsicht, mit der sie die Verzögerung der 1911 be- 
gonnenen Drucklegung aufnahm. 


Freiburg i. B., Juni 1914. 
ALFRED Lozwy. 


1 BOEHM, Axiome der Arithmetik, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie 
der Wissenschaften 1911. — FRAENKEL, Axiomatische Begründung von HENSELS 
p-adischen Zahlen, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 141, 43 (1912). 
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Erstes Kapitel. 
Die rationalen Zahlen. 


$ 
Die ganzen positiven Zahlen und ihre Addition. 


Die Grundlage der Arithmetik ist die natürliche Zahlenreihe: 
T E E 


Ihre Elemente führen den Namen „ganze positive Zahlen“. Aus- 
einanderzusetzen, wie man zu der Skala der ganzen positiven Zahlen gelangt, 
überlassen wir der Philosophie.! 

Nimmt man die natürliche Zahlenreihe als etwas Gegebenes an, so erkennt 
man gewisse ihr zukommende Eigenschaften. Ihre Beobachtung führt zu 
folgender abstrakter Gedankenbildung, die man dem italienischen Mathematiker 
Prano? verdankt: 

Wir denken uns ein System NW von Dingen oder Elementen, das gewisse 
Eigenschaften haben soll. Diese formulieren wir in folgenden fünf Postulaten, 
d.h. in fünf von uns für das System N vorausgesetzten Tatsachen: 

P,). Das System N enthält ein besonderes Element, das wir mit 1 be- 
zeichnen. 

P,). Jedes dem System N angehörige Element x bestimmt in -eindeutiger 
Weise ein weiteres, ebenfalls N angehöriges Element, das wir das x unmittelbar 
folgende oder den Nachfolger-von x nennen und mit x* bezeichnen. 


2 Von philosophischen Publikationen nennen wir nur: P. NATORP, Die logischen 
Grundlagen der exakten Wissenschaften (Wissenschaft und Hypothese, Bd. 12), Leipzig 
1910, mit reichen Literaturangaben. B. RUSSELL, The principles of mathematics, Cam- 
bridge 1903, I. L. COUTURAT, Les principes des mathématiques, Paris 1905. 

2 GENOCCHI-PEANO, Differentialrechnung und Grundzüge der Integralrechnung 
(deutsch von BOHLMANN u. SCHEPP), Leipzig 1899, 8. 353. PEAno, Formulario 
mathematico, editio V, Torino 1905, 8.27. E. V. HUNTINGTON im Bulletin of the 
American math. soc. 9, 41 (1902). O. STOLZ und J. A, GMEINER, Theoretische 
Arithmetik, I. Abt., 3, umgearbeitete Auflage, TEUBNERsS Sammlung math. Lehr- 
bücher, Leipzig 1911 (während der Drucklegung erschienen). 


Loswy, Algebra. 1 
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P,). Zwei Elemente aus N, deren Nachfolger übereinstimmen, stimmen 
stets selbst überein. Sind also x und y Elemente aus N, so folgt aus der 
Übereinstimmung von æt mit y*, daß x mit y übereinstimmt. 

P.a). Das Element 1 ist nicht Nachfolger irgend eines Elementes aus N. 
Es gibt also in Ñ kein Element x, so daß x* mit 1 übereinstimmt. 

P,). Jedes Element von N ist in dem System 1, 1+, ıt*, ıt+*,.,,. 
enthalten. 

Statt des Postulats P,) kann man auch folgende Forderung zur Definition des 
Systems N verwenden: Das System N soll nur die etwa durch die zwei ersten 
Postulate P,) und P,) geforderten Elemente und sonst keine weiteren enthalten. 

Wir wollen zunächst zeigen, daß die fünf Postulate P,) bis P,) von- 
einander unabhängig oder irreduzibel sind, d.h. daß keines von ihnen 
sich aus den übrigen als beweisbarer Lehrsatz ableiten läßt. Zu diesem Zweck 
betrachten wir fünf Systeme von Elementen: 

1. Wir bilden ein System N, von Elementen, das wir als aus den in 
folgender, gewissermaßen zweifach unendlicher Reihenform angeordneten Zahlen: 
> A 
bestehend definieren. Der Nachfolger von 1 ist hier 3, also 1+ = 3, 38t =1t+t = 5, 
5t=1t++=7,.... Das System N, erfüllt demnach nicht das fünfte Postulat P,); 
denn in dem System 1, 1*=3, 1**=5,.... treten nicht die Zahlen 2, 4, 
6,.... auf, die in dem System N, enthalten sind. Hingegen erfüllt N, alle 
anderen Postulate, z. B. ist P,) erfüllt, da jedes Element aus N, in der um 2 

größeren Zahl einen Nachfolger hat. 

2. Wir bilden ein System N, von Elementen, das wir in folgender Weise 
als periodische Aufeinanderfolge definieren wollen: 


A er U EN 


Bei dem System N, ist 3*= 1; es ist daher das Postulat P,) durchbrochen. 
Alle anderen vier Postulate werden von N, erfüllt, z.B. genügt N, dem 
Postulat P,), da das System 1, 1*= 2, 1++ = 3 alle Elemente aus N, enthält. 

3. Wir bilden ein System N, von Elementen, das wir als eine periodische 
Aufeinanderfolge mit voraufgehender aperiodischer in folgender Weise defi- 
nieren: 

3,8 4, rt EL E E A 

Bei dem System N, ist 2+*= 3, 5t= 3; mithin genügt das System N, 
nicht dem Postulat P,). Hingegen erfüllt N,, wie man unmittelbar durch Durch- 
gehen der Postulate sieht, alle übrigen. 

4. Wir bilden ein System N, von Elementen, das aus der endlichen Auf- 
einanderfolge 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 bestehen möge. Bei N, hat die Zahl 9 
keinen Nachfolger. Mithin erfüllt N, nicht Postulat P,), hingegen genügt das 
System N, allen übrigen Postulaten. 

5. Wir bilden ein System N, von Elementen, das aus der Reihe der 
natürlichen Zahlen mit Ausschluß der 1 bestehen möge, also 

PR RE SS NE- 
laute. Definieren wir noch 1+ = 2, so erfüllt das System N, alle Postulate mit 
Ausnahme von P,). Auch von jedem leeren Systeme, d. h. jedem Systeme 
ohne irgend ein Element, könnte man sagen, daß es alle Postulate mit Aus- 
nahme von P,) erfüllt; denn bei einem derartigen leeren System kommen die 
anderen Postulate überhaupt nicht mehr in Frage. 
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Die fünf Systeme N, bis N, lehren, daß immer vier der fünf Postulate P,) 
biis P,) und die Negation der vom fünften verlangten Tatsache miteinander ver- 
eiinbar sind. Mithin kann keines der fünf über das System N auf- 
gestellten Postulate aus den übrigen vier als beweisbarer Lehrsatz 
abgeleitet werden. Wir haben hier ein allgemeines Prinzip kennen gelernt: 
Ulm die Unabhängigkeit einer Anzahl von Postulaten zu beweisen, 
dlie irgend ein System erfüllen soll, d.h. um nachzuweisen, daß sich 
k:eines der Postulate als beweisbarer Lehrsatz, also als logische 
Folge aus den übrigen ergibt, ist so zu verfahren: man muß der 
Reihe nach jedes Postulat durch seine Negation ersetzen, während 
man jeweils alle anderen unverändert läßt, und für jedes so ent- 
stehende Postulatensystem eine Interpretation suchen, so daß bei 
jeder Interpretation immer die Negation eines Postulats neben 
dlem Bestehen aller übrigen stattfindet. 


Postulate dürfen sich auch nicht widersprechen. Fordere ich in der 
eruklidischen Geometrie ein Dreieck, das erstens gleichseitig, zweitens recht- 
winklig sein soll, so existiert ein solches nicht. Es fragt sich, ob die Postu- 
laate P,) bis P,) miteinander in Widerspruch sind, d. h. ob man aus den Postu- 
laaten P,) bis P,) durch logische Schlüsse für das System N Eigenschaften her- 
leiten kann, die sich widersprechen, also Bejahung und Verneinung derselben 
Tatsache aussagen. In diesem Fall kann ein System N, das die durch P,) 
bis P,) geforderten Eigenschaften besitzt, nicht existieren, Die Verträglich- 
keit einer Anzahl von Postulaten, d. h. die Unmöglichkeit, aus 
ilhnen durch logische Schlüsse sich widersprechende Tatsachen 
abzuleiten, ist offenbar nachgewiesen, wenn man ein System von 
Dingen finden kann, das allen Postulaten gleichzeitig genügt 
wnd uns als widerspruchslos gilt. 


Die Reihe der natürlichen Zahlen weist alle Eigenschaften auf, die 
wir für das System N durch die Postulate P,) bis P,) gefordert haben, 
Nehmen wir die natürliche Zahlenreihe als logisch möglich an, so liegt hierin 
dler Beweis für die Widerspruchslosigkeit der für das System N auf- 
gestellten Postulate P,) bis P,).' Jeder für das System N erzielte Wideı- 
sprach würde sich auf das System 1, 2, 8,4,.... der natürlichen Zahlen 
übertragen und das System der ganzen Zahlen als etwas logisch Unverträg- 
liiches dartun.? 


1 Eine allgemeine Methode aufzufinden, um die absolute Widerspruchslosigkeit 
eines Postulatensystems zu beweisen, dürfte den Bemühungen der Logiker und Mathe- 
mmatiker nicht gelingen. 

2 Weitergehende Analysen des Begriffs der ganzen Zahl bei D. HILBERT in Ver- 
lnandlungen des dritten internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg (1904), 
JLeipzig 1905, S. 174, wieder abgedruckt in HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 
3. Aufl., Leipzig 1909, VII. Anhang. J. MOLLERUP in Oversigt over det kongelige 
IDanske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger (1907), S. 127. G. FREGE, Grund- 
gesetze der Arithmetik, Jena 1893 und 1903. H. WEBER in WEBER u. WELL- 
STEIN, Enzyklopädie der Elementar-Mathematik, Bd. I, 3. Aufl., Leipzig 1909, S. 1. 
M. PASCH, Grundlagen der Analysis, Leipzig 1909. R. DEDEKIND, Was sind und 
was sollen die Zahlen? 2. Aufl., Braunschweig 1893. E. ZERMELO, Uber die Grund- 
liagen der Arithmetik, Atti del IV. congresso intern. dei matematici, Vol. II, S. 8, 
Wom 1909. G. HESSENBERG, ` Grundbegriffe der Mengenlehre, Abh. d. FRIESschen 
Schule, neue Folge, Bd. I, Heft 4, Göttingen 1906. 


1* 
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Setzen wir die Existenz eines Systems NW, das den Postulaten P,) bis P,) 
genügt, als logisch möglich voraus, so können wir von N aus zu dem System 
der ganzen positiven Zahlen gelangen. N enthält nach Postulat P,) das 
Element 1, nach P,) enthält N das Element 1*. Das Element 1* bezeichnen 
wir mit 2, wir setzen also 1*= 2, so daß 2 nur einen abkürzenden Namen für 
1* vorstellt und 1* und 2 sich überall gegenseitig vertreten dürfen. Da N 
das Element 2 enthält, so befindet sich in N auch ein Element 2*, das wir 
mit 3 bezeichnen, usw. Auf Grund der Postulate P,) und”P,) hat man für 
die erzeugten Elemente von N immer neue Namen zu.verwenden, die wir der 
üblichen Zahlbezeichnung entnehmen. N enthält also die Elemente: 


1, 1t= 2, 2t ft> 8, 3tr=1rttr_4 


Nach Postulat P,) ist aber jedes Element von N in dem System 1, 1+, ı+*, 
ı+r+#,,... enthalten. Mithin enthält N keine anderen als die angegebenen 
Elemente und ist also bei geeigneter Bezeichnungsweise nichts anderes als die 
natürliche Zahlenreihe 1, 2, 3, 4, :... Bedient man sich anstatt des Postu- 
lats P,) der oben ausgesprochenen Forderung, nach der das System N nur die 
durch die zwei Postulate P,) und P,) geforderten Elemente und keine weiteren 
enthalten soll, so ergibt sich ebenfalls, daß das System N bei geeigneter Be- 
zeichnungsweise die natürliche Zählenreihe ist. 

Für das System N gilt der Satz der vollständigen Thduktion: 
Ist irgend ein Theorem für das Element 1 aus X wahr und ist es, 
wenn es für irgend ein beliebiges Element x aus N gilt, auch 
immernoch für das Elementz* aus richtig, so trifft das Theorem 
für alle Elemente von X zu. 

Das Theorem gilt nach Voraussetzung für das Element 1. Da nach P,) 
das Element 1 zu N gehört, ist das Theorem auch für 1* richtig. Da 1* ein 
Element aus N ist, so ist das Theorem auch für 1** wahr. Da das Theorem 
jetzt für das Element 1** aus N gilt, so muß es auch für 1+++ zutreffen, usw. 
N enthält nach P,) keine anderen Elemente als 1, 1+, ı+**+, 1++t+, 
Mithin muß das Theorem für alle Elemente aus N gelten. 

Die Bedeutung des Satzes der vollständigen Induktion wird klarer, wenn 
man sich überlegt, daß er für das Seite 2 unter 1 betrachtete System N, nicht zu- 
trifft. Ist ein Theorem für das Element 1 aus N, wahr und ist es, wenn es für 
irgend ein Element x aus N, gilt, auch immer noch für seinen Nachfolger æ* 
aus N, richtig, so ist das Theorem nur für die Zahlen 1, 3, 5,...., nicht 
aber für die Zahlen 2, 4, 6, . . aus N, bewiesen. 

Da die ganzen RER a alas: in natürlicher Weise 1, 2, 3, 4, 
geordnet, ein System N bilden, gilt für sie der Satz der vallstündigen 
Induktion (auch als Se hluß von n auf n +1 bezeichnet): Ist ein 
Theorem für die Zahl 1 wahr und ist es, wenn es für irgend eine 
beliebige natürliche Zahl x gilt, auch immer noch für die ihr in 
der natürlichen Zahlenreihe unmittelbar folgende richtig, so gilt 
das Theorem für jede ganze Zahl. 

Anknüpfend an den Begriff des Nachfolgers läßt sich für die ganzen 
positiven Zahlen eine Verknüpfungsregel, Addition genannt, definieren, die 
aus irgend zwei gleichen oder ungleichen ganzen positiven Zahlen a und b 
eindeutig eine dritte, ihre Summe c = a + b, nach bestimmter Vorschrift er- 
zeugt, so daß e ebenfalls der natürlichen Zahlenreihe angehört. 
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Zuerst wird die Addition für den speziellen Fall b = 1 durch die Fest- 
ssetzung: i 


1) ! a+1=a*r 


eeingeführt, d. h. unter a + 1 soll der in der natürlichen Zahlenreihe eindeutig 
bbestimmte Nachfolger «* der ganzen positiven Zahl æ verstanden werden. 
¿Aus (1) ergibt sich: Es bedeutet 


u EEE a T 


Auf Grund der oben eingeführten Bezeichnung ersetzen wir 1* durch 
sseinen Namen 2, 2* durch 3, 3* durch 4, usw. Wir erhalten demnach: 


(a) 1+ 183 Yet 1a mg Fi, Ti. 


Die Addition irgend zweier ganzer positiver Zahlen wird durch die 
tfolgende definierende Gleichung: 


(@) a+b+1)=(a+b)+1 


sauf die Gleichung (1) zurückgeführt. Gleichung (2) besagt: Unter der Summe 
von a und dem Nachfolger von b in der natürlichen Zahlenreihe hat man den 
!Nachfolger der Summe von a + b zu verstehen. 

Aus (1’) ergibt sich: a + 2 =a + (1 + 1) oder nach Formel (2) gleich 
((@ +1)+1, d.h. wir haben auf Grund von Gleichung (1) unter a +2 den 
!Nachfolger von a + 1 zu verstehen. Ebenso erhält man nach (1’) die Gleichung 
ca + 3 =a + (2+1) oder nach Formel (2) gleich (a +2) +1, d.h. wir haben 
sauf Grund von Gleichung (1) unter « + 3 den Nachfolger von a + 2 zu ver- 
:stehen. Die Definitionsgleichungen (1) und (2) liefern sukzessiv, ähnlich wie 
ıman die Stufen einer Treppe hinaufsteigt, das Resultat: 


a, a +l, a +2, of 3; 437%: 


‘sind aufeinanderfolgende Zahlen. Man sieht: Die durch die Glei- 
«ehungen (1) und (2) gegebenen Definitionen sind völlig ausreichend, um zwei 
] beliebige ganze positive Zahlen zu addieren. 


82. 
Die vollständige Zahlenreihe. Die Addition beliebiger ganzer Zahlen, 


Da nach Postulat P,) des $ 1 jede ganze positive Zahl in der Reihe: 
E IE DEE, pene TEER, 


auftritt, die sich auch als 


schreiben läßt, so ergibt sich: Jede vorgelegte, von 1 verschiedene ganze 
positive Zahl a läßt sich aus einer anderen ganzen positiven Zahl b gewinnen, 
so daß a der Nachfolger 5* der Zahl b wird, bt =a. Nach Postulat P,) 
gibt es nur eine solche ganze positive Zahl b, deren Nachfolger bt = a ist. 
Eine Ausnahmestellung in der Reihe der ganzen positiven Zahlen nimmt die 
Zahl 1 ein; nach dem Postulat P,) des vorigen Paragraphen ist sie niemals 
Nachfolger einer ganzen positiven Zahl. 
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Um die Ausnahmestellung zu beseitigen, welche die Zahl 1 in der natür- 
lichen Zahlenreihe einnimmt, führen wir statt des Systemes N von Dingen, 
mit dem wir uns in $ 1 beschäftigt haben, ein neues System N’ von Dingen 
oder Elementen ein, dessen Eigenschaften wir in folgenden fünf Postalaten 
formulieren: ! 

P,). Das System N’ enthält wenigstens ein Element. 

Py) Jedes dem System N’ angehörige Element x bestimmt in eindeutiger 
Weise ein weiteres, ebenfalls N’ angehöriges Element, das wir das s un- 
mittelbar folgende oder den Nachfolger von æ nennen und mit &* bezeichnen. 

P,). Jedes dem System N’ angehörige Element ist Nachfolger eines und 
auch nur eines Elementes aus N’. 

P/). Ist x ein beliebiges Element aus N’, so stimmt æ mit keinem unter 
seinen sukzessiven Nachfolgern 


at, att, attt, 


überein, : 

Ehe wir das letzte unserer fünf Postulate aussprechen, führen wir durch 
Definition den Begriff des Vorgängers eines Elementes von N’ ein. Durch 
jedes Element x aus N’ wird nach Postulat Py) eindeutig ein Element y aus 
N’ bestimmt, so daß x = y* der Nachfolger von y ist. Ist <= y*, so kann y 
nicht in der Reihe der Nachfolger von w auftreten; denn wäre etway=„*++*t, 
so würde aus & = y* im Widerspruch mit P/’) folgen, daß & mit einem seiner 
Nachfolger, nämlich &***** übereinstimmen müßte. Soll daher das durch 
x = y* festgelegte Verhältnis, das x als Nachfolger von y bezeichnet, bei Um- 
kehrung der Glieder beschrieben werden, so wird ein neuer Name und ein neues 
Zeichen erforderlich, um darzulegen, wie sich x zu y verhält. Wir nennen 
das durch x = y* nach Py) eindeutig bestimmte Element y aus N’ den Vor- 
gänger von x und bezeichnen es mit x”. Wir definieren also: Vorgänger 
eines Elementes x aus dem System N’, bezeichnet mit x”, heißt 
dasjenige Element y aus N’, dessen Nachfolger x ist. y = x” ist 
nur eine andere Schreibweise für v = y*. 

P,). Ist x ein beliebiges Element aus N’, so ist jedes Element aus N’ 
in dem System 


“a a" x”, T, ar, BER 
enthalten.? 

Für die Definition des Systems N’ läßt sich der Begriff des Vorgängers 
vermeiden, wenn man statt des angegebenen Postulates P,’) das folgende 
Postulat. P,”) verwendet: 

P,”). Das System N’ soll nur die etwa durch die drei ersten Postulate 


P,‘) bis P,’) geforderten Elemente und sonst keine weiteren enthalten. 


1 Die Arithmetik läßt sich nach § 2 auf Grund des Systemes N’ aufkauen, 
ohne die Kenntnis des Systems N, das im $ 1 behandelt wurde, vorauszusetzen, Eine 
andere axiomatische Theorie der vollständigen Zahlenreihe bei A. PADOA in Cəmpte 
rendu du deuxième congrès international des mathématiques, Paris 1902, S. 24). 

® Es würde auch genügen, statt des obigen Postulats P,’) das folgende weniger 
fordernde zu verwenden: In dem System N’ läßt sich wenigstens ein Element æ 
finden, so daß jedes Element aus: N’ in dem System 

Wir. Te Bi. 40 st, art, 
enthalten ist. Aus diesem Postulat beweist man die Fassung P,’) des Textes nittels 
der Postulate P,’) und P,'). 


www.rcin.org.pl 


Die vollständige Zahlenreihe. Die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 7 


Wir wollen zunächst zeigen, daß die fünf Postulate P/,’) bis Py') von- 
eeinander unabhängig oder irreduzibel sind. Zu diesem Zweck be- 
ttrachten wir fünf Systeme von Elementen: 

1. Wir denken uns als System N,’ ein leeres System. Von jedem leeren 
System kann man sagen, daß es alle Postulate mit Ausnahme von P,’) erfüllt; 
ffür ein leeres System kommen nämlich die anderen Postulate überhaupt nicht 
ımehr in Frage. 

2. Wir bilden ein System N,’ von Elementen, das aus einer rechter Hand 
sabbreehenden Aufeinanderfolge („Regression“) bestehen möge, etwa 
+ + 
EEE ER ri 

Bei dem System N,’ hat die Zahl 9 keinen Nachfolger; mithin genügt N,’ 
ınicht dem Postulat P,’), hingegen erfüllt N, alle anderen Postulate, z. B. ist 
jjedes, Element von N,’ Nachfolger eines anderen. Für N,’ könnte man auch 
«die Gesamtheit der ganzen negativen Zahlen wählen. 

3. Wir bilden ein System N,’ von Elementen, das aus einer linker Hand 
:abbrechenden Aufeinanderfolge (‚‚Progression‘‘) bestehen möge, etwa: 


"e - =- = = - = e 
U. Eee 


Bei dem System N,’ ist die Zahl $ nicht Nachfolger eines anderen Ele- 
ı mentes; hingegen erfüllt N,’ alle anderen Postulate. Für N,’ könnte man auch 
«die Gesamtheit der ganzen positiven Zahlen nehmen. 

4. Wir bilden ein System N,’ von Elementen, das aus irgend einer peri- 
‘odisehen Aufeinanderfolge von Elementen, etwa 


EEE ROLE 


| bestehen möge. Bei dem System N,’ ist 1+ = 2, 2t = 3, 83+ = 1, also 1***= 1. 
Daher wird von NW,’ das Postulat P,‘) durchbrochen, während alle anderen 
Postulate erfüllt sind. 

5. Wir bilden ein System N,’ von Elementen, das aus den in folgender 
Reihenform angeordneten Elementen 
< - + - + 
EEE Eher MR RER SER RR RR RP Re RR 0 Wut Sl 
bestehen möge. Der Nachfolger von 1 ist hier 3, also 1+ = 3, 3t= 1t+t = 5; 
äi 
= er =, en: ge 1 ist Aer yNachinig Bin 1, also 


bT taisi San lee te $. * oder 5-— $ E p 
Das System N,’ erfüllt demnach nicht das fünfte Postulat P); denn in dem 
System ..... 170, 177, 17, 1, 1%, 1**, .,., treten nieht die Zahlen 
A gi $, 0, 2, 4, 6, .... auf, die in dem System N,’ enthalten sind. Hin- 
gegen erfüllt N,’ alle anderen Postulate. 

Setzen wir die Existenz eines Systems N’ von Elementen, das den vorauf- 
gehenden fünf Postulaten P,’) bis P,’) genügt, als logisch möglich voraus!, so 
führt das System N’ zu der vollständigen Zahlenreihe. Das System N’ 
muß nach dem Postulat P,’) wenigstens ein Element enthalten, das wir mit 1 
bezeichnen wollen. Nach dem Postulat P,’) enthält N’ das Element 1*; dieses 


1 Auch hier gilt die in der ersten Anmerkung auf Seite 3 gemachte Bemerkung. 
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Element bezeichnen wir mit 2, so daß 2 nur einen abkürzenden Namen für 
1* bezeichnet und 2 und 1* sich überall vertreten dürfen. Da N’ das Ele- 
ment 2 enthält, so befindet sich in N’ auch ein Element 2+, das. wir mit 3 
bezeichnen, usw.. Auf Grund des Postulats P,‘) hat man für die eingeführten 
Elemente von N’ immer neue Namen zu verwenden; denn jedes weitere Ele- 
ment befindet sich unter den sukzessiven Nachfolgern der voraufgehenden. 
Auf diese Weise ist zunächst gezeigt, das N’ die Elemente 
1, 11-2, 2t,-1ırt=23 ighis JEF ege tigi 


enthält, für die wir die Namen der üblichen Zahlbezeichnung entnommen haben. 
Das Element 1 bestimmt ferner nach Postulat P,’) eindeutig ein Element, für 
das wir die übliche Bezeichnung 0 verwenden, so daß 0*= 1 oder 0 = 17 ist. 
Auf Grund der Relation 0*= 1 lassen sich die in N’ bereits nachgewiesenen 
Elemente auch mit 0, 1=0*, 2 =0t+, 3=0**+*, ,,.. bezeichnen. Da 
sich die Elemente 1, 2, 3,.... demnach unter den sukzessiven Nachfolgern 
von 0 befinden, so mußte, um dem Postulat P) Rechnung zu tragen, für das 
Element 0, dessen Nachfolger 1 ist, wie geschehen, eine von den schon ver- 
wendeten Bezeichnungen 1, 2, 3, .... verschiedene eingeführt werden. Da NR’ 
das Element 0 enthält, so befindet sich nach dem Postulat Px) ine’ auch ein 


” i S . SH . EF . 
Element, das wir mit 1 bezeichnen, so daß 1 = 0 oder, was gleichbedeutend 


< < 

ist, 1 = 07”. Die bereits eingeführten Elemente 1, 0, 1, 2, .... von N’ lassen 
IBR a + + ++ ++ “+++ 

sich infolge der Relation 0 = 1 auchmit1,0=1 ‚i1=1 ,2=1 Stab 


bezeichnen; da sich die Elemente 0, 1, 2,.... demnach unter den sukzessiven 


Nachfolgern von Í befinden, so mußte, wie geschehen, für das Element Teias 
neue Bezeichnung eingeführt werden, weil sonst das Postulat P,) durch- 
brochen wäre. 

Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir immer neue Zahlzeichen und 
gewinnen hierdurch die vollständige Zahlenreihe zunächst in folgender 
Bezeichnung: 


An 
DT A a 


Diese Aufeinanderfolge heißt die Reihe der ganzen Zahlen. Die Zahlen 
ee 


1-2, .., die wir später anders bezeichnen werden, heißen im Gegensatz 
zu den Zahlen 1, 2, 3, .... die ganzen negativen Zahlen; 0 bezeichnet 
man mit Null. Da die eingeführte vollständige Zahlenreihe sich auch 

PERF raae a Nee Nas HS A 


schreiben läßt, so kann das System N’ nach Postulat P,’) auch keine anderen 
als die angegebenen Elemente enthalten und ist also bei geeigneter Be- 
zeichnungsweise nichts anderes als die vollständige Zahlenreihe. Bedient mam 
sich anstatt des Postulats P,‘) der Forderung P,”), nach der das System è’ 
nur die durch die drei ersten Postulate P,’) bis P’) geforderten Elemente und 
keine weiteren enthalten soll, so ergibt sich ebenfalls, daß das System N’ bei 
geeigneter Bezeichnungsweise die vollständige Zahlenreihe ist. 

Ist x irgend eine Zahl der vollständigen Zahlenreihe, so bestimmt x nach 
P) einen Nachfolger a = x*. Nach der eingeführten Definition ist daher 
x = a”. Setzt man den Wert von a = x* in x = a` ein, so hat man dasfür 
jedes Element & der vollständigen Zahlenreihe gültige Resultat x = x*”. Im 
Worten: 
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I. Der Vorgänger des Nachfolgers einer Zahl der vollständigen 
Zahllenreihe ist die ursprüngliche Zahl. 

Ist x irgend eine Zahl der vollständigen Zahlenreihe, so gibt es nach 
P,) «eine Zahl y, so daß y*=x oder y = x”. Bildet man aus z”=y die 
Relattion &*= y* und ersetzt y* durch seinen Wert x, so hat man s7 t= g. 
In Worten drückt sich diese Gleichung aus als: 

II. Der Nachfolger des Vorgängers einer Zahl der voll- 
stämdigen Zahlenreihe ist die ursprüngliche Zahl, 

Wir erweitern nunmehr den Begriff der Addition, der in $1 nur 
für ganze positive Zahlen erklärt war, für beliebige Zahlen der voll- 
stämdigen Zahlenreihe. Wir verlangen: Sind a und b irgend zwei gleiche 
oder: ungleiche Zahlen der vollständigen Zahlenreihe, so soll sich aus ihnen 
eindteutig eine dritte, ihre Summe c =a +b, nach bestimmter Vorschrift er- 
zeugrem lassen, so daß e ebenfalls eine Zahl der vollständigen Zahlenreihe ist. 
Diesse Zahl e kann man finden, wenn man sich der folgenden zwei Definitions- 
gleicchungen bedient: 


(1) a+l=at, 
(2) a+b+1)=(a+b)+1; 


hierlbei bedeuten a und b beliebige ganze Zahlen der vollständigen Zahlenreihe. 
In «diesem Paragraphen bedeute allgemein ein Buchstabe ohne Pfeil eine 


beliebige ganze Zahl, a: eine ganze negative Zahl und = eine ganze posi- 
tive, Zahl. 

Die in den voraufgehenden Gleichungen (1) und (2) niedergelegten Defi- 
nitionen übertragen die Gleichungen (1) und (2) des $1 auf S. 5 von natür- 
lichen Zahlen auf beliebige ganze Zahlen, wobei der für die Erweiterung jeder 
Gescellschaft geltende Grundsatz befolgt wird: Die neuen Elemente sollen sich 
möglichst den alten Regeln fügen. 

Bloß auf Grund der Formeln (1) und (2) und des Postulats, daß, wenn a 
und! b ganze Zahlen sind, auch a + b eine solche sein soll, wird es uns mög- 
lich: stein, die Summe irgend zweier ganzer Zahlen zu bilden.! 

Zunächst folgern wir aus (1) wörtlich wie auf S. 5, daß 


1+1=2, 2+1=3 3+1=4 
Fermer ergibt sich aus (1): 


<+ 


<- < <+ & <+ 
N) 0+1=0%, U IETS T r OA a 3+1=8 


’ 


! Dieses Postulat. ist übrigens nur für die Fälle, daß b gleich O oder gleich 
einer ganzen negativen Zahl ist, erforderlich und wird im Text auch nur derart ver- 
wemdet werden. Alsdann ist das angegebene Postulat aber auch unentbehrlich, wenn 
mam zu unserer gewöhnlichen Addition für die ganzen Zahlen der vollständigen 


=y 
Zahilemreihe gelangen will. Ist nämlich a irgend eine ganze Zahl, b irgend eine ganze 
ER 
posiitive Zahl, b irgend eine ganze negative Zahl und definiert man a + b in üblicher 
< 
Weiise, hingegen a + 0 und a + b als keine ganzen Zahlen, so weichen diese Fest- 
setzrumgen von der gewöhnlichen Definition der Addition ab. Trotzdem ist die Glei- 
ehumg (1)a + 1 = a* stets erfüllt und auch die Gleichung (2) a + (b + 1) = (a + d)+1 
trifft in allen Fällen zu, in denen sie als Gleichung zwischen ganzen Zahlen über- 


hauıpt; einen Sinn hat, d. h, wofern sowohl a + (b +1) als auch (a + b APAT 
unseren Festsetzungen ganze Zahlen darstellen. El pT 


NET N di i jaraai kitka 
WWW rci org pk: aauronagt ' 
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Auf Grund der oben gegebenen Definition kann 0* durch 1 ersetzt werden. 
x 
Die Zahl 1 war durch die Relation T 0 aus 0 gewonnen. Ferner war die 
< l 4 + + - } - 

Zahl 2 durch die Gleichung 2 = 1 definiert. Weiter war 3 eingeführt durch 
+ + 
3 =2, usw. 

Mithin erhalten wir aus (1’) das Gleichungssytem 


< < <- + < 
a”) 0+1=1, i+1=0, 2+1=1 3+1=2, 


Genau wie aus den Gleichungen (1) und (2) des § 1 auf S. 5, ergibt sich 
aus den obigen Gleichungen (1) und (2), dab a,a+t1,a+2,a+3,.... 
aufeinanderfolgende Zahlen sind. Wir können also zunächst durch fort- 


— 
laufende Schritte die Summe a + b einer beliebigen ganzen Zahl æ und jeder 


ganzen positiven Zahl È bestimmen. 
Wir wählen in der Gleichung (2) für die Zahl b den Wert b = 0; 
dann wird: 
a+l0+1)=(a+0)+1 
oder nach (1”) 
a+1l1=(a+0) +1. 

Wir forderten, a +b soll für jedes der vollständigen Zahlenreihe an- 
gehörige Zahlenpaar «a, b sich in ihr befinden; also muß dies auch für a + 0 
der Fall sein. Es sei a + 0 die uns zunächst unbekannte ganze Zahl z. Mit- 
hin wird a + 1 =z +1 oder nach (1): «*=z*. Hieraus folgt a* "= „+ 
oder auf Grund des Satzes I: æ =z, d. h. die uns ursprünglich unbekannte 
Zahl z ist die Zahl a. Wir gewinnen also die Gleichung 
(3) a+0=a. 3 
Mithin haben wir bewiesen: Jede ganze Zahl bleibt, wenn man 0 zu ihr zu- 
addiert, unverändert. 


Wir wählen in der Gleichung (2) b =Í und erhalten: 
< < 
okki mehi 
oder nach (1”) 


ag 
R AE a 
oder nach (3) 


ar 
a= (a +7 ) +1. 
Da die Summe zweier ganzer Zahlen, wie wir verlangten, stets eine ganze 


Zahl sein soll, so muß a EA auch eine ganze Zahl sein. Die Zahl a = 
sei die uns zunächst unbekannte Zahl ? der vollständigen Zahlenreihe. Mithin 
wird a = ¢+ 1 oder nach (1) a = t*. Hieraus folgt a` = t* oder auf Grund 
des Satzes I: a”=. Die uns ursprünglich unbekannte Zahl ¢ ist also der 
Vorgänger von a. Mithin gewinnen wir die Gleichung: 


wE 
(4) a+l=a”. 


Die Gleichung (4) besagt: Die Summe einer beliebigen ganzen Zahl a 


und T ergibt den Vorgänger von a in der vollständigen Zahlenreihe. 
Ehe wir aus der Gleichung (4) weitere Folgerungen ziehen, leiten wir 
noch die für alle ganzen Zahlen a und b gültige Gleichung: 
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< <- 
(5) a+(b+1)=(a@+b) +i 
ab. 

Um ihre Richtigkeit zu beweisen, bilden wir 


l+&@+T)] +1. 


T 
Da b + 1 nach (4) die Zahl 57 ist, können wir die für alle ganzen Zahlen æ 
und 5 gültige Definitionsgleichung (2) anwenden und erhalten aus ihr: 


le +ß+1)]+1=a+[B+i) +1]. 


Wählt man in der Gleichung (2) für a die Zahl b und für b die Zahl Í, 
so ergibt sich, daß: 


blire t (irn. 


a + [b PA o 1)] 


a + [b +0] infolge von (1”) 


Mithin wird: 
PENISI +1 


ll 


=za+b infolge von (3). 


Da a + (b +1) als Summe zweier Zahlen eine Zahl der vollständigen 
Zahlenreihe ist, kann man die linke Seite der zuletzt abgeleiteten Gleichung 


nach (1) auch [a + (3 Tr schreiben, und hat die Gleichung 


[le + (o Inn a+b. 


<+ — = 
[a + (6 +1) = (a+b) 
oder auf Grund des Satzes I: 
PE TEM 
a+b+1)=(a+0). 
Beachtet man noch die Gleichung (4), so folgt, daß für die Zahl æ + b 
die Gleichung (a + b) +1 = (a +)” gilt. Mithin wird: 


Aus ihr folgert man: 


(5) a+(l+i1)=-(@+) +1, 


wie bewiesen werden sollte. 


Die Gleichungen (4) und (5) zeigen, daß die Summe einer beliebigen 
ganzen Zahl æ und des Vorgängers einer beliebigen ganzen Zahl b der Vor- 
gänger von a + b ist. 


se 
Aus der Gleichung (4) a +1 = a” folgt: 


<- < + — + < | + | 1l 
otte ia a e he, 
v + ee, EM, + 
Da nach Definition 07 mit I, 1 mit 2, 2 mit 3, 3 mit 4 usw. be- 
zeichnet war, so wird: 
< - | | 2 = = <= + + + 
(6) otti I+1=2d 2+tl=ß: 3+tl=d. 
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Aus (6) ergibt sich: 
< + 
s+(1+1) 


{se +1) 7 nach Gleichung (5), 


<- 
a+2 


= (a er nach Gleichung (4). 
Ebenso erhält man aus (6): 
- + 
a+ (2 +1 ) 
(a +$) +T nach Gleichung (5), 
= (a +3) nach Gleichung (4). 


<< 
a+3 


< j <- 
In a + 3 haben wir also den Vorgänger von a + 2. So fortfahrend, ge- 


winnt man das Resultat: a, a eE a +$, a +$, .... sind einander voran- 
gehende Zahlen. Die Gleichungen (4) und (5) setzen uns in den Stand, die 
Summe einer beliebigen Zahl und jeder ganzen negativen Zahl durch fort- 
gesetztes Rückwärtsschreiten in der vollständigen Zahlenreihe zu bilden. 

Wir können also als Schlußergebnis aussprechen: Die durch die zwei 
Gleichungen (1) und (2) gegebenen Definitionen sind, wenn man ihnen das 
Postulat beifügt, die Addition der ganzen Zahlen soll nicht aus dem Gebiet 
der ganzen Zahlen herausführen, völlig ausreichend, um die Summe zweier 
beliebiger ganzer Zahlen der vollständigen Zahlenreihe zu bestimmen. 


§ 3. 
| Rechnungsregeln für die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 


Aus den Definitionsgleichungen (1) und (2) des $ 2, die wir für die Addition 
aufstellten, lassen sich die besonderen Rechnungsregeln, die für die Addition 
gelten, herleiten. 

I. Als erste behandeln wir das assoziative Gesetz der Addition. 
Dieses besagt: Sind a, b, c irgend drei ganze Zahlen, so ist: 

(1) a + [b +e]= [a+b] +e. 

Dieser Satz erfordert durchaus einen Beweis; es ist nicht von selbst 
einleuchtend, daß man nach Belieben zu a das Resultat von b +e oder zu 
dem Resultat von a + b die Zahl e zuaddieren darf, um beide Male dasselbe 
zu erhalten.! 

Den Beweis zerlegen wir in vier Schritte: 

«) Wir erinnern uns, daß nach der Definitionsgleichung (2) des $ 2 auf 
Seite 9 
(2) a+ [b+ 1]=[a +b] +1 


ist, falls a und b irgendwelche ganze Zahlen bedeuten. 
1 Ist dieser Satz bewiesen, so kann man auch a +b +c ohne Klamnern 
schreiben; denn nach dem obigen Resultat ist es ganz gleich, ob man a + b + cden 


Sinn a + [b + c] oder [a + b] + c beilegt und überall, wo keine Undeutlichkiten 
entstehen, können Klammern fortgelassen werden. 


www.rcin.org.pl 


Rechnungsregeln für die Addition beliebiger ganzer Zahlen. 13 


@) Wir haben im $ 2 bewiesen, daß, falls a und b beliebige ganze Zahlen 
bedesutien, die dort mit (5) numerierte Gleichung 


a + lb +1]=[a +#>] +7 

gilt. 

wy) Wir nehmen jetzt an, daß die Gleichung (1): a + [b + ce] = [a +b] +e 
für ïrgend eine bestimmte Zahl e = k richtig ist, falls « und b beliebige Zahlen 
der vollständigen Zahlenreihe bedeuten. Wir wollen zeigen, daß die Gleichung 
auch moch für e = k + 1 gilt. Es sei also a + (b + k) = (a + b) + k; hieraus 
folgt [a + (b +] +1 =[(@+b)+k]+1 oder gleich (a + b)+ (k +1), da 
nach ««) für beliebige a und b die Gleichung (2): [a + b] + 1 = a + [b + 1] gilt. 
Aus [œ + (b + k)) + 1 = (a + b)+ (k + 1) folgt, wenn man auch links die Glei- 
chung; (2) anwendet: a +[(b + k) + 1] = (a + b) + (k +1); benutzt man links 
nochmals die Gleichung (2), so erhält man schließlich: 


a+b+k+1)=(a+b)+(k+D, 


wie gezeigt werden sollte. 

Das zu beweisende Theorem a + (b + k) = (a + b) + k ist ersichtlich für 
k = 0) richtig; denn Gleichung (3) des § 2 lehrt, daß a + [b + 0] = [a +b] + 0 
ist. ]Da das Theorem für % = 0 richtig ist, so ist es, wie der eben geführte 
Beweiis zeigt, auch für 0 + 1 = 1 richtig. Da das Theorem jetzt für k = 1 gilt, 
so muB es nach unserem Beweise auch für 1 +1 = 2 zutreffen. Aus der eben 
gezeigten Gültigkeit des Theorems für k = 2 folgt nach unserem Beweise die 
Richtigkeit für 2 +1 = 3. Auf diese Weise fortfahrend, sieht man sukzessiv, 
daß umser Theorem a + [b + c] = [a + b] + e bei beliebigem a und b für jedes 
ganizzahlige positive e einschließlich e = 0 gültig ist. 

ô) Wir nehmen wiederum an, daß der zu beweisende Satz 

a+[lb+el=[a+tb]+e 

für irgend eine bestimmte Zahl e=% richtig ist, falls « und b beliebige 
Zahlen der vollständigen Zahlenreihe bedeuten. Wir wollen zeigen, daß dann 
der Siatz auch stets noch für die voraufgehende Zahl k PF richtig ist. Es sei 
also a + (b + k) = (a + b) + k; hieraus folgt: [a + (b + k)] +i= ((a+b)+%)] +1 
oder gleich (@ + b) + (k +.) denn es ist, wie wir nach der in 5) erwähnten 
Gleichung (5) des $ 2 wissen, für beliebige ganzzahlige «a und b stets 


<- + < < 
la+ b]+1=a+ld+1]. Auf+b+MW]+1=@+b)+(k +1) folgt, 
wemm man auch links die nämliche Gleichung (5) anwendet: 
u er 
a+lB +2) +1]-@ +9 + +1); 
bemüttzt man links nochmals die Gleichung (5), so erhält man schließlich: 


a+b+&+i)=-ß+3j+(&+i), 
wie ;gezeigt werden sollte. 


Das in Gleichung (1) ausgesprochene Theorem ist, wie schon unter y) 
betiomt wurde, ersichtlich für k = 0 richtig. Da das Theorem für k = 0 zu- 
trifffti, so ist es auch, wie sich aus unserem eben geführten Beweis ergibt, für 


< + < 
0 + 1 = 1 richtig. Da das Theorem jetzt auch für k = 1 gilt, so trifft es nach 


- < <- i 
unserem Beweise auch für 1 + 1 = 2 zu. Aus der eben gezeigten Gültigkeit 
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N 
des Theorems für k= 2 folgt nach unserem Beweise die Richtigkeit für 


r Da man, so fortfahrend (vgl. das Gleichungssystem (6) des $ 2), 
zu jeder ganzen negativen Zahl gelangt, so sieht man, daß die Gleichung 
a+lb+cl=[a+b]l+e 
bei beliebigem a und b für jedes ganzzahlige negative e gilt. Da unser Satz 
für e = 0 und ganzzahlige positive e bereits unter y) bewiesen war, so ist jetzt 
allgemein gezeigt, daß, wenn a, b, e beliebige Zahlen aus der vollständigen 
Zahlenreihe sind, stets - 
a +[b +e] =[fa +b] +e 

ist. - 
Das für die Gültigkeit des assoziativen Gesetzes angewendete Beweis- 
verfahren beruht im wesentlichen auf dem Satz!: Hat man sich von der 
Richtigkeit eines Gesetzes für eine einzige ganze Zahl überzeugt 
und folgt aus seiner Gültigkeit für irgend eine ganze Zahl % stets 
seine Gültigkeit auch für die nächstfolgende k+1 und die un- 
mittelbar voraufgehende k +1, so gilt das Gesetz ausnahmslos 
für alle ganzen Zahlen der vollständigen Zahlenreihe. (Satz der 
erweiterten vollständigen Induktion.) 

II. Mit Hilfe der nämlichen Schlußweise von kaufk+1 und k FS: y 
beweisen wir zunächst folgenden Hilfssatz: 

Für jede Zahl a der vollständigen Zahlenreihe ist stets 
a+1i=i1i+a. 

Unser Hilfssatz ist für a = 0 richtig, da aus der Definition 0 = 17 oder 
0* =ı und den Gleichungen (1) und (3) des § 2 die Relation 0 +1 =1 +0 
folgt. Wir setzen seine Richtigkeit für a = k voraus und wollen zeigen, daß 
er dann stets auch noch sowohl für a = k + 1 als auch für a = k +1 gilt. 

Sei also k+1=1+%. Hieraus folgt k+l)+1=(1+k)+1 oder 
nach dem assoziativen Gesetz gleich 1 + (k+ 1). Wenn der Hilfssatz für 
irgend eine Zahl a = k gilt, so trifft er also auch noch für a = k + 1 zu. 

Aus der nach Voraussetzung gültigen Gleichung k + 1 = 1 + k schließen 


< < : 
wir ferner: (k+1)+1=(1+%) +1 oder nach dem assoziativen Gesetz gleich 
u 
1+ (k +1 ). Nach Satz I des § 2 ist der Vorgänger des Nachfolgers von k 
r 
gleich % oder bei Verwendung der Gleichungen (4) und (1) des § 2: (k+ 1) + 1 =k; 
ferner ist nach Satz II des § 2 und den nämlichen Gleichungen (1) und 4) 
k= (x -+ 1) + 1. Daher wird (x + 1) +1 = (k + 1) +1 und mithin ergibt 
i < < 
sich: k+1)+1=1+(&+1). 
Die Gleichung a + 1 = 1 + a traf für a = 0 zu; ferner haben wir gœ- 
zeigt, daß sie, wenn sie für irgend eine Zahl a = k gilt, stets auch fir 
a 
a=k+1 und a=k+1 zutrifft. Mithin ist die Gleichung a+1=1+a 
für jede Zahl æ der vollständigen Zahlenreihe richtig. 
III. Wir benutzen den Hilfssatz zum Beweise des folgenden Satzes: 


Zu jeder Zahl a der vollständigen Zahlenreihe gibt es in 
dieser eine Zahl a’, so daß a + a'= 0 wird. 


1 Er ist eine Folge des Postulats P,') auf S. 6 und trifft daher für das System N,’ 
auf S. 7 nicht zu. 
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Für die Zahl 0 besteht nach Gleichung (3) des -$ 2 die Gleichung 0 + 0 = 0. 
Wir nehmen an, daß für eine Zahl k der vollständigen Zahlenreihe in dieser 
eine Zahl %’ existiert, die mit k durch die Gleichung k + k’= 0 verbunden ist. 
Aus der Gleichung k + k’= 0 folgt nach Satz II des § 2 und den Gleichungen (1) 


und (4) des § 2 die Relation [(% + K) +1] +1 =0 oder bei zweimaliger Ver- 
wendung des assoziativen Gesetzes: 
[k+ @+T)]+1=0 oder + [l@+i)+1]=o. 


Nach dem zuletzt bewiesenen Hilfssatz ergibt sich hieraus 


k + [1 + (?+1)] =0 


oder schließlich auf Grund des assoziativen Gesetzes: 


(k+ 1) + (+1) =0. 


Ist also unser Satz für eine Zahl a= k richtig, so gilt er auch noch für 
a=k+l. 
Wir setzen wiederum voraus, daß k + k’= 0 ist. Ferner gilt auf Grund 
des assoziativen Gesetzes: 
< <- 
(+1) + +1) = r l Ww a). 


Da mach dem Hilfssatz: k’+ 1 = 1 + k’ ist, so wird 
(+1) ++i) = klia) 


< 

oder nach dem assoziativen Gesetz gleich k + [( 1 + 1) + k]. Im § 2 ist auf 
= 

Seite 10 unter (1”) die Gleichung 1 +1 = 0 abgeleitet worden. Mithin wird 


(1 Mi + (w+ 1) =k+ [o -+ K] oder nach dem assoziativen Gesetz gleich 
[k + 0] +k'= k+ k nach Gleichung (3) des § 2. Da nach Voraussetzung 
k + k'= 0, so wird: 


pra 
(+1) +(+) =0. 
Wir haben also gezeigt: Die Zahl 0 wird durch die Zah. 0 so ergänzt, 


dab 0 +0 = 0 ist, und jedesmal wenn die ganze Zahl % durch die Zahl % 
sich derartig ergänzen läßt, daß k + = 0 ist, so wird die Zahl k + 1 durch 


k+ Í und die Zahl k + Í durch # + 1 derartig ergänzt, daß man die Glei- 
< ee 
chungen (x -+ 1) + (k+ 1) =0(0 und (x -L 1) ES (k+ 1) = 0 hat. . Hieraus 


Br 
folgt auf Grund der Schlußweise von k auf k+1 und k +1, daß zu jeder 
Zahl a der vollständigen Zahlenreihe eine Zahl @’ gefunden werden kann, die 
mät a durch die Gleichung a + «= 0 verknüpft ist. 


< < 
Da 0 + 0.= 0 und 0 + 1 = 1, 0 + 1 = 1 ist, so folgt aus dem gegebenen 
< < < +- < 
Beweise noch: 1 + 1=0 undi+1=0. Dal+1=2,1+1=2, so folgt 
<— < 
aus unserem Beweise ferner: 2 + 2 = 0 und 2 +2 = 0. Beachtet man, daß 
< < + < 
2+1=3,2+1=3, so ergibt sich aus 2 + 2 = 0 auf Grund unseres Be- 


< < 
weeises die Richtigkeit von 3 + 3 = 0 und aus 2 + 2 = 0 die Richtigkeit von 
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$ +3 = 0, usw., wobei sukzessiv die Gleichungssysteme (1’) auf Seite 5 und 
(6) auf Seite 11 zu verwenden sind. 


IV. Wir beweisen noch für ganze Zahlen das kommutative Gesetz der 
Addition; dieses besagt: Sind a und b irgend welche Zahlen der 
vollständigen Zahlenreihe, so ist stetsa+b=b+.a. 


Für b = 1 haben wir die Richtigkeit der Aussage bereits unter II in dem 


< + 
Hilfssatz a + 1 = 1 +a bewiesen. Wir zeigen zunächst weiter, dßa+1=1+a 
ist. Die letzte Relation ist nach dem erwähnten Hilfssatz für a = 1 richtig. 


. . . . . . ” afe en 
Wir a je die Richtigkeit der Gleichung a + 1 = 1 + a für a = k voraus. 
Aus $ + Ta T +k Tegi: (k 39 +1= (T +k) + 1 oder nach dem assozia- 
tiven Gesetz gleich = +(k +1). Nach dem nämlichen Gesetz ist ferner der 
< < 
links stehende Ausdruck (x + 1) +1l=%5k+ (i + 1) oder nach dem be- 
wiesenen Hilfssatz gleich k + (i +1) oder auf Grund des assoziativen Ge- 
i < - + 
setzes gleich (k +1) +1. Folglich ist (k + 1)+ 1 = 1 + (k+ 1). Wenn also 
- + 
die Gleichung a + 1 = 1 + a für eine Zahl a = k richtig ist, so gilt sie auch 
noch für a = k + 1. 
Aus po nach Toppan Me RE Gleichung k + Tei + k folgt ferner 
: ( + T) + ya (T + k) = T oder nach gat assoziativen Gesetz gleich 
3 + (x +1 Î), d. h. die Gleichung a + o D +a ist, wenn sie für a = k zu- 
trifft, auch noch für a = k g gültig. 
- + 
Wir haben also gezeigt: Die Gleichung a+1=1+a gilt für a = 1 
und behält, wenn sie für irgend eine Zahl a = k zutrifft, auch noch für 
a=k+1 wda=k+ i ihre Richtigkeit. Aus dem Schlußverfahren von 
at 
k auf k+ 1 und k +1 folgt demnach für jede Zahl a der vollständigen 
Zahlenreihe: a Pi pea Tr a. 
Die Gleichung a + b =b + a ist somit, wenn a eine beliebige Zahl der 
d 
vollständigen Zahlenreihe ist, für b = 1 und b = 1 als richtig erwiesen. Wir 
nehmen nunmehr ihre Richtigkeit für b = k an; es sei also a + k = k +a. 
Hieraus folgt (a + k) + 1 = (k +a)+ 1 =k +(a +1) nach dem assoziativen 
Gesetz. Da auf Grund des bewiesenen Hilfssatzes a + 1 = 1 + a ist, so wird 
k + (a + 1)= k + (1 + a) oder nach dem assoziativen Gesetz gleich (k + 1) + a. 
Mithin hat man (a + k) + 1 = (k + 1) + a oder bei Anwendung des assoziativen 
Gesetzes auf die linke Seite der Gleichung: a + (k + 1) = (k +1) + a. Ebenso 
folgt aus der gemachten Voraussetzung a + k = k + a unter Verwendung des 


- + 
Hilfssatzes a + 1 = 1 + a und des assoziativen Gesetzes, daß 
<- < 
Sata GETS ist. 
Die Gleichung a + b = b + a ist also, wenn a eine beliebige Zahl der 
vollständigen Zahlenreihe ist, für die Zahl b = 1 richtig, und wenn sie für 
eine Zahl b = k gilt, so trifft sie, wie wir bewiesen haben, stets auch für 


b=k+1 ud b=k +1 zu. Mithin ist die Gleichung a+b=b+a für 
irgend zwei Zahlen a und b der vollständigen Zahlenreihe als gültig erwiesen. 
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8.4. 
Die Multiplikation ganzer positiver Zahlen und die hierfür gültigen 
Rechnungsregeln. 


Die ganzen positiven Zahlen lassen sich außer durch die in $ 1 gelehrte 
Addition noch auf eine zweite Weise, Multiplikation genannt, miteinander 
verknüpfen. Sind a und b ganze positive Zahlen, so kann man aus ihnen 
eindeutig eine dritte als ihr Produkt c = a.b definieren, so daß ce ebenfalls 
der natürlichen Zahlenreihe angehört.! Die Multiplikation ganzer positiver 
Zahlen wird durch die Festsetzungen 


(1) Hg 
und 
(2) a-(b+1)=a-b+a 


eingeführt und hierdurch auf das Additionsverfahren zurückgeführt. 
Beachtet man nämlich, daß 2 = 1 +1, so wird a-2=a+(1 +1) oder 
nach Gleichung (2) gleich «-1 + a; nach (1) ergibt sich schließlich, daß 


(3) as t+ta. 


Ebenso findet man unter Beachtung von 3 = 2 +1, daß a-3= a.(2 + 1) 
oder nach (2) gleich «-2 + a wird. Auf Grund von (3) gewinnt man daher 
die Gleichung 


(4) a-3=(a+ta)+a. 


Wählt man in der Gleichung (2) für 5 die Zahl 3, so erhält man 
a-(3+1)=a-3+a und kann demnach a-4 auf Grund der Gleichung (4) 
bestimmen. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen und liefert unter sukzessiver 
Beachtung der Gleichungen (1’) auf Seite 5 das Produkt von @ mit irgend 
einer ganzen positiven Zahl. 

I. Die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen genügt den distribu- 
tivem Gesetzen. Sind a, b, c ganze positive Zahlen, so hat man 
‘vom den zwei Formen des distributiven Gesetzes die erste Form 
in der Gleichung 


(5) a-(b+e)=a-b-+arec, 
die zweite Form in der Gleichung 
(6) (a+b).e=a-ce+bee. 


Die Gleichung (5) ist, falls æ und b beliebige ganze positive Zahlen be- 
deuten, für c = 1 richtig, wie aus den Gleichungen (2) und (1) folgt. Sie gelte 
fermer für c = k, d.h. es sei a(b + k) =ab + ak; dann ist: 


! Bei der Multiplikation läßt man auch den Malpunkt fort und schreibt ab 
stati a.b Dies ist jedoch nicht gestattet, wenn a und b beide dekadisch geschriebene _ 
ganze Zahlen sind, 


Loewy, Algebra. 
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II 


a[b + (k +1) =a[(b +k) +1] nach dem assoziativen Gesetz der 
Addition, 

=a(b+k)+a nach (2), 

=(ab +ak) +a nach Voraussetzung, 


=ab+(ak+a) nach dem assoziativen Gesetz der 
Addition, 
=ab+a(k +1) nach (2). 
Gilt also Gleichung (5) für c = k, so gilt sie auch noch füre=k+1. 
Da das Theorem für e = 1 richtig ist, so gilt es mithin, wie man sukzessiv 
einsieht, für e=2,3,4,...., also für jede ganze positive Zahl e. Hiermit 
ist das distributive Gesetz in seiner ersten Form bewiesen. 
Die Richtigkeit der Gleichung (6) folgt, falls a und b beliebige ganze 
positive Zahlen bedeuten und e=1 ist, aus Gleichung (1). Die Formel (6) 
gelte für e = k, d.h. es sei (a +b)k=ak+bk; dann ist: 


(a+b)(k+1)=(a+b)k+(a+b) nach (2), 
= (ak +bk) +(a +b) nach Voraussetzung, 


= ak+[bk+(a + b)] nach dem assoziativen Gesetz der 
Addition, 
= (ak + a) + (bk +b) nach dem kommutativen und dem 
‚ wiederholt angewandten assozia- 
tiven Gesetz der Addition, 
=a(k+1)+b(k +1) nach (2). 

Gilt die Gleichung (6) also für e = k, so trifft sie auch für e=k+1 zu. 
Aus der Richtigkeit für c = 1 ergibt sich demnach sukzessiv ihre Gültigkeit 
für alle ganzen positiven Zahlen e. Hiermit ist das distributive Gesetz in 
seiner zweiten Form bewiesen. 

_ I. Die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen erfüllt das assoziative 
Gesetz der Multiplikation, d. h. sind a, b, c irgendwelche ganze 
positive Zahlen, so ist a-(b»c)=(a.b)-e. Man kann also a mit dem 
Resultat von b-c oder das Resultat von a-b mit e multiplizieren, um beide 
Male das gleiche zu erhalten.! 

Die Gleichung a(b c) = (ab)e ist nach (1), falls a und b beliebige ganze 
positive Zahlen sind, richtig für c = 1. Sie gelte nach Voraussetzung für c = k, 
d.h. es sei a(b k) = (a b) k; dann ist: 

a[b(k +1)]=a[lbk+b] nach (2), 
= a(bk)+ab nach dem bewiesenen ersten distributiven 
Gesetz, 


=(ab)k +ab nach Voraussetzung, 
=(ab)(k +1) nach (2). 


Gilt also unser Satz für c = k, so trifft er auch noch für e = k + 1 zu. 
Da er für e = 1 richtig ist, so trifft er demnach für alle ganzen positiven 
Zahlen e zu. 


' Infolge des assoziativen Gesetzes der Multiplikation kann man auch a» bec 
ohne Klammern schreiben; denn nach dem bewiesenen Resultat ist es gleich, ob man 
hierunter a. (b» c) oder (a.b). c versteht. 
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III. Die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen erfüllt das kommu- 
tative Gesetz der Multiplikation, d.h. sind a und b ganze positive 
Zahlen, so ist a-b =b-a. 

Wir beweisen zuerst den besonderen Fall a-1 =1.a. Diese Gleichung 
ist für a = 1 evident. Wir setzen ihre Richtigkeit für a = k voraus, d.h. es 


 seik-1=1-+%; dann ist: 


(k+1)1=k+1 


k»1 +1 nach Gleichung (1), 
=1-k+1 nach Voraussetzung, 
=1-.(k +1) nach Gleichung (2). 


Die Gleichung a-1 =1:a gilt also für a = 1 und, wenn sie für eine 
Zahl a = k zutrifft, auch noch für «= k + 1; mithin ist, wie sukzessiv folgt 
für jede ganze positive Zahl a stets a-1=1+a. 

Die Gleichung ab = ba ist soeben für jede ganze positive Zahl a und 
b = 1 als richtig erwiesen worden. Wir setzen nunmehr ihre Richtigkeit für 
b = k voraus, d.h. ak = ka; dann ist 


ak+1)=ak+ra nach (2), 
=kata nach Voraussetzung, 
=ka+ta-1l nach (1), 
= ka+1-a, da, wie soeben bewiesen, 0-1 =1+a, 
=(k +1)a nach dem zweiten distributiven Gesetz [ Formel (6)]. 


Trifft also die Gleichung ab =ba für eine Zahlb = k zu, so gilt sie 
auch stets für b = k + 1. Da die Gleichung ab = ba für b= 1 richtig ist, 
so schließt man sukzessiv, daß sie für b = 2, 3, 4, ...., also für alle ganzen 
positiven Zahlen b zutrifft. 

Wir bemerken noch: 

Man könnte die erste Form des distributiven Gesetzes [Gleichung (5)] 
auch unmittelbar auf Grund des kommutativen Gesetzes der Multiplikation 
aus der zweiten [Gleichung (6)] herleiten, indem man erst die zweite Form 
des distributiven Gesetzes und dann das kommutative Gesetz beweist. 


$5. 
Relation, Äquivalenz und Ordnungsfähigkeit der Elemente eines 
Systems. 


Wir denken uns ein System von Elementen oder Dingen. Viele Urteile 
beziehen sich auf Dinge eines Systems, indem sie Relationen oder Verhältnisse 
zwischen ihnen aussagen, z. B. die Gleichheit, die Teilbarkeit oder das Größersein 
für das System der Zahlen oder die Begriffe „verwandt“ oder „Schuldner“ bei 
Menschen. Es sei eine Erklärung oder Vorschrift V gegeben, die aussagt, ob 
irgend zwei Elemente A und B des Systems in einer gewissen Relation stehen 
oder sich nicht in dieser Relation befinden. Bejaht die Vorschrift die Relation, 
so wollen wir AR B schreiben; das soll heißen: A steht mit B in der frag- 
lichen Relation. Verneint die Vorschrift V, daß A mit B in der fraglichen 
Relation steht, so schreiben wir AK B; das soll heißen: A steht mit B nicht 
in der fraglichen Relation. 

9* 


- 
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Die durch die Vorschrift V festgelegte Relation heißt für das System 
determiniert, wenn für irgend zwei Elemente A und B des Systems (den 
Fall, daß B mit A identisch ist, nicht ausgeschlossen) stets entweder ARB 
oder ARB zutrifft, d.h. wenn uns die Relation weder für irgend welche zwei 
Elemente des Systems im Stich läßt noch jemals gleichzeitig A R B und AR 
für zwei Elemente des Systems zutrifft. Nicht jede Vorschrift legt für die 
Elemente eines Systems determinierte Relationen fest. Betrachten wir z. B. ein 
System, dessen Elemente weiße, rote und rotgelbe Kugeln sind; zwei Kugeln 
gleicher Farbe sollen ebenso wie jede Kugel mit sich selbst als in Relation 
stehend gelten, zwei verschiedene bunte Kugeln ungleicher Farbe sollen als 
nieht in Relation stehend betrachtet werden. Nach dieser Vorschrift ist z. B. 
eine rote Kugel mit einer rotgelben wegen der gleichen bunten Farbe in 
Relation und wegen der verschiedenen bunten Farbe nicht in Relation. Unser 
System hat also Elemente, für die nach unserer Vorschrift A R B und A K B 
nebeneinander bestehen. Ferner läßt die Vorschrift bezüglich des Verhältnisses 
einer weißen zu einer bunten Kugel unentschieden, ob AR B oder ARB gilt. > 

Die durch die Vorschrift V festgelegte Relation heißt reflexiv, wenn 
für jedes Element A des Systems stets ARA ist, d.h. wenn A stets mit sich 
selbst in Relation steht. 

Die durch die Vorschrift V festgelegte Relation heißt symmetrisch, 
wenn sie so beschaffen ist, daß, falls A und B irgend zwei Elemente des 
Systems sind, für die AR B ist, hieraus stets BRA folgt. Das Wesen einer 
symmetrischen Relation ist also ihre Umkehrbarkeit. 

Die dureh die Vorschrift V festgelegte Relation heißt transitiv, wenn, 
falls A, B, C irgend welche Elemente des Systems sind und AR B und BRC 
stattfinden, hieraus stets AR C folgt. 

Ist das betrachtete System das aller lebenden Menschen und die Relation 
dureh „verwandt“ erklärt, so hat man, wenn jeder auch als mit sich selbst 
verwandt gilt, eine determinierte!, reflexive und symmetrische, jedoch nicht 
transitive Relation. Der Verwandte meines Verwandten braucht nieht mit mir 
verwandt zu sein. 

Ist das System wiederum das aller lebenden Menschen und ist die Relation 
durch „Ahn“ ausgedrückt, so ist, wenn jeder auch als eigener Ahn zu gelten 
hat, die Relation determiniert, reflexiv und transitiv, jedoch nicht symmetrisch. 

Besteht das System aus allen Menschen, die entweder für sich allein ein 
Geschäft betreiben oder bei einem, aber nicht mehr als einem Geschäft beteiligt 
sind, und besteht die Relation in „Teilhaber sein“, wobei jeder, der mit anderen 
‚ein Geschäft betreibt, nicht aber der, welcher für sich allein ein Geschäft be- 
treibt, Teilhaber von sich selbst heißen soll, so hat man eine determinierte, 
symmetrische, transitive, jedoch nicht reflexive Relation. Betreibt A mit B ein 
Geschäft, so ist AR B, A Teilhaber von B, ebenso BRA, B Teilhaber von A. 
In diesem Fall ist nach unserer Erklärung A auch Teilhaber von sich selbst, 
im Einklang mit der Transitivität der Relation; bei einer solchen muß aus 
ARB und BRA stets auch ARA folgen. Hingegen heißen Elemente A, die 
für sich allein ein Geschäft betreiben, nicht Teilhaber von sich selbst, so daß 
für sie AR A ist, also hier keine reflexive Relation stattfindet. 


! Damit die Relation determiniert sein soll, muß natürlich eindeutig fixiert sein, 
welche Familienverhältnisse zwischen zwei Personen Verwandtschaft oder keine solche 
begründen. 
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Eine Relation heißt für ein System von Elementen eine. Äquivalenz, 
zu deren Bezeichnung wir statt R das Symbol cv» verwenden, wenn sie 
eine determinierte, reflexive, symmetrische und transitive Rela- 
tion ist. Eine Vorgeheift y- delinie demnach für die Elemente eines Systems 
eine Äquivalenz, für die wir das Zeichen ev verwenden, wenn ihr folgende 
vier Eigenschaften zukommen: 

G,) Irgend zwei Elemente A und B des Systems stehen ver- 
möge der Vorschrift V entweder in der fraglichen Relation der 
Äquivalenz Aw B oder in der mitihr unvereinbaren A% B, die 
besagt: A und B sind nicht äquivalent. 

Ga). Die Vorschrift V ergibt für jedes Element A des Systems, 
daB A a A. 

l Gs). Ergibt sich nach der Vorschrift V für irgend zwei Ele- 
mente A und B des Systems Ae B, so muß die Vorschrift auch 
stets Bea A ergeben. 

Ga- Ergibt die Vorschrift V für irgend drei Elemente A, B, O 
des Systems, daß AwB und Bœ O, so muß nach der Vorschrift 
auch stets AoC sein. z 

Wir betrachten alle ganzen positiven Zahlen einschließlich 0. Diejenigen 
unter ihnen, die durch 3 dividiert gleichen Rest ergeben, mögen als in Relation 
stehend gelten; diejenigen unter ihnen, die durch 3 dividiert verschiedene _ 
Reste lassen, gelten als nicht in Relation stehend. Die Vorschrift definiert, 
wie man sieht, eine Relation, die den vier Postulaten G,) bis G,) genügt, 
und ist daher als Äquivalenz zu bezeichnen. Das Beispiel beweist, daß die 
vier Postulate gleichzeitig realisierbar sind, daß es also Äquivalenzen gibt. 

Eine Äquivalenz wird z. B. für die Geraden der Ebene durch den Begriff 
„parallel“ festgelegt. Für jedes System von Elementen wird im besonderen 
eine Äquivalenz dadurch definiert, daß jedes Element des Systems nur als 
mit sich selbst in Relation stehend gelten soll. 

Die für eine Äquivalenz aufgestellten Postulate G,) bis G,) 
sind voneinander unabhängig; keines ist eine logische Folge der 
anderen.! Die zu Beginn dieses Paragraphen aufgestellten Beispiele lehren 
nämlich, daß man Relationen konstruieren kann, bei denen je irgend drei der 
Postulate G,) bis G,) zugleich mit der Negation des vierten zutreffen. 

Wir beweisen noch den Satz: Sind A, B, A’, B’ irgend vier Ele- 
mente eines Systems, für das eine Kuniralena definiert ist, und 
ist AGB, AwA’, BwB', so folgt A’S6B. Angenommen, es wäre 
Aw B', so würde aus Aw A’ und Aw B’ nach G,) folgen, dab Aw B’. 
Da Bæ B’, so wäre nach G): BwB. Aus Aa B’ und B'o B ergäbe sich 
nach G,): Aem B. Dies ist aber unmöglich; denn nach Voraussetzung ist 
Ag B und infolgedessen kann nach G,) nicht Aæ B sein. Mithin ist die 
Annahme A'e B’ falsch. Infolge von G,) muß demnach A’96 B’ sein. 


1 Betreffs des Postulats G,) ist vielleicht die Bemerkung nicht überflüssig, daß 
es nur für solche Elemente A des Systems, die mit keinem weiteren Elemente des 
Systems äquivalent sind, von G,) und G,) unabhängig ist. Für jedes Element A des 
Systems, zu dem innerhalb des Systems noch mindestens ein zweites Element B 
existiert, so daß AA B ist, folgt aus dieser Relation nach G,): Bw A und aus 
AN B und Bw A nach G): Am A. (Vgl. auch das Beispiel des Textes für eine 
nicht reflexive Relation.) 
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Ein System heißt ordnungsfähig oder geordnet, wenn erstens für 
seine Elemente eine Äquivalenzvorschrift gegeben ist und zweitens sich die 
nicht äquivalenten Elemente in eine Relation mit folgenden drei Eigenschaften 
bringen lassen, zu deren Bezeichnung wir statt des allgemeinen Relations- 
zeichens R das Symbol <! verwenden wollen:? 


U,). Sind A und B irgend zwei Elemente des Systems und ist 
Ag% B, so trifft wenigstens eine der Relationen A< B oder 
B<A zu. 

U»). Sind A und B irgend zwei Elemente des Systems und ist 
A< B; s0 ist Ag6B. 

U,). Sind A, B, C irgend drei Elemente des Systems und ist 
A<B,B<C, so ist stets A< CQ. 

Wir betrachten alle ganzen positiven Zahlen einschließlich Null und defi- 
nieren wieder wie oben Zahlen, die bei der Division durch 3 gleiche Reste 
ergeben, als äquivalent, Zahlen mit ungleichen Resten als nicht äquivalent. 
Wir bezeichnen eine Zahl als in der Beziehung < zu einer anderen stehend, ° 
wenn die erste Zahl bei der Division durch 3 einen kleineren Rest als die 
zweite läßt, also 0 < 1, 1 < 2, 3 < 2; denn 3 läßt den kleineren Rest 0. Ebenso 
ist z. B, T < 5, 6 < 5. Bei dieser Definition bilden die ganzen positiven Zahlen 
offenbar ein System, das den Postulaten G,) bis G,), U,) bis U,) genügt. 
Mithin sind die 7 Postulate realisierbar und können als widerspruchslos gelten. 

Die ganzen positiven Zahlen können auch in anderer Weise als ordnungs- 
fähiges System aufgefaßt werden, indem nämlich e als gleich interpretiert 
wird, wobei jede Zahl nur mit sich selbst als gleich gilt, und < als kleiner 
im üblichen Sinne definiert wird, also A< B, wenn B sich in der Reihe der 
Nachfolger von A befindet. Auch hier sind die Postulate G,) bis G,) und U,) 
bis U,) erfüllt. Der Begriff der Ordnungsfähigkeit ist also ein relativer, der 
bei dem nämlichen System von der Definition der Äquivalenz und von der 
Deutung von < abhängt. 

Wir wollen noch zeigen, daß keine der Forderungen U,) bis U,) eine 
logische Folge der vier Postulate G,) bis G,) und zweier der Postulate U,) bis U,) 
ist. Besteht das System aus allen Menschen, die je gelebt haben,wird ferner 
cv als mit sich selbst gleich, 96 als ungleich interpretiert und ist „A < B“ 
als „A ist Ahn von B“ zu deuten,’ so sind offenbar alle Postulate G,) bis G4) 
sowie U,) und U,) erfüllt, hingegen trifft U,) nicht zu. A kann nämlich sehr 
wohl von B verschieden sein, ohne daß deswegen A Ahn von B oder B Ahn 
von A sein muß. 

Ist das System das aller gleichzeitig lebenden Menschen und interpretieren 
wir æ als mit sich selbst gleich, 96 als ungleich, < als gleichzeitig lebend, 
so sind die Postulate G,) bis G,), U,) und U,) erfüllt, hingegen nicht U,). 
Man hat nämlich gleichzeitig A < A und AwA (A mit A gleichzeitig lebend, 
und A gleich A) im Widerspruch mit U,) nebeneinander. 

Wir betrachten noch ein aus drei Elementen A, B, C bestehendes System; 
A bedeute Gleichheit mit sich selbst, 965 bedeute Ungleichheit. Das Symbol < 


! Man kann A<B als A früher als B, A links von B gelegen, A kleiner 
als B, A Teil von B aussprechen. 

2? Vgl. die Darstellung bei E. V. HUNTINGTON, Annals of mathi 6, 151 (1905). 

® Als Ahn gilt für dieses Beispiel nur Vater, Mutter, Großvater, Großmutter usw., 
hingegen gilt hier niemand wie in einem früheren Beispiel auch als sein eigener Ahn. 
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interpretieren wir durch folgende Festsetzungen: es soll A < B, B< (, aber 
C < A sein. Wird auf diese Weise definiert, so sind die Postulate G,) bis G,) 
ebenso wie U,) und U.) erfüllt, jedoch nicht U,) Nach der eingeführten 
Definition ist nämlich C < A und nicht A < C, wie sich bei Geltung des Postu- 
lates U,) aus A < B und B < ( ergeben müßte. 

Für ein System, das den Postulaten G,) bis G,) und U,) bis U,) genügt, 
geltem folgende Sätze: 

Satz I. Die Relation < ist nicht reflexiv, d.h. für kein Ele- 
menit A des Systems gilt A < A. 

Angenommen, es sei Á < A, so ist nach U,) A96 A; daher kann nach 
G,) micht Aw A sein. Da aber nach G,) Aw A sein muß, so ist die An- 
nahme falsch und unser Satz I bewiesen. 

Satz II. Sind A und B zwei Elemente des Systems, so sind 
die zwei Aussagen A<B und B< A miteinander unvereinbar. 
Die Relation < ist durchaus unsymmetrisch. Man bezeichnet die 
Relation A< -B.daher als asymmetrisch. 

Angenommen, A < B und B < A wären gleichzeitig möglich, so folgte 
nachı U,) A< A. Da dies nach Satz I unmöglich ist, so ist unsere Annahme 
falsc!h, womit Satz II bewiesen ist. 

Ist A < B, so ist nach U,) Ao B, also kann nach G,) nicht Aw B 
sein.. Auf entsprechende Weise auch die Fälle B< A und Aw B durch- 
gehend, verschärft man Postulat U,) und Satz II zu 

Satz III. Irgend zwei Elemente eines Systems, das den Be- 
dingungen G,) bis G,) und U,) bis U,) genügt, stehen in der Be- 
zielhung, daß in sich gegenseitig ausschließender Weise entweder 
A< Boder B< A oder AwB gilt. 

Satz IV. Sind A, B, A’ und B’ irgend vier Elemente eines 
Systems, das den 7 Postulaten G,) bis G,) und U,) bis U,) genügt, 
undl ist A<B, AwA4A’, BwvB', so muß A’< DB’ sein. 

Wir beweisen von Satz IV zunächst: 

oe) Ist A< B und Aw A’, so ist A’< B. Für die Elemente A’ und 
B ssind nach Satz III nur die drei sich gegenseitig ausschließenden Möglich- 
keitten: erstens A’ ev B, zweitens B < A’ und drittens A’< B vorhanden. Wäre 
A'o B, so ergäbe sich, da nach Voraussetzung A cv A’ ist, auf Grund von 
Ga), daB Aw B wäre. Da nach Voraussetzung A < Bist, so kann nach 
Satiız III nicht Aw B sein. Mithin ist die erste Annahme falsch. Wäre 
B « á’, so folge aus A< B und B < A’, daB A < A’ wäre Da nach 
Vorraussetzung Aw A’ ist, so kann nach Satz III nicht A < A’ sein. Mithin 
ist auch die zweite Annahme falsch; es bleibt also nur, daß A’< B ist. 

ß) Sei jetzt noch Bow B’; für die zwei Elemente A’ und B’ existieren 
nach Satz III nur folgende drei sich ausschließende Möglichkeiten: erstens 
A't B’, zweitens B’< A’, drittens A’< B’. 

Wäre A'e B’, so ergäbe sich hieraus und aus der nach Voraussetzung 
besstehenden Relation Bew B’ auf Grund von G,) und G,), daß A'm B, womit 
nacch G,) A’96 B ausgeschlossen wäre. .Nun wurde aber .unter œ) A’< B be- 
wieesen, woraus nach U,) A'o B folgt. Der erzielte Widerspruch zeigt, daß 
diee erste Annahme A'a B’ unmöglich ist. 

Angenommen, es sei B’< A’, so ergibt sich hieraus und aus Be B’, 
ansalog dem in «) angewandten Verfahren, daß B < A’ ist. Hieraus schließen 
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wir nach Satz II, daß A’< B unmöglich ist. Unter «) ist aber A’< B be- 
wiesen worden. Mithin ist auch unsere zweite Annahme falsch, daß B’< 4’ 
ist. Es bleibt also nur, daß A’< B’ ist, wie wir zeigen wollten. 

Ist A < B, so ist die Relation B< A nach Satz II unmöglich. Soll 
daher, wenn A < B ist, die nämliche Relation hei Umstellung der Glieder be- 
schrieben werden, so wird die Einführung eines neuen Zeichens erforderlich. 
Ist A < B, so schreibt man in völlig gleichwertiger Weise B > A.! 


8 6. 
Verknüpfbares System. Gruppe. 


Wir denken uns irgend ein System von Elementen oder Dingen. Kann 
man für ein solches durch bestimmte Vorschrift eine Verknüpfungsregel, 
auch Operation genannt, definieren, so daß aus zwei beliebigen Elementen A 
und B des Systems, die insbesondere auch identisch sein können, auf Grund der 
angegebenen Vorschrift stets eindeutig ein drittes C gewonnen wird, so heißt 
das System ein verknüpfbares System. Hierbei kann C ein Element des 
Systems sein, braucht es aber nicht sein. Die Verknüpfung wird als Kom- 
position bezeichnet. Man bedient sich des Symbols o und schreibt O= AoB. 
Das verwendete Gleichheitszeichen bedeutet: man soll A0 B überall durch C und 
C überall durch A0 B ersetzen dürfen. C soll also nur einen abkürzenden 
Namen vorstellen, der den nämlichen Sinn und die nämliche Bedeutung wie 
AoB haben soll, Über den Charakter der Verknüpfungsregel, nach der 
AoB aus A und B gewonnen wird, setzen wir nichts voraus. 

Betrachten wir z. B. als System das aller ganzen positiven Zahlen, so 
können als Beispiele einer Verknüpfungsregel oder Operation etwa dienen: 
a) die gewöhnliche Addition, ĝ) die gewöhnliche Multiplikation, y) die Be- 
stimmung des Restes, der sich bei der Division der gewöhnlichen Summe 
zweier ganzer positiver Zahlen durch 3 ergibt. Man hat also im Falle y) zu 
setzen: 204 = 0; denn die Summe von 2 und 4 gibt durch 3 dividiert 0 
als Rest. 307=1, 302=2. Wir wollen im folgenden das System ebenso 
wie den Charakter der Verknüpfungsregel ganz unbestimmt lassen. 

Wenn für die Elemente eines verknüpfbaren Systems eine Äquivalenz 
definiert ist, die den Bedingungen G,) bis G,) auf Seite 21 genügt, so wird 
eine solche Äquivalenz eine Gleichheit in bezug auf die Operation 0 genannt, 
falls bei der definierten Verknüpfung 0 zwei äquivalente Elemente A und 4’ 
des Systems stets durch einander ersetzt werden können. Hat man als System 
die ganzen positiven Zahlen einschließlich 0 und definiert für dieses System, 
wie es auch im vorigen Paragraphen fgeschah, zwei Zahlen, die bei der 
Division durch 3 gleiche Reste lassen, als äquivalent, so ist diese Äquivalenz 
für die soeben im Beispiel y) betrachtete Operation o eine Gleichheit, z. B. ist 
hier 304=1, 3086, 487,607 =1;102=0, 107, 2088,708=0. Ist 
die Operation 0 die gewöhnliche Addition oder Multiplikation, so ist die 
angegebene Äquivalenz keine Gleichheit; denn die untereinander äquivalenten 
Elemente 0, 3, 6, ... oder 1, 4, T, ... oder 2,-5, 8, ... können sich bei der 
gewöhnlichen Addition und Multiplikation nicht gleichwertig vertreten. 


1 Man kann lesen: B später als A, B rechts von A gelegen, B größer als A, 
B umfaßt A als Teil. 
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Von den Elementen eines verknüpfbaren Systems kann, abgesehen davon, 
daß einn Element verschiedene gleichwertige Namen trägt, entweder jedes nur 
mit sieh selbst als gleich und zu allen anderen als ungleich gelten, wie es 
bei derr Gesamtheit der ganzen positiven Zahlen für die gewöhnliche Addition 
oder Müultiplikation zutrifft, oder es kann durch eine besondere Vorschrift fest- 
gelegt werden, welche Elemente des Systems als gleich oder ungleich an- 
zusehenn sind. Eine Vorschrift, welche die Elemente eines verknüpf- 
baren: Systems in gleiche und ungleiche einteilt, muß so be- 
schafffen sein, daß sie eine determinierte, reflexive, symmetrische 
und trransitive Relation definiert und daß zwei auf Grund der Vor- 
schrifft als gleich geltende Elemente des Systems bei der für das 
Systerm aufgestellten Verknüpfungsregel stets durch einander er- 
setzbaar sind. 

Hilat man ein verknüpfbares System, so definiert eine Vorschrift also 
dann uand nur dann Gleichheit, bezeichnet mit =, zwischen den Elementen 
des Syrstems, wenn sie folgenden Bedingungen genügt: 

G5,). Irgend zwei Elemente A und A’ des Systems müssen auf Grund 
der Voorschrift stets in sich gegenseitig ausschließender Weise entweder gleich 
oder unngleich sein, also A = A’ oder A# A’. (Determinierte Relation.) 

63,). Jedes Element A des Systems muß auf Grund der Vorschrift sich 
selbst ;gleich sein, A = A. (Reflexive Relation.) 

63). Der Begriff der Gleichheit muß ein gegenseitiger sein, d.h. wenn 
für zwrei Elemente des Systems A = A’ ist, so muß auch A’= A sein. (Sym- 
metriseche Relation.) 

G5,). Sind zwei Elemente des Systems einem dritten gleich, so müssen 
sie auech untereinander gleich sein, d.h. ist A= A’, A’= A", so muß auch 
-A = A” sein. (Transitive Relation.) 

65,). Gleiche Elemente mit gleichen Elementen komponiert, müssen gleiche 
Elemernte ergeben; d. h. sind A, B, A’, B’ Elemente des Systems und ist 
A = Al’ und B = B’, so muß auch stets A o B = A'o B’ sein, also im besonderen 
nach CG4): A0 B= A0 B' = A’oB. 

Wir denken uns ein verknüpfbares System, dessen Elemente entweder 
sämtlicch als ungleich gelten oder auf Grund einer besonderen Vorschrift mit 
den Eiigenschaften G,) bis G,) in gleiche und ungleiche zerfallen. Ein ver- 
knüpfl’bares System wird als Gruppe bezeichnet, wenn seine Elemente derart 
untererinander eindeutig komponiert werden können, daß sie bei der Komposi- 
tion dilie folgenden vier Postulate erfüllen: ! 

(Gr,). Sind A und B irgend zwei gleiche oder ungleiche Ele- 
mentce des Systems, so soll auch AoB stets dem System angehören. 

(Gr,). Die Komposition soll assoziativ sein, d.h. sind A, B, © 
irgend drei Elemente des Systems, so soll Ao(BoC)=(AoB)oC sein. 

(Gr,). In dem System soll es wenigstens ein Element E geben, 
so daaß für jedes Element A aus dem System die Gleichung AoE=A 
gilt. ŒE heißt rechtshändiges neutrales Element. 


11 L, E. DICKSON, Transactions American math. soc. 6, 198 (1905). Vgl. auch 
E. V. HUNTINGTON, ebenda 6, 181 (1905) Über die Bedeutung des Gruppen- 
begriffdes vgl. meinen Artikel in E. PASCALs Repertorium der höheren Math. I,, S. 168, 
2. Aufifl., Leipzig 1910. 
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Gr,). Existieren in dem System neutrale Elemente Æ, so soll 
für ein besonderes Element E und für jedes Element A des Systems 
die Gleichung AoX=E mindestens durch ein Element A’ des 
Systems erfüllt werden können, so daß Ao A’ = E wird. 

Die vier Postulate Gr,) bis Gr,) bezeichnen wir als die vier Gruppen- 
postulate. Als Beispiel einer Gruppe, die uns im früheren bekannt wurde, 
führen wir die Gesamtheit aller ganzen Zahlen bei additiver Verknüpfung an. 
Aus zwei ganzen Zahlen folgt stets wieder eine ganze Zahl, die Operation ist 
assoziativ, 0 ist neutrales Element und zu jeder ganzen Zahl gibt es eine ent- 
gegengesetzte, die, zu ihr addiert, 0 ergibt. Auch alle geraden Zahlen ein- 
schließlich 0 bilden eine Gruppe, wenn die Addition zur Komposition ver- 
wendet wird. 

Wir haben hier Gruppen mit unendlich vielen untereinander ungleichen 
Elementen kennen gelernt; solche heißen unendliche Gruppen. Die ganzen 
positiven Zahlen einschließlich Null bilden, wenn alle Zahlen, die durch 3 
dividiert den gleichen Rest lassen, als gleich gelten und die Komposition 
zweier Zahlen wie in dem Beispiel unter y) zu Beginn dieses Paragraphen 
in der Bestimmung des Restes besteht, den ihre Summe bei Division durch 3 
ergibt, eine Gruppe, die nur die drei untereinander ungleichen Elemente 0, 1, 2 
enthält. Eine Gruppe, die nur eine endliche Anzahl untereinander ungleicher 
Elemente besitzt, heißt eine endliche Gruppe. 

Die angegebenen Beispiele beweisen, daß unsere Postulate Gr,) bis Gr,) 
realisierbar sind, also als widerspruchslos gelten können. 3 

Um die Unabhängigkeit der Postulate Gr,) bis Gr,) voneinander zu þe- 
weisen, behandeln wir folgende Beispiele: 

1. Die ungeraden ganzen positiven und negativen Zahlen einschließlich 0 
bilden in bezug auf die gewöhnliche Addition ein verknüpfbares System, das 
keine Gruppe ist. Es werden die Postulate Gr,) bis Gr,), aber nicht Gr,) 
erfüllt. 

2. Betrachtet man alle ganzen Zahlen und definiert für sie eine Kom- 
position genau nach den Regeln der gewöhnlichen Addition, nur daß nach 
Definition 101 nicht gleich 2, sondern gleich 0 sein soll, so werden die Postu- 
late Gr,), Gr,), Gr,) erfüllt, jedoch nicht Gr,); denn es ist z.B. 10(105) 
=106=[7, während (101)05=005=5 wird. 

3. Legt man als System wieder alle ganzen Zahlen zugrunde und 
definiert für sie die Komposition derart, daB irgend zwei gleiche oder ver- 
schiedene ganze Zahlen a und b komponiert stets 0 ergeben sollen, also 
aob=0, so bilden die ganzen Zahlen ein verknüpfbares System, das die 
Gruppenpostulate Gr,), Gr,), Gr,) erfüllt, aber kein neutrales Element besitzt. 

4. Die ganzen positiven Zahlen einschließlich 0 bilden, wenn sie durch 
die gewöhnliche Addition komponiert werden, ein verknüpfbares System. Man 
hat aber keine Gruppe; denn es werden nur die Postulate Gr,) bis Gr,), 
jedoch nicht Gr,) erfüllt. 

Unsere Beispiele zeigen, daß nicht jedes verknüpfbare System eine Gruppe 
ist; vor allem aber lehren sie, daß die vier Gruppenpostulate von- 
einander unabhängig sind, d.h. es folgt aus drei von ihnen nie das vierte 
als beweisbarer Lehrsatz. 

Die durch o definierte Komposition braucht, wenn A und B irgend zwei 
Elemente des Systems sind, durchaus nicht so beschaffen zu sein, daß 
AoB=BoA ist. Ist das Resultat der Komposition zweier Elemente A und B 
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des Systems unabhängig von der Reihenfolge, wie sie komponiert ‚werden, ist 
also AoB=BoA, so heißen die Elemente A und B kommutativ oder 
vertauschbar. Ein System heißt kommutativ verknüpfbar, wenn 
die Operation o so beschaffen ist, daß für alle Elemente des Systems stets 
AoB=BoA ist. Ein kommutativ NORM a siai System besteht nur aus 
kommutativen Elementen. 

Eine Gruppe heißt eine kommutative Gruppe, wenn ihre Elemente 
außer den vier A era Gr,) bis Gr,) noch dem kommutativen 
Postulat C,) genügen: 

Co). Sind A und B irgend zwei Elemente der Gruppe, so soll 
stets A0 B= BoA sein. 

Unsere bisherigen Beispiele lieferten uns nur kommutativ verknüpfbare 
Systeme und kommutative Gruppen. Wir betrachten nunmehr ein verknüpf- 
bares System mit 8 untereinander ungleichen Elementen, die wir mit 1, ö, 
1,13, — l, — ù; — t, — 1, bezeichnen wollen und deren Komposition wir 
durch folgendes (quadratisches Schema festlegen: 


| 1 ti fg fa — 1 | en | -i | — 1, 
| T 

1 1 A ta ig —1 -À -ú 1, 

A P — 1 P 1, 1, 1 — h ú% 
ta te — f -1 % -i A 1 1, 
îs fs Ta -i — 1 1 1, i 1 
—1 —1 1, ib, — iz 1 h A % 
= 1% 1 — i 15 ti -1 $ 1, 
-i | -h A 1 4 P 1; —1 A 
— ig | -i — i Š 1 A Os -4 — 1 


Bei diesem Schema, Kompositionstabelle genannt, ist in dem Felde, wo 
die Zeile und Kolonne sich schneiden, das Resultat, đas die Komposition 
liefern soll, eingetragen, und zwar soll der Zeilenzeiger als erste, der Kolonnen- 
zeiger als zweite Komponente gelten. Es ist also z. B. 

Ois =fs, BOL =— i, POA =i, Oi =— ige 
Anstatt die 8 Elemente unseres Systems mit 1, ù, %, 4, — 1, — ù, — is, —1z 
zu bezeichnen, wie wir es taten, könnte man sie auch mit E, A,, Az, 43, A,, 
Ay, Ag, A, oder andersartig bezeichnen. Wir haben die obige Bezeichnung 
gewählt, weil das System dieser 8 Elemente mit obiger Bezeichnung und 
Kompositionsvorschrift in der Theorie der Hasmırronschen Quaternionen 
auftritt. Man sieht, daß das angegebene verknüpfbare System kein kommutativ 
verknüpfbares System ist; denn bei der durch das obige Schema definierten 
Art der Komposition sind z.B. ù und <, nicht vertauschbar, da 4, 0%=%, 
4,0% = —i, ist. Unser System erfüllt aber, wie man sich leicht überzeugt, 
die vier für eine Gruppe aufgestellten Postulate Gr,) bis Gr,); neutrales 
Element ist das Element 1. Mithin definiert das obige System von 8 Ele- 
menten eine Gruppe; diese spezielle Gruppe mit 8 verschiedenen Elementen 
und der durch das obige quadratische Schema definierten Art der Komposition 
heißt die Quaternionengruppe. Ihre in sich widerspruchslose Existenz 
beweist das Vorhandensein nicht kommutativer Gruppen und zeigt daher, daß 
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das Postulat C,) von den Postulaten Gr,) bis Gr,) unabhängig, also. 
kein aus ihnen herleitbarer Lehrsatz ist.! Die kommutativen Gruppen, mit 
denen wir im voraufgehenden bekannt wurden, lehren, daß die fünf Postu- 
late Gr,) bis Gr,) und C,) einander nicht widersprechen, sondern gleichzeitig 
realisierbar sind.? 

Wir wollen im folgenden für irgend eine Gruppe ®©, d. h. ein verknüpf- 
bares System, dessen Elemente den Postulaten Gr,) bis Gr,) genügen, einige 
Lehrsätze beweisen. Wir bemerken noch besonders, daß man, da Postulat C,) 
nicht vorausgesetzt wird, die Reihenfolge der Komponenten nicht ver- 
tauschen darf; wenn also A und B zwei Gruppenelemente sind, so ist im all- 
gemeinen das Gruppenelement AoB nicht gleich dem Gruppenelement BoA. 

Ist © eine Gruppe, so gibt es nach den Gruppenpostulaten Gr,) und Gr,) 
zu jedem Gruppenelement A von ® in & wenigstens ein Element A’, so daß 


(1) | A0oA=E 

wird, wobei E so beschaffen ist, daß für jedes Element B aus ®© stets 
(2) BoE=B 

ist. 


Es seien A und 4’ zwei Elemente der Gruppe ©, die durch die Be- 
ziehung (1) zusammenhängen. Wir bilden: 

(d'0 A)o(d'o A) = 4’0[A0(A’0A)] nach dem Gruppenpostulat Gr) 
über den assoziativen Charakter 
der Komposition, 

= A’0o[(404A)oA] aus dem gleichen Grunde, 


= 4’0(E0A4) nach Gleichung (1), 
= (40E)04A nach dem Postulat Gr,), 
= 404 nach Gleichung (2) oder Gr,). 
Setzen wir 4’0oA=Z, so haben wir 
(3) (d'0 4)o Z= Z. 


Da A und A’ Elemente der Gruppe © sind, so muß auch Z = 404 
nach dem Gruppenpostulat Gr,) der Gruppe & angehören. Da Z ein Element 
aus © ist, muß & nach dem vierten Gruppenpostulat Gr,) wenigstens ein 
Element Z’ enthalten, so daß ZoZ’= E wird. Aus E = Zo Z’ schließen wir 
mit Hilfe von Gleichung (3): 


E=[(404902]02 
= (4’0 A)o(Zo Z’) nach dem Gruppenpostulat Gr,) über den 
assoziativen Charakter der Komposition, 
= (4 0.4)0 E, da. Zo Z= E, 
= A'0 A nach Gr,). 


1 Die Quaternionengruppe ist ein Beispiel einer endlichen nicht kommutativen 
Gruppe. Die Existenz unendlicher nicht kommutativer Gruppen lehrt das in § 10 
unter Nr. 9 gegebene System R,, wenn man die für dieses System definierte Multipli- 
kation als Komposition ansieht und das Element 0 ausschließt. 

2? Daß die fünf Postulate Gr,) bis Gr,) und C,) voneinander unabhängig sind, 
d. h. daß aus vier von ihnen nie das fünfte als beweisbarer Lehrsatz ableitbar ist, 
geht aus den unter Nr, 5—9 im § 10 angegebenen Systemen R, bis Rọ hervor, wenn 
man die dort definierte Produktbildung als Komposition ansieht und das Element 0 
ausschließt. Diese Systeme zeigen nämlich die in sich widerspruchslose Koexistenz 
von je vier der Postulate neben der gleichzeitigen Negation des fünften. 
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Die Gleichung (1) AoA4’= E zieht also stets die Gleichung 
(1°) A0A=E 
nach sich. 

Sei A irgend ein Element aus ©; wir bilden 


Eo4A=(404)0A4 nach Gleichung (1), 
= 40(4’04) nach Gr,), 
=4Ao0E nach Gleichung (1’), 
= A nach dem Postulat Gr,). 


Wir haben daher: 

Satz I. Das nach dem dritten Gruppenpostulat Gr,) in jeder 
Gruppe © vorhandene neutrale Element E läßt sowohl als rechts- 
händige wie als linkshändige Komponente jedes Element der 
Gruppe ungeändert; für jedes Element A aus © ist AoE=EoA=4. 

Wir beweisen ferner: 

Satz II. Eine Gruppe © enthält kein zu E ungleiches neu- 
trales Element. 

Besitzt © etwa außer E noch ein weiteres neutrales Element E,, so ist 
nach der Definition eines solchen für jedes Element A aus © stets A 0 E, = 4, 
also auch, da E ein Element aus & ist, Eo E, = E. Da E, ein Element aus 
®© ist und E nach Satz I sowohl als rechtshändige wie auch als linkshändige 
Komponente ein Element aus © nicht ändert, so ist Eo E, = E,. Da die 
Gleichheit eine symmetrische, transitive Relation ist, so folgt aus E o E, = Æ 
und Eo E, = E,, daß E = E, ist. Die Gruppe © enthält also kein zu E un- 
gleiches neutrales Element. 

Wir zeigen noch, daß, wenn A ein Element aus der Gruppe & ist und 
A’ ein nach Postulat Gr,) in © existierendes Element bedeutet, so daß A 0 d'= E 
und demnach, wie wir bewiesen haben, 4’0 A = E [Gleichung (1’)] wird, es 
kein zu A’ ungleiches Element A” gibt, für das Ao A’= E wird. Es ergibt 
sich nämlich A’= £0 E = 40(404”) = (404)04”= EoA4”’= A”. Wir 
haben daher das wichtige Resultat, das wir zusammenfassen in 

Satz II. Ist A irgend ein Element einer Gruppe ©, so gibt 
es nach Postulat Gr,) stets ein & angehöriges Element A’, für das 
die Relation A0o4A’= E besteht. Es ist dann immer gleichzeitig 
auch A'o A= E, und es gibt kein zu A’ ungleiches Gruppen- 
element A’ in ©, für das AoA’=E oder A’0OA=E wäre. 

Ist A ein Element einer Gruppe & und A’ ein weiteres Element aus ®, 
das mit A durch die Relation Ao 4’= E verknüpft ist, so heißt 4’ ein in- 
verses, im besonderen auch entgegengesetztes oder reziprokes 
Element von A. 

Satz III besagt, daß alle zu einem Element A einer Gruppe © inversen 
Elemente untereinander gleich sind. Wir zeigen noch, daß gleiche Elemente A 
und B einer Gruppe stets untereinander gleiche inverse Elemente haben; denn 
seien A’ bzw. B’ inverse Elemente von A und B, also A0oA’= E und Bo B'= E, 
so folgt aus A0oA’= E und A = B nach dem fünften Gleichheitspostulat G,) 
auf Seite 25 Bo4A’= E, d.h. A’ ist ein inverses Element von B. Da nach 
Satz III alle inversen Elemente eines Gruppenelements B untereinander gleich 
sind, so ist A’= B’. — Ist A’ ein inverses Element von A, so ist A ein in- 
verses Element von A’; denn aus A0 A’= E folgt nach Satz III, dab !0oA=E 
ist. Wir formulieren diese Tatsachen in 
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Satz HI,. Jede Gruppe enthält zu jedem Element wenigstens 
ein inverses Element. Alle zu einem Element A einer Gruppe © 
inversen Elemente sind untereinander gleich und auch gleich den 
inversen Elementen jedes zu A gleichen Elementes aus ®. Ist A’ 
ein inverses Element von A, so ist A ein inverses Element 
von 4’! 

Satz IV. Sind A und B irgend zwei Elemente einer Gruppe © 
und A’ und B’ zu ihnen inverse Elemente, also AoA’=E und 
Bo B'= E, so ist 0’= B’04’ ein inverses Element von C = A0 B. 

Es ist nämlich 


Oo C= (A0 BoB 0 A9, 
= Ao[Bo(B’0 A’)] nach dem Gruppenpostulat Gr), 
= Ao[(BoB’)o A’) nach dem gleichen Postulat Gr), 
= Ao (E0 A), wel BoB=E, 
=404', weil Eo A'= A’ nach Satz I, 
='E, weil AoA =E: 


Satz V. Sind A, B und B, irgend drei Elemente einer Gruppe © 
und ist entweder A0 B=A0 B, oder Bo A = B, 0 A, so ist stets B=B,. 

Sei A’ ein inverses Element von A; dann ergibt sich aus A 0 B= A0 B,, 
daß A'o (40 B)= 4’0(AoB,) oder nach dem Postulat Gr,) über den asso- 
ziativen Charakter der Komposition (4'0 A)o B = (A'o A)o Bi. Da nach 
Satz III A'o A = E und nach Satz I Eo B= B, Eo B, = B, so folgt B= Bi. 
Ebenso ergibt sich aus Bo A = B 04, daß (Bo A)o A’= (B, 0 4)0 A’ oder 
Bo(404)=B,0(404) oder Bo E = B, 0 E, d. h. B = B, ist. 

Satz VI. Sind A und B irgend zwei Elemente einer Gruppe ®, 
und sind A’ bzw. B’ inverse Elemente von A bzw. B, so befriedigt 
das Element X = A’oB aus ®© die Gleichung AoX=B und das Ele- 
ment Y = Bo A aus © die Gleichung YoA=B. © enthält keine 
zu den zwei angegebenen Elementen X und Y ungleichen Ele- 
mente, die den Relationen A0 X = B und Yo A = B genügen. 

Daß Ao(A’oB)= B wird, folgt aus dem assoziativen Postulat und den 
Relationen AoA’=E und EoB=B. Da 4 nach Gr) und B nach 
Voraussetzung der Gruppe © angehören, so ist 4’o B nach dem Postulat Gr,) 
ein Element der Gruppe. Angenommen, © enthalte außer X = A’oBnoch ein 
weiteres zu X ungleiches Element X,, so daß auch Ao X, = B wird, so folgt 
AoX=4AoX, und hieraus nach Satz V: X = X,. 

In analoger Weise zeigt man, daß (BoA)oA=B wird, daß Bo ÆA der 
Gruppe © angehört und daß in © kein zu Y= BoA ungleiches Element 
existiert, das die Relation Yo A = B befriedigt. 

Aus Satz VI schließen wir noch zur Verschärfung von Satz II den 

Satz VII. Ist A irgend ein besonderes Element einer Gruppe ©, 
so werden die Relationen Ao X = A bzw. YoA=A4 durch kein zu 
dem neutralen Element E ungleiches Gruppenelement befriedigt. 


1 Wir werden später in § 9 sehen, daß die rationalen Zahlen inbezug auf die 


—6 —9 1 . — 3m 
- S a emem ——— ; 
De A. & m 


wobei m jede von Null verschiedene ganze Zahl bedeutet, inverse Elemente von 3. 


Addition eine Gruppe bilden; bei ihr sind z.B. — 3, 
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Nach Voraussetzung ist nämlich A 0 X = A; ferner ist, da E neutrales 
Element der Gruppe ist, Ao E= A; hieraus folgt nach den Gleichheits- 
postulaten AoX=AoE und nach Satz V, daß X = E. Ebenso folgt aus 
Yo A = A und der nach Satz I gültigen Relation 20 A = A, dab Yo A = Fo A 
und demnach nach Satz V Y = E ist. 

Wir beweisen noch folgenden 
Satz VIII über den assoziativen Charakter der Komposition 
beliebig vieler Gruppenelemente:! Hat man » + 1 Elemente A,, As, 
..,; A,+, einer Gruppe ©, die in der soeben hingesehriebenen Anordnung % 
gegeben seien, so ist die allgemeinste Art ihrer Komposition ohne Umstellung 
der Glieder die folgende: Man greife aus % irgend zwei Nachbarelemente 4; 
und A;+, beliebig heraus und komponiere sie in der Reihenfolge 4A; 0 A;+,, 
wie sie in der Anordnung % stehen. Das Resultat der Komposition dieser 
zwei Elemente schreibe man bei % zwischen das dem zuerst gewählten Ele- 
ment voraufgehende und das dem zweiten Element nachfolgende, also zwischen 
A;_, und A;+s, ein, so daß an die Stelle von % eine neue Folge %, von nur 
v Gruppenelementen tritt. Aus %, nehme man wieder zwei beliebige un- 
mittelbar aufeinanderfolgende Elemente, komponiere sie und schreibe dann das 
Resultat der Komposition in der Anordnung %, an diejenige Stelle ein, wo 
die zwei herausgenommenen Elemente standen; auf diese Weise ergibt sich 
aus %, eine Folge % mit nur » — 1 Gruppenelementen. Fährt man so fort, 
so gelangt man schließlich zu einer Folge $,_, mit zwei Gruppenelementen, 
deren. Komposition ein einziges Gruppenelement liefert. Wie auch immer 
der geschilderte Prozeß allgemeinster Art der Komposition ohne 
Umstellung der Glieder ausgeführt wird, so ergeben sich als 
Scehlußresultat niemals zwei zueinander ungleiche Gruppen- 
elemente. 

Für v = 1 ist nur die einzige Verknüpfung A, 0A, der Elemente A,, A, 
möglich; unser Satz gilt also für v = 1. Er ist ferner für v = 2 richtig. Hat 
man nämlich die drei Gruppenelemente A,, A>, Ag, so kann man bei Bei- 
behaltung der vorgegebenen Reihenfolge entweder A, 0(4,0 4,) oder (A, 0 A) 0 A; 
bilden; beidemal erhält man infolge des assoziativen Gruppenpostulats Gr,) 
das Gleiche. Mithin kann man auch die einfachere Bezeichnung A, 04,04, 
wählen, ohne anzugeben, wo die Klammern gesetzt werden sollen. 

Wir nehmen nunmehr an, daß der zu beweisende Satz für die Kom- 
position von 2, 3, ..., » Gruppenelementen richtig ist; alsdann läßt sich zeigen, 
daß er auch noch für die Komposition von » + 1 Gruppenelementen gilt. Da 
der Satz für.» Gruppenelemente richtig sein soll, so kann man einfach 
4,04,0...0 4, schreiben, ohne ausdrücklich hervorzuheben, wo die Klammern 
gesetzt werden sollen. Hat man » + 1 Gruppenelemente A,, As, »- -, Ay+ı 
in der angegebenen Reihenfolge zu komponieren, so kommen nur noch die 
folgenden » Bildungen in Frage: 

D, = (4,04,0...04,)0 4,4, 
D, =(4,04.0...04,_,)0(4,04,+,), 


Di =.(4,.0.4, 6: 4,3 0A, 0,04, 


`~ 


D, = 4,0(4,04,.::04,;,); 


1 Vgl. E. SCHROEDER, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, Leipzig 1873, S. 67. 
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d.h. A,+, ist bei dem auszuführenden Prozeß entweder bis zuletzt allein stehen 
geblieben oder bei der Komposition der Elemente A,, A,}, oder bei der Kom- 
position der Elemente A,_,, A,, A,+, oder bei der Komposition der Elemente 
A, a; 4,_ı, 4,, A,+, usw. verwendet worden. 

Wir setzen zur Abkürzung 


B; = 4,04,0...04; AE EAN 


; Citi = Aita 0 diys 0... 04, (Stx); 
dann ist 
D,_i+ = B;0(4;4,0 Cit). 
Infolge des Gruppenpostulates Gr,) sind B; und C;+}, ebenso wie A;+, Ele- 
mente aus ©. Mithin ist nach dem assoziativen Gruppenpostulat Gro): 


D,_i+ = B;0(4;41 0 Cip) = (B; 0 Ai+1) 0 Cipa 
oder bei Einsetzung der Werte gleich 
(4, 0 4A, 0... 0A i+) 0 (A;+s 0 Ai+s O. Y = ARE 


Folglich ist D,_;+, = D,_;- Wählt man der Reihe nach 7 = 1, 2, ... » —'1, 
so ergibt sich, daß jedes der erhaltenenen Elemente D,, D,_ı, ---, Ds, D, dem 
ihm unmittelbar folgenden gleich ist; mithin sind sie alle untereinander gleich. 
Ist also unser Satz für die Komposition von » Gruppenelementen richtig, so gilt 
er auch für eine solche von » + 1. Da das zu beweisende Theorem für v = 2 
Gruppenelemente richtig war, so trifft es nach dem Satz der vollständigen In- 
duktion für eine beliebige Anzahl von Gruppenelementen zu; man kann also 
für jede beliebige Anzahl von v + 1 Gruppenelementen 4,04,0...0A,+ 
ohne Klammern schreiben, da es ganz gleichgültig ist, wie man bei Bei- 
behaltung der Reihenfolge die Komposition ausführt. 

Für eine kommutative Gruppe kann der Satz VIII dahin erweitert werden, 
daß die Gruppenelemente auch in beliebiger Reihenfolge angeordnet 
werden dürfen. Für eine kommutative Gruppe gilt demnach der 
Satz VIII’ über den assoziativen und kommutativen Charakter der 
Komposition beliebig vieler Gruppenelemente: Hat man v +1 
Elemente A,, As, .... A,+, einer kommutativen Gruppe ®©, die in 
der hingeschriebenen Anordnung ğ gegeben sind, und greift aus 
ihnen zwei beliebige heraus, komponiert sie in beliebiger Reihen- 
folge und schreibt statt ihrer das Resultat ihrer Komposition an 
beliebiger Stelle von % ein, so hat man eine Folge %, aus nur 
v Gruppenelementen. Wendet man auf %, das gleiche Verfahren 
an und fährt so fort, bis der Prozeß schließlich sein Ende er- 
reicht, so liefert das Schlußresultat niemals zwei zueinander un- 
gleiche Gruppenelemente. 

Wir beweisen zuerst, daß es gleich ist, ob man bei einer kommutativen 
Gruppe das Element 

P=404,0...04,04;4,0...04,4, 
oder 
0=4,0450...04;4,04;0...04,4ı 


bildet. Setzt man zur Abkürzung: 
Er = 4 0 4,0 AEE: 9. en (1 = = v), 
M;+ı = 4,1,04;+,0 . 04,3 (E&E ix< v), 


www.rcin.org.pl 


Definition eines Körpers und einige für ihn gültige Sätze. 33 


rn P=L,1,0(4,04;4,)0 M;+,, 
Q = Lia 0(4i+ 0 4;) 0 M;;+, 

Da die Gruppe © nach Voraussetzung kommutativ ist, d. h. je zwei ihrer 
Elemente stets kommutativ sind, so ist 4;0 4;4, = 4;+,04:; mithin ergibt 
sich P = Q. Man darf also, wenn die Gruppe kommutativ ist, bei der Kom- 
position von 4,04;0...0A,.+, immer zwei benachbarte Elemente vertauschen. 
Da die Vertauschung zweier beliebiger Elemente sich immer durch eine wieder- 
holte Vertauschung benachbarter Elemente ersetzen läßt und sich hierfür 
gleiche Resultate ergeben, so ist der Satz VIII’ allgemein bewiesen. 


87 
Definition eines Körpers und einige für ihn gültige Sätze.? 


Wir denken uns ein System & von Elementen, das sich auf zwei Arten 
verknüpfen läßt. Die eine Verknüpfung wollen wir mit dem Zeichen +, die 
andere mit dem Zeichen - bezeichnen. Aus irgend zwei Elementen A und B 
des Systems & läßt sich also stets ein Element A + B und ein zweites zu 
ihm im allgemeinen ungleiches Element A + B herleiten. Wir haben die 
Zeichen + und » zwar der Arithmetik entlehnt und werden auch im folgenden 
einige aus der Arithmetik bekannte Bezeichnungsweisen einführen; der Leser 
denke aber trotzdem nicht an die gewöhnlichen Operationen der Addition und 
Multiplikation, wir lassen vielmehr die zwei Verknüpfungen ganz unbestimmt, 
nur sollen sie den im folgenden noch einzuführenden Postulaten genügen. 

Die Elemente unseres Systems & sollen entweder alle untereinander un- 
gleich sein oder kraft einer besonderen Vorschrift in gleiche und ungleiche 
zerfallen. Diese Vorschrift muß hierbei die Gleichheit derart definieren, daß 
sie, wie es die fünf Gleichheitspostulate auf Seite 25 bedingen, eine deter- 
minierte, reflexive, symmetrische und transitive Relation ist und gleiche Ele- 
mente bei Verknüpfungen des Systems stets durch einander ersetzbar sind. 
Da unser System auf zwei Arten verknüpfbar ist, so müssen die 
als gleich definierten Elemente entsprechend Postulat G,) so be- 
schaffen sein, daß aus A = A und B= B, stets A + B = A, + B, und 
A-B=4,+B, folgt. 


I. Über die Art der Operation + ist bisher noch nichts gesagt. Wir ver- 
langen: Die Elemente unseres Systems & sollen bei der Ver- 
knüpfung durch die Operation + eine Gruppe bilden. Für die 
Operation + haben also die folgenden vier Postulate zu gelten, die bloß eine 
andere Schreibweise der vier Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,) unter Verwendung 
des Zeichens + anstatt des im vorigen Paragraphen verwendeten allgemeinen 
Verknüpfungszeichens darstellen. Wir bezeichnen diese vier Postulate mit 
A,) bis 4): 


t Fürri=1ist P=(4,04)0M, und Q=(4,04)0M, und füri=» ist 
P=L,_,0(4,04,+,) und @=ZL,_,0(4,4,04,) zu wählen. 

® Vgl. H. WEBER, Math. Ann. 43, 526 (1893); D. HILBERT, Jahresbericht d. 
Deutschen Math.-Vereinigung 8, 180 (1900), wieder abgedruckt in HILBERT, Grund- 
lagen der Geometrie, 3. Aufl. (1909), VI. Anhang; besonders L. E. DICKSON, Trans- 
actions American math. soc. 6, 198 (1905) u. E. V. HUNTINGTON, ebenda 6, 17, 181 
u. 209 sowie Annals of math. 8, 1 (1906). 
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A,). Sind A und B irgend zwei gleiche oder ungleiche Ele- 
mente des Systems fi, so soll aus ihnen stets eindeutig ein drittes 
ebenfalls & angehöriges Element S= A+B herleitbar sein; wir 
sagen: S ist durch Addition gefunden. 

A») Die Addition soll assoziativ sein, d.h. sind A, B, O irgend 
drei Elemente aus Q, so soll A+(B+C)=(A+B)+C sein. 

A,). In 8 soll es wenigstens ein Element geben, das wir mit 0 
bezeichnen wollen, so daß für jedes Element A aus & die Gleichung 
A+0=4 gilt. Wir haben das neutrale Element statt wie im vorigen Para- 
graphen mit E für die additive Komposition mit O0 bezeichnet und nennen 
es Nullsymbol, ohne daß dabei zunächst an die im $ 2 eingeführte Zahl 0 
zu denken ist. 

A.. Ist 0.das in & durch das Postulat A,) geforderte Element, 
so soll für jedes Element A aus & stets in ein Element X exi- 
stieren, so daBA+X=0 wird. 

Da das Element 0 an die Stelle des im vorigen Paragraphen mit E be- 
zeichneten Elementes tritt, so übertragen sich Satz I, II und VII des vorigen 
Paragraphen in folgenden 

Satz I. Ist A irgend ein beliebiges Element aus $, so ist 
stets A+0=0+4=4; in f gibt es kein zu 0 ungleiches, auch 
nur für irgend ein einzelnes Gruppenelement in bezug auf die 
Operation + ebenso beschaffenes Element, d. h. sowohl die Glei- 
chung A+ X= A als auch die Gleichung Y + A =A ziehen X=0 
bzw. Y =0 nach sich. 

Wir schließen ferner, indem wir im Satz III auf Seite 29. bei der Ope- 
ration + das Nullsymbol statt Æ verwenden: Ist A irgend ein Element aus 
K, so gibt es in f stets ein Element A’, das die Gleichung A + X = 0 be- 
friedigt; dieses Element A’ befriedigt auch die Gleichung X + A = 0. Es gibt 
in 8 kein zu A’ ungleiches Element, das A + X = 0 oder X + A = 0 befriedigt. 
Ein solches zu A inverses Element A’ aus Ẹ& soll mit (— A) oder — A be- 
zeichnet werden und das entgegengesetzte Element von A heißen; es 
ist also A + (— 4) = 0 und(-A)+4=0. Da(-A4)+4A=0,s0 ist A gleich 
dem entgegengesetzten Element von — 4; mithin hat man —(—4A)= A. 
Da nach Postulat A,): 0 +0 =0 ist, so ist das entgegengesetzte Element von 0, 
also — 0, gleich 0. Zusammenfassend haben wir 

Satz II. Das System & enthält neben jedem Element A ein 
weiteres, das entgegengesetzte Element von A, das wir mit — A 
bezeichnen, so daß A +(- A)=(-A)+4A=0ist. Sowohl A+X=0 
als auch X+4A=0 werden nur durch das Element X = — A aus & 
oder mit ihm gleiche Elemente befriedigt. Es ist -—0=0. Das 
entgegengesetzte Element von — A, nämlich — (- A), ist gleich A. 

Der auf Seite 30 aufgestellte Satz IV läßt sich für das System & folgender- 
maßen aussprechen: 

Satz III. Sind A und B irgend zwei Elemente aus $, so ist 
das entgegengesetzte Element des in dem System & enthaltenen 
Elements A + B gleich (— B)+(- A), also -—(A+B)=(-B)+(- A). 

Zum Satz III bemerken wir: Solange nicht vorausgesetzt wird, daß unsere 
Addition kommutativ ist, darf man nicht (-B)+(—4A) als gleich mit 
(— A) + (— B) ansehen. 
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Auf Grund von Satz V des vorigen Paragraphen sprechen wir aus 


Satz IV. Sind A, B und B, irgend drei Elemente aus $, so 
folgt sowohl aus A+B=A+B als aus B+ A=B +4, daß 
B=B, ist. 

Auf Grund von Satz VI auf Seite 30 formulieren wir 

Satz V. Sind A und B irgend zwei Elemente aus 8, so gibt 
es in & stets ein Element X=(— A) + B, das die Gleichung A+X=B 
und ein Element Y=B+(-A), das die Gleichung Y+4A=B be- 
friedigt. Die zwei Gleichungen haben keine zu den zwei an- 
gegebenen Lösungen ungleichen Elemente von & zu Lösungen. 

Wir bemerken noch zu Satz V: Da wir das kommutative Gesetz für die 
Addition nicht postuliert haben, so darf man zunächst nicht (— A) + B und 
B+(- A) als gleich ansehen. 

In unserem System kann man aus der Addition noch eine weitere 
Verknüpfung der Elemente des Systems ableiten, die wir Subtraktion nennen. 
Sind A und B irgend zwei Elemente des Systems $, so ist nach Satz II auch 
das zu A entgegengesetzte Element — A ein Element aus &. Mithin ist nach 
Postulat A,) auch B+(-A) ein Element aus 8. Wir haben daher das 
Resultat: Aus irgend zwei Elementen A und B aus f geht stets ein 
neues, ebenfalls ft angehöriges Element B+(— A) hervor. Man be- 
zeichnet B + (— A) mit B- A und nennt B — A die Differenz von B 
und A; B heißt Minuend, A Subtrahend. B- A bilden, heißt sub- 
trahieren. Einen Teil von Satz V kann man jetzt auch in folgender Form 
aussprechen als 

Satz V’. Sind A und B Elemente aus Q, so ist (B- AJ)+A=B 
und es gibt in & kein zu B-A ungleiches Element, das die 
Gleichung Y + A = B befriedigt. 

Aus (B — A) + (A — B) = (B — A) + [A + (— B)] (Definition von A — B) 
= [(B — A) + A] + (— B) (Postulat A,) = B +(— B) (Satz V’) = 0 (Satz II) folgt, 
dab -(B-A)=4A-B. 

Wir sprechen diese Tatsache in dem folgenden Satz aus, der Satz III 
ergänzt: 

Satz III’. Sind A und B irgend zwei Elemente aus |, so ist 
das entgegengesetzte Element von B-A gleich A—B und um- 
gekehrt. 

Die Subtraktion läßt sich stets, wie dies bei dem eben ge- 
lieferten Beweise geschah, ihrer Natur nach auf die Addition 
zurückführen und braucht demnach nicht besonders behandelt 
zu werden. 


II. Die Elemente von & sollten außer durch die Operation + noch auf 
eine zweite hiervon verschiedene Art, die wir mit + bezeichnen wollten, 
verknüpfbar sein. Über diese Verknüpfung war noch nichts gesagt. Für 
diese zweite Verknüpfung fordern wir, daB die Elemente von & 
möglichst eine Gruppe bilden. Die Bedeutung des Wortes „möglichst“ 
wird im folgenden noch klar werden. Außer den vier Postulaten A,) bis A,) 
sollen die Elemente von $ zunächst noch den folgenden vier weiteren, die wir 
mit M,) bis M,) bezeichnen, genügen: 

M,). Sind A und B irgend zwei gleiche oder ungleiche Ele- 
mente des Systems &, so soll aus ihnen stets eindeutig auf eine 


gt 
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im allgemeinen andere Weise als bei der Addition ein drittes 
Element P=A-B entstehen, das ebenfalls. angehört. Wir sagen: 
P ist durch Multiplikation gewonnen. 

Mə) Die Multiplikation soll assoziativ sein, d.h. sind A, B, © 
irgend drei Elemente aus f, so soll A-(B«-O)=(4A:B)«C sein. 

M,) In & soll es wenigstens ein Element geben, das wir mit 1 
bezeichnen wollen, so daß für jedes Element A aus & die Gleichung 
A.1 =A stattfindet. Wir haben also das für die Multiplikation pestulierte 
neutrale Element von & mit 1 bezeichnet und nennen es das Einheits- 
symbol von Ñ, ohne daß dabei zunächst an die Zahl 1 der natürlichen Zahlen- 
reihe ($ 1) zu denken ist. i 

M,). Ist 1 das in & durch Postulat M,) geforderte Element, so 
soll zu jedem Element A von $, das ungleich dem in & nach 
Postulat A,) existierenden, für die Addition neutralen Element 0 
ist, stets in $ wenigstens ein Element X existieren, so daß 
A-X=1 wird. À 

Schließlich verlangen wir noch von den Elementen von Ñ, daß sie außer 
den angegebenen 8 Postulaten A,) bis A,) und M,) bis M,) noch erstens sich 
in bezug auf die Multiplikation kommutativ verhalten und zweitens einem dem 
auf Seite 17 angeführten distributiven Gesetz entsprechenden Postulat genügen, 
das wir auch als distributives Postulat bezeichnen. Die Elemente von & 
sollen also noch die folgenden Postulate erfüllen: 

C) Sind A und B irgend zwei Elemente aus &ę, so soll 
AB = B- A sein. 

D). Sind A, B, C irgend drei Elemente aus .$, so soll stets 
A-(B+C)=(4-B)+(4-C) sein. 

Irgend ein zweifach verknüpfbares System £& von Elementen, 
das die 10 Postulate A,) bis A,), M,) bis M,), C) und D) erfüllt, heißt 
ein Körper. 

Für einen Körper gelten die in diesem Paragraphen hergeleiteten Sätze I 
bis V’. Wir wollen noch die Richtigkeit einiger weiterer Theoreme beweisen: 

Satz VI. Ist A irgend ein Element aus & und 0O das in $ nach 
A,) existierende Element, so ist stets A-0=0:-4A=0. 

Der Beweis ergibt sich auf folgende Weise: Nach dem Postulat D) ist 
A-0+0)=(4-0)+(4-0) Auf Grund von Postulat A,) ist 0 + 0=0 und 
daher A-0=(4-0)+(4-0). Nach Postulat M,) ist A-0 ein Element C 
aus $; daher st C = 0 + C. Hieraus folgt nach Satz I: O=0; da C = 4-0, 
so besagt dies, wie wir zeigen wollten, A-0 =0. Da nach dem Postulat C) 
irgend zwei Elemente von $, also auch die Elemente A und 0, inbezug auf 
die Multiplikation miteinander vertauschbar sind, so ist 4-0=0-4 und 
wegen 4-0 = 0 wird auch 0. A =0. Hiermit ist Satz VI völlig bewiesen. 

Corollar zum Satz VI. Ist der Körper & nicht mit dem Ele- 
ment 0 und den ihm gleichen erschöpft, was wir ausschließen 
wollen, so ist das Einheitselement 1 ungleich dem Nullelement 0. 

Wäre nämlich 0 = 1, so würde aus A-0 = 0 nach dem Postulat G,) 
folgen, daß A-1 =0 würde. Diese Gleichung widerspricht aber, wenn A 
irgend ein zu 0 ungleiches Element ist, dem Postulat M,). 

Satz VII. Sind A und B irgend zwei Elemente aus ę und — A 
und — B die zu A und B entgegengesetzten Elemente, die nach A,) 
ebenfalls angehören, so bestehen folgende Gleichungen: 
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ea) A-(-B)=-—(4-DB): 

ð (-N-B=-(4-B, 

N Tre Di 

e) Um A-(-B)=—-(4A-B) zu beweisen, beachten wir, daß nach der 
Bedeutung von —B die Relation B+(-B)=0 besteht und daher 
A-[B+(-B)]= A.» 0 oder nach Satz VI gleich 0 ist. Nach dem Postulat D) 
über den distributiven Charakter ist A-[B+(-B)]=A-B+A-(—.B). Da 
A-[B+(—- DB) = 0, so folgt A-B+4A-(—B)= 0. Seiner Bedeutung nach ist 
— (A - B) definiert durch A-B+[ — (4-B)]= 0. Wegen des symmetrischen 
und transitiven Charakters der Gleichheit folgt demnach A.B + A-(—B) 
=4A-B+[-(4A- B)]und nach Satz IV, wie wir zeigen wollen, A-(-B)=—(A-B). 

ß) Der Beweis der Aussage 9) ergibt sich auf folgende Weise: Nach 
Postulat C) ist (-4)-B= B-(-4A), da B und —A Elemente aus & sind. 
Nach dem bereits bewiesenen Resultat a) ist B-(—A) = — (B- A); -mithin ist 
(-4)-B=-(B-A). Da auf Grund des kommutativen Postulats C) ferner 
A. B= B-A ist, so haben A- B und B. A gleiche entgegengesetzte Elemente, 
also — (B- A) = — (A. B). Folglich (-A)-B=- (A-DB). 

y) Wir betrachten noch, um die Aussage y) zu beweisen, das Produkt 
(—4)-(—-B). Nach der Bedeutung von —B ist B + (—B) = 0; hieraus folgt 
(—- 4) [B+(— B)]=(— A)» 0 oder nach Satz VI gleich 0. Aus (— 4). [B+(— B) = 
folgt nach dem Postulat D), daß (-A)-B+(-4A)-(-B) = 0 oder nach dem 
unter ĝ) bewiesenen Resultat — (A- B) + (—4)-(-B)= 0 wird. Seiner Be- 
deutung nach ist — (A- B) durch — (A-B) + (A4- B) = 0 definiert; mithin folgt 
aus den zwei erhaltenen Gleichungen — (A - B)+(—-A)-(-B) =-(A-B)+4A:B 
Da A- B und (- A). (— B) nach M,) und — (A- B) als entgegengesetztes Element 
von A- B dem Körper $ angehören, so folgt nach Satz IV aus der Gleichung 
—-(A-B)+(-4)-(-B)=-—-(A-B)+A-B das zu beweisende Resultat 
(-—4A)-(-B)= A-B. Wir bemerken noch, daß bei den Beweisen für die 
Sätze VI und VII die drei Postulate M,) bis M,) nicht verwendet wurden, 

Wir beweisen nunmehr folgenden Satz: 

Satz VIII. Ist 8 ein Körper, so ist das Produkt A.B irgend 
zweier Elemente aus dann und nur dann gleich 0, wobei 0 das 
nach A,) in Q existierende, in bezug auf die Addition neutrale 
Element ist, wenn entweder A = 0 oder B = 0 ist. 

Die Richtigkeit ‚der Gleichungen A » 0 = 0 und 0-B=0 ianei Satz VI. 

Wir haben also nur die Umkehrung zu zeigen, daß aus A- B = 0 ent- 
weder A = 0 oder B = 0 folgt. Ist B=0, so ist der Satz bewiesen. Sei 
also B #0, dann gibt es nach Postulat M,) in 8 ein Element B, so daß 
B-B=1ist. Aus A-B=0 folgt (A- B). B=0:.Boder nach Satz VI [ gleich 0. 
Ferner ist nach dem assoziativen Postulat M,): (A. B). B=4- (B. B) =.4.1 
oder nach M,) gleich A; daher hat man A=0. Ist also B#Z0, so muß 
A =0 sein. Hiermit ist der Satz VIII bewiesen. 

Ist A irgend ein Element aus &, so ist A - 0 nach Satz VI stets gleich 0. 
Die Gleichung 0-X = 1 kann daher in keine Lösung besitzen. Damit die 
Elemente des Körpers & in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe bilden 
könnten, müßte, da 1 für die Operation - neutrales Element ist, die Gleichung 
0-X = 1 lösbar sein, weil sonst das vierte Gruppenpostulat Gr,) auf Seite 26 
durchbrochen wäre. Die Elemente des Körpers bilden daher in bezug 
auf die Multiplikation keine Gruppe. Wohl aber gilt 
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Satz IX. Schließt man aus dem Körper & das Element 0 und 
alle ihm gleichen Elemente des Körpers aus, so bilden die übrig- 
bleibenden Elemente von & bei multiplikativer Verknüpfung eine 
Gruppe. 

Das Produkt zweier zu 0 ungleicher Elemente aus $ ist nach Satz VIII 
und Postulat M,) stets wieder ein zu 0 ungleiches Element aus £. Nach 
Postulat M,) ist die Multiplikation assoziativ; nach M,) enthält 8 ein für die 
Multiplikation neutrales Element, nämlich 1. Ferner besitzt & nach M,) für 
jedes zu 0 ungleiche Element A ein in bezug auf die Multiplikation in- 
verses Element X, so daß A. X = 1 ist. Mithin erfüllen die Elemente von &, 
wenn man 0 und alle zu 0 gleichen Elemente des Körpers von ihnen aus- 
sondert, bei multiplikativer Verknüpfung die vier Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,). 

Satz IX erläutert die Bedeutung der früher gemachten Aussage: die 
Elemente von & sollen in bezug auf die Multiplikation möglichst eine Gruppe 
bilden. Wir bemerken noch, daß bei Ausscheidung des Elementes 0 und der 
ihm gleichen Körperelemente die Elemente von & bei additiver Verknüpfung 
natürlich aufhören, eine Gruppe zu bilden, weil dann z. B. das Postulat A,) 
(Existenz eines für die Addition neutralen Elementes in &) nicht erfüllt ist. 

Da nach Satz IX die Elemente von & bei Ausschluß des Elementes 0 
und der ihm gleichen Elemente in bezug auf die Multiplikation eine Gruppe 
bilden, so übertragen sich die Sätze I, II und VII des vorigen Paragraphen, 
indem bei der multiplikativen Verknüpfung das Element 1 an die Stelle von E 
tritt, in: 

Satz X. Ist A irgend ein Element aus $, so ist A-1=1-A=4;! 
ist A irgend ein zu 0 ungleiches Element aus $, so zieht sowohl 
die Gleichung A- X = A als auch Y.A = A nach sich, daß X bzw. Y 
gleich dem Element 1 aus $ sind. 

Indem wir in dem Satz III auf Seite 29 bei der multiplikativen Ver- 
knüpfung das Einheitssymbol 1 statt E verwenden, schließen wir: Ist A ein 
zu dem Element 0 ungleiches Element des Körpers 8, so gibt es in & stets 
ein Element A, das die Gleichung A- X = 1 befriedigt. Dieses Element ge- 
nügt auch der Relation Y-A=1. Es gibt in & kein zu A ungleiches Ele- 
ment, das die Gleichung A-X=1 oder Y. A = 1 befriedigt. Ein solches zu 
A inverses Element A aus $ soll mit Z oder A”! bezeichnet werden und das 
reziproke Element von A heißen. Es ist also 


1 1 
Er ang 
Da 74 = 1, so ist A gleich dem reziproken Element von T: mithin hat 


man — = A. Da nach Pöstulat M,) 1-1 = 1 ist, so ist 1 gleich dem rezi- 


A 


1 - 
proken Element r von 1. Zusammenfassend haben wir 


Satz XI. Das System & enthält neben jedem zu 0 ungleicehen 
Element A ein weiteres, das reziproke Element von A, das wir mit 


1 Im ersten Teil des Satzes X braucht infolge der nach Satz VI stattfindenden 
Gleichung 0-1 = 1-0 =0 auch A = 0 nicht ausgeschlossen zu werden. 


www.rcin.org.pl 


Definition eines Körpers und einige für ihn gültige Sätze. 39 


1 
— bezeichnen, so daß A = 


3 A 7.4 = 1 ist. Sowohl die Relation 
4-X=1als auch Y-A=1 wird, wenn A ein zu 0 ungleiches Ele- 


ment aus & ist, nur durch das Element F oder mit ihm gleiche 
Elemente aus & befriedigt. Es ist * =1. Das reziproke Element 


von 4 nämlich —, ist gleich A. 
4A 


Sind A und B zwei zu 0 ungleiche Elemente aus $, so gehört nach M,) 
auch das Produkt A- B dem System & an, und zwar ist es nach Satz VIII un- 
gleich 0; mithin existiert zu A- B nach Satz XI ein dem Körper 8 angehörendes 


reziprokes Element RL: . Dieses wird nach Satz IV des $ 6 auf Seite 30 gleich 


A-B 
ži Re da 3 nd die reziproken Elemente von A und B sind. Da 
ee ee B p ; A 


und 5 dem System & angehören und die Multiplikation nach Postulat C) 
Bo Eas, 
B ENEB: 
Mithin ist das reziproke Element von A» B gleich T . 5 Wir haben daher 
Satz XII. Sind A und B zwei zu 0 ungleiche Elemente des 
Körpers &, so hat das in & SENORI Element A-B ein reziprokes, 
en | 
7 Ipi dieses ist gleich Pipi 
Auf Grund des Satzes V des vorigen Paragraphen und des Satzes IX 
in diesem Paragraphen sprechen wir aus 
Satz XIII. Sind A, B und B, irgend drei Elemente des 
Körpers & und ist A ungleich 0, so folgt sowohl aus A. B= A-B, 
als au B. A=B, A, d&b B= B ist. 
Auf Grund des Satzes VI des vorigen Paragraphen und des vorauf- 
gehenden Satzes IX formulieren wir 


Satz XIV. Sind A und B irgend zwei Elemente aus $, und ist 


für die Elemente von & kommutativ ist, so Erg sich 


ebenfalls 8 angehöriges Element ——- 


A ungleich 0,! so gibt es in & stets ein Element X = I «B, das 


n ‚das die Glei- 


chung Y-A=B befriedigt. Die zwei Gleichungen haben keine 
zu den zweiangegebenen Lösungen ungleichen Elemente von Q zu 
Lösungen. Da nach Postulat C) die Multiplikation für die Elemente von & 


die Gleichung A» X = B und ein Element Y= B.e 


kommutativ ist, so wird TB = B. 3 und beide Gleichungen haben nur 


gleiche Lösungen. 


1 B = 0 braucht nicht ausgeschlossen zu werden, da die Gleichung 4. Y = 0 


=0 


1 
nach Satz VI und VIII dieses Paragraphen, falls A Æ 0 ist, keine zu X = 7 
ungleiche Lösung besitzt. 
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In unserem Körper £ kann man aus der Multiplikation noch eine weitere 
Verknüpfung der Elemente des Systems herleiten, die wir Division nennen. 
Sind A und B irgend zwei Elemente des Körpers & und ist A ungleich dem 


Element 0, so existiert zu A ein reziprokes Element 1> das ebenfalls dem 
Körper $ angehört, wie Satz XI besagt. Mithin ist nach Postulat M,) auch 
IB ein Element aus $; dieses ist nach Postulat C) gleich B.-T: Wir 
haben daher das Resultat: Aus irgend zwei Elementen A und B aus 
& geht, wenn A ungleich 0 ist, stets ein neues, ebenfalls & an- 


aii Brad RE a 
gehöriges Element B- ihr a -B hervor. Das Element B. e erT B 


bezeichnet man mit = und nennt A den Quotienten von B und 4; 


Bheißt der Dividendus, A der Divisor. bilden, heißt dividieren. 


Die Division läßt sich demnach stets auf die Multiplikation 
zurückführen. 

Den Satz XIV kann man jetzt in folgender Form aussprechen: 

Satz XIV’. Sind A und B Elemente aus $ und ist A ungleich 0, 
so ist A. Žž. A= B, und es gibt in & kein zu A ungleiches 
Element, das die Gleichung A. X = B oder die Gleichung Y.A = B 
befriedigt. 

Für die Division wollen wir nur noch folgenden Satz beweisen: 

Satz XV. Sind A, B, C, D Elemente aus & und B, C, D un- 


gleich 0, so ist der Quotient der zwei Elemente 3 und a aus ĝ, 


D 
A 
nämlich Sag gleich dem Element 52 aus. 
D 
Nach der Definition der Division ist 
A 
K: ANT BE VUE. 
TRE DS, B LA 
D D D 


Das reziproke Element von — C. 5 ist nach Satz IV des vorigen Para- 


graphen und Satz XI dieses Paragraphen gleich Do: Daher wird 
& 
B 
T ES We 
D 


oder nach = Nr die Multiplikation gültigen eig Postulat C) 


gleich A- D. oder nach Satz XII gleich A.D. 


7 E 
für den Quotienten gegebenen Definition gleich = 7 


oder nach der 


= 
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Während wir bei der Multiplikation der Elemente von das kommu- 
tative Gesetz als Postulat C) vorausgesetzt haben, geschah dies für die 
additive Verknüpfung der Elemente von & nicht. Wir beweisen nunmehr 
folgenden 

Fundamentalsatz: Erfüllen die Elemente von ę die 10 Postu- 
late A,) bis A,), M,) bis M), C) und D), so ist die Addition kommu- 
tativ, d.h. für irgend zwei Elemente A und B aus | ist stets 
A+B=B+A. 

Aus dem distributiven Postulat D) folgt: 


(A+B)-((+V)=(A+B)-1+(A+B)1 


oder nach Postulat M,) gleich (A + B) + (A + B) oder nach Postulat A,) gleich 
A+[B+(A +B). 

Ferner wird (A + B)-(1 + 1) nach dem kommutativen Postulat C) für die 
Multiplikation und dem Postulat D) über ihren distributiven Charakter gleich 
A-(1+1)+ B-(1+ 1) oder nach Postulat D) gleich (A-1 + A-1) + (B-1+B-1) 
oder auf Grund von M,) gleich (A + A) + (B +B) oder nach A,) gleich 
A+[4A+(B+ B). Aus den erhaltenen Gleichungen 


(A+B)-1+1)=A+[B+(A+B)] und (A+B)-((+1)=A+[A+(B+B)] 


folgt A+[B+(A + B) = A+[A+(B+B)]. Hieraus ergibt sich nach Satz IV: 
B+(4+B)=4A+(B+DB) oder nach dem Postulat A,) über den assozia- 
tiven Charakter der Addition: (B + A) + B= (A + B) + B oder nach Satz IV: 
B+ A= A + B, wie wir beweisen wollten. 

Das kommutative Gesetz der Addition ist also eine logische 
Folge der übrigen Postulate. Die Elemente eines jeden Körpers & 
bilden in bezug auf die Addition eine kommutative Gruppe, wie 
es in bezug auf die Multiplikation bei Ausscheidung des Ele- 
mentes 0 stattfindet. 

Da die Elemente jedes Körpers in bezug auf die Addition, wie soeben 
bewiesen, eine kommutative Gruppe bilden, so läßt sich der Satz VIIT’ des 
vorigen Paragraphen auf Seite 32 auf die additive Verknüpfung der Körper- 
elemente übertragen und ergibt alsdann: Sind A,, A,, -. ., Ay4ı beliebige 
v+ 1 Elemente aus $, so kann man A, +4, +... + 4,+, bilden und 
braucht keine Klammern zu schreiben, da das Resultat der Sum- 
mation nicht davon abhängt, wie je zwei Elemente in dem zu 
bildenden Ausdruck durch Addition verknüpft werden; man kann 
die Elemente A,, As, ..., A,+, auch in beliebiger Reihenfolge an- 
ordnen. 

Weil die Elemente von 8 bei Ausschluß des Elementes 0 und der ihm 
gleichen Elemente in bezug auf die Multiplikation eine kommutative Gruppe 
bilden, so kann man Satz VIII’ auch auf die multiplikative Verknüpfung der 
Körperelemente übertragen und hat: Sind A, 45, ..., 4,4, beliebige 
v»+1 Elemente! aus $, so kann man das Produkt A,-4, THe 


! Für die Formulierung des obigen Satzes braucht man das Element 0 und 
ihm gleiche nicht auszuschließen; denn ein Produkt, welches das Element 0 oder 
ihm gleiche als Faktor enthält, ergibt, in welcher Reihenfolge auch immer die Aus- 
wertung vorgenommen wird, nach Satz VI stets das Resultat 0. 
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bilden und braucht keine Klammern zu schreiben, da da; Re- 
sultat der Produktbildung nicht davon abhängt, wie je zwei Ele- 
mente in dem zu bildenden Ausdruck durch Multiplikatioı ver- 
knüpft werden; man kann die Elemente 4,, 45, ..., 4,4, auch in 
beliebiger Reihenfolge anordnen. 


Ss 8. 
Die Multiplikation der ganzen negativen Zahlen. 


Die Gesamtheit der ganzen Zahlen bildete bei Verknüpfung durch die 
gewöhnliche Addition eine Gruppe, die den Postulaten A,) bis A,) genügte. 
Das neutrale Element 0 der Gruppe war hierbei die Zahl 0. War a rgend 
eine ganze Zahl, so existierte (vgl. S. 14) eine zugehörige ganze Zahl =’, so 
daß a+«@=0 war. Diese zu a zugehörige entgegengesetzte Zahl a” werden 
wir analog Satz II des $ 7 auf Seite 34 in Zukunft mit — a bezeichnen. Es 
ist a+(-a)=0 und —(-a)=a. In §3 haben wir im besonderen auf 


aa 
Seite 15 bewiesen, daß, wenn k eine ganze positive Zahl ist, die ganze Zahl % 
u 


mit ihr durch die Gleichung k + $= 0 verbunden ist. Die früher mit k 
bezeichnete Zahl ist nunmehr mit — Æ% zu bezeichnen, und dies soll 
im folgenden geschehen. Sind a und b irgend zwei ganze Zahlen, so werden 
wir analog der auf Seite 35 für die Subtraktion eingeführten Bezeichnung unter 
a — b die Zahl a + (— b) verstehen. 

Die gewöhnliche Multiplikation mit ganzen negativen Zahlen und mit 0 
war bisher noch nicht definiert. Auf die Art, wie wir die Multiplikation bei 
ganzen negativen Zahlen und 0 definieren sollen, werden wir durch das sogenannte 
Prinzip der Permanenz geführt; es besteht darin, die alten Regeln auch 
möglichst unter allgemeineren Bedingungen beizubehalten. Diejenige Operation, 
die wir bei den ganzen positiven Zahlen als Multiplikatien bezeichneten, 
führte nicht aus dem Gebiet der ganzen Zahlen heraus; ferner galt für sie, 
wie im $ 4 bewiesen wurde, das distributive Gesetz und das kommutative 
Gesetz. Um das dargelegte Prinzip der Permanenz zur Geltung zu bringen, 
suchen wir das System aller ganzen Zahlen zu einem zweifach verknüpfbaren 
System zu machen, das außer den Postulaten A,) bis A,) des vorigen Para- 
graphen, die es schon befriedigt, noch den Postulaten M,), D) und C) des 
vorigen Paragraphen genügt. Soll dies der Fall sein, so muß das System 
aller ganzen Zahlen auch die aus den 7 Postulaten folgenden Lehrsätze er- 
füllen; es müssen also im besonderen auch die Sätze VI und VII auf Seite 36, 
zu deren Beweis nur diese 7 Postulate verwendet wurden, zutreffen. Um dies 
zu erreichen, definieren wir: 

Das Produkt irgend einer ganzen positiven oder negativen 
Zahl a in 0 soll die Bedeutung a-0 = 0-a= 0 haben, das Produkt 
einer ganzen positiven Zahl a in eine ganze negative Zahl — b 
soll die Bedeutung a-(-b)=(-b)-a= — (ab) haben, das Produkt 
zweier ganzer negativer Zahlen — a und —b soll die Bedeutung 
(— a)-(—-b) = ab haben. 

Würde man für die Produktbildung irgend eine von der obigen Defi- 
nition verschiedene wählen, so würden die ganzen Zahlen kein verknüpfbares 
System bilden, für das sämtliche Postulate A,) bis A,), M,), D) und C) erfüllt 
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sein können. Die Gleichungen, durch welche wir die Multiplikation der 
ganzen negativen Zahlen definierten, sind „arbiträre Konventionen zugunsten 
der Erhaltung des Formalismus im Kalkül“ (H. Hanker, “Theorie der kom- 
plexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, 8. 41). 

Wir haben noch zu zeigen, daß, wenn die Multiplikation mit ganzen 
negativen Zahlen und 0 auf die obige Weise definiert wird, die Postulate M,), 
D) und C) wirklich erfüllt werden. Sind 4 und b zwei ganze positive Zahlen, 
so ist «-b eine ganze positive und — (4-b) eine ganze negative Zahl; ferner 
ist 0-0 =0-a4=0. Die Produktbildung führt also bei ganzen Zahlen, wenn 
sie auf die obige Weise definiert wird, nicht aus dem Gebiet der ganzen 
Zahlen heraus. Es ist also Postulat M,) erfüllt. 

Sind a und b ganze positive Zahlen, so bestehen die Gleichungen: 
ab=ba, wie im § 4 bewiesen wurde, 4-0 = 0-a nach Definition, a(— b) 
= (— b)a ebenfalls nach Definition. Ferner ist nach Definition (— a) (- b) 
= ab und (-b)(-a)= ba; da für positive Zahlen, wie bewiesen, ab = b a 
ist, so folgt (— a)(— b) = (— b)(— a). Mithin ist auch das kommutative Ge- 
setz ©) erfüllt. 

Einen besonderen Beweis erfordert das distributive Gesetz D). Wir 
wollen zeigen, daß, wenn a, b, e irgend welche ganze Zahlen bedeuten, auf 
Grund der gegebenen Definitionen stets a(b + ce) = ab + ae ist. 

Im § 4 ist dieses Resultat bereits bewiesen, wenn a, b, e sämtlich 
positiv sind. l 

Wir betrachten nun den Fall, daß a und b ganze positive Zahlen 
sind, c eine ganze negative Zahl — y ist, wobei y also eine ganze positive 
Zahl ist. Es sind zwei Unterfälle zu unterscheiden, je nachdem b +(— y) = b — y 
eine ganze positive oder negative Zahl ist. (Der Fall b — y = 0 erledigt sich 
leicht und mag dem Leser überlassen bleiben.) 

Ist b —'y eine ganze positive Zahl, so erhalten wir, daa,b—yundy 
ganze positive Zahlen sind, nach dem für ganze positive Zahlen bereits als 
gültig erwiesenen distributiven Gesetz: 


ab—-)+ay=alb-y„+r] 

ab, wel (b — y) + y =b (vgl. Satz V’ auf Seite 35, 
bei dem nur die Postulate A,) bis A,) verwendet 
wurden, die für ganze Zahlen nach $ 3 zutreffen), 

= (ab —ay) + ay ebenfalls nach Satz V’. 


Aus der Gleichung a(b — y) + ay = (ab — ay) + ay folgt nach Satz IV 
auf Seite 35, zu dessen Beweis nur die auch von den ganzen Zahlen erfüllten 
Postulate A,) bis A,) verwendet wurden, daß a(b — y)=ab — ay = ab + (— ay). 
Nach Definition der Multiplikation ist — ay =a (— y) Mithin wird a(b—y) 
= ab-+a(-— y) oder unter Beachtung der Definition der Subtraktion a[b + (— y)] 
=ab+a(—y). Hiermit ist dieser Fall völlig erledigt. 

Ist b—y eine ganze negative Zahl, so ist die entgegengesetzte Zahl 
— (b — y)=y— b (vgl. Satz III’ des § 7 auf Seite 35); diese ist positiv. 
Dann wird ab — y) = a[— (y — b)) = — [a (y — b)) nach der Definition, wie 
eine positive Zahl æ mit einer negativen — (y — b) zu multiplizieren ist. Wie 
bereits oben bewiesen, ist a(y — b), da y— b positiv ist, gleich ay — ab; 
daher wird a(b — y) =— (ay — ab) oder unter Beachtung der Definition der 
Subtraktion a[b + (— y)] =— (ay — ab). 

Die entgegengesetzte Zahl zu a y — ab ist gleich ab — ay = ab + (— ay) 
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oder gleich ab + a(— y), da.nach Definition a«(—y)= —ay. Mithin wird 
a[b +(— y) = ab+a(-— y) womit der zweite Fall erledigt ist. 

In ähnlicher Weise erledigen sich auch die anderen für «æ; b, e möglichen 
Vorzeichenkombinationen oder lassen sich auf die schon untersuchten Fälle 
zurückführen. Sollten æ, b oder e Null sein, so hat man die: Relationen 
a+=0 +a=a, a-0=0:a=0 zu verwenden. Auf diese Weise läßt 
sich das distributive Gesetz für irgend welche ganze Zahlen beweisen. 

Die ganzen Zahlen bilden also ein durch zwei Operationen, Addition 
und Multiplikation, verknüpfbares System, das die Postulate A,) bis A,), M,), 
D) und C) erfüllt. Sind a, b, e irgend drei ganze Zahlen, so ist für sie auch 
a+(b»-e)=(a+»b).e, d.h. sie genügen auch dem assoziativen Gesetz .M,) der 
Multiplikation. Für positive Zahlen haben wir das Gesetz bereits auf S. 18 
bewiesen; für negative Zahlen läßt es sich aus den Definitionsgleichungen für 
die Multiplikation, indem man die einzelnen Vorzeichenmöglichkeiten betrachtet, 
ableiten. 

Für eine ganze positive Zahl æ war nach Definition a-1=a, für eine 
ganze negative Zahl — a ist nach Definition (— a). 1 = — (a-1)=- az schließ- 
lich ist 0-1 nach Definition gleich 0. Mithin ist für jede ganze Zahl a stets 
a-1=a, d.h. die Zahl 1 ist neutrales Element der Multiplikation. 

Die ganzen Zahlen erfüllen demnach bei Verknüpfung durch gewöhnliche 
Addition und Multiplikation die 9 Postulate A,) bis AÐ, M,) bis M,), ©) 
und D); sie bilden aber keinen Körper, da sie das Postulat M,) nicht be- 
friedigen. 

Obgleich die ganzen Zahlen keinen Körper bilden, so gelten auch für 
sie die Sätze VIII und XIII des vorigen Paragraphen, die wir im folgenden 
benötigen. 

Das Produkt zweier ganzer positiver Zahlen ergibt nach $ 4 wieder eine 
ganze positive Zahl; die oben für das Rechnen mit ganzen negativen Zahlen 
gegebenen Definitionen a(—-b)= (— b)a =-— (ab) und (-a)(-b)=ab be- 
sagen demnach: das Produkt einer ganzen positiven Zahl und einer ganzen 
negativen Zahl ist eine ganze negative Zahl, und das Produkt zweier ganzer 
negativer Zahlen ist eine ganze positive Zahl. Hieraus folgt: Das Produkt 
a.b zweier ganzer Zahlen ist dann und nur dann gleich 0, wenn 
entweder a = 0 oder, b.= 0 ist. 

Satz XIII des § 7 überträgt sich auf folgende Weise für ganze Zahlen: 
Sind a, b und b, irgend drei ganze Zahlen und ist a #0, so folgt 
sowohl aus ab = ab, als aus ba = b a, daß b= b; ist. 

Aus ab = ab, folgt nämlich durch Addition von — ab, =— ab, und 
Anwendung des distributiven Gesetzes a(b — b,)=0 und mithin, da æ # 0 
ist, nach dem voraufgehenden Satze b — b, = 0, dh. b =b,. Daß ba =b a 
das nämliche Resultat b = b, ergibt, folgt alsdann aus dem kommutativen 
Postulat C). 


89. 
Der Körper der rationalen Zahlen. 
Wir haben im $ 7 zwar einen Körper definiert, bisher aber noch keinen 
solchen kennen gelernt. Die ganzen Zahlen bilden keinen solchen; wir wollen 


aus ihnem einen solchen herstellen, ähnlich wie man einen zu kleinen Ge- 
sellschaftskreis durch Aufnahme neuer Mitglieder ‘vergrößert, die die alten 
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nicht verdrängen dürfen und sich den bei den alten age gültigen Ge- 
setzen fügen müssen. 

Es seien a, und a, irgend zwei ganze positive oder negative Zahlen; 
a, kann auch O sein, wohingegen für a, der Wert 0 ausgeschlossen 
bleibt. Wir betrachten dann alle Paare von Zahlen (a,, a,); damit der Leser 
mit den Symbolen nicht bekannte Vorstellungen verbindet, haben wir zunächst 
diese Bezeichnung gewählt. Wir nennen a, die erste Komponente, a, die 
zweite Komponente des Zahlenpaares (a,, a,). Die Gesamtheit aller 
solchen Zahlenpaare (a,, a,) bezeichnen wir als das System R (Anfangs- 
buchstabe von rational), während wir die Gesamtheit aller ganzen positiven und 
negativen Zahlen einschließlich 0 mit J (Anfangsbuchstabe von integer) be- 
zeiehnen. 

Die Symbole (a,, @,) aus R haben bisher noch keine Eigenschaften; wir 
wollen ein solches Symbol mit einem einzigen Buchstaben A = (a,, a,) be- 
zeichnen und wie einen durch seine erste und zweite Komponente definierten 
Einzelbegriff betrachten. 

Wir setzen fest: A = (a,, a,) soll als eine Zahl aus J, d. h. als 
eine ganze Zahl, angesehen werden, wenn eine ganze Zahl « 
existiert, so daß die Gleichung @e@,=a, zwischen ganzen Zahlen 
stattfindet. In diesem Fall bezeichnen wir A mit «œ und verstehen 
unter A die eben definierte ganze Zahl « aus J. Da das Zahlen- 
paar (a,, 1) nach der gegebenen Definition. gleich der ganzen Zahl a, ist, so 
kann jede Zahl aus J als ein R angehöriges Zahlenpaar geschrieben werden. 
Da nicht jedes Symbol aus R, z. B. (T, 4), eine Zahl aus J ist, so sind die 
Zahlenpaare von R eine Verallgemeinerung der ganzen Zahlen. 

Wir betrachten zunächst zwei besondere Zahlenpaare (a,, a,) und (b,, b,), 
die Zahlen aus dem System J sein sollen, d.h. für die zwei ganze Zahlen æ 
und existieren sollen, die den Gleichungen: 


(1) CEt 
und 

(2) fba = b, 
genügen. Dann ergibt sich: 

E a a, bs = a, bo, 
(2°) Ba,b,= a,b. 


Aus (1°) und (2’) folgt: Ist æ = f, so ist a,b, = a,b... 

Ist umgekehrt a, bs = a,b,, so ergibt sich aus (1’) und (2) «a, b} = Ê a, bz- 
Da für a, und d, der Wert Null ausgeschlossen ist, so ist das Produkt 
a,b, #0, mithin folgt, wie am Schluß von $ 8 gezeigt ist, aus a (æ, + b,) 
= ĝ - (az + b) die Gleichheit a = $. 

Wir haben daher 

Satz I. Sind «æ = (a, a) und ĝ = (b, b,) zwei spezielle Zahlen- 
paare, die gleich den ganzen Zahlen « und ĝ aus J sind, so sind a 
und ĝ dann und nur dann gleich, wenn die Gleichung a,b, = a,b, 
zwischen ganzen Zahlen stattfindet. 

Aus (1’) und (2’) folgt (æ + f)-a,b, = a, bs + a,b,; mithin ist das Zahlen- 
paar (a, b; + abı, aabo) gleich der Zahl æ + 3 aus J. Wir haben daher 

Satz II. Sind «= (a,, a, und $=(b,, b,) zwei spezielle Zahlen- 
paare, die gleich den ganzen Zahlen æ und ĝ aus J sind, so ist 
ihre Summe a + gleich dem Zahlenpaar (a, bs + a,b,, a, b,). 
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Die Multiplikation der Gleichungen (1) und (2) ergibt: af- a,b, = a b; 
mithin ist das Zahlenpaar (a, b,, a,5,) gleich der Zahl «e ĝ aus J. Wir 
haben daher 

Satz III Sind «= (a, a) und ĝ = (b,,b,) zwei spezielle Zahlen- 
paare, die gleich den ganzen Zahlen «œ und f aus J sind, so ist ihr 
Produkt «-ß gleich dem Zahlenpaar (a, bi, a, b,). 

Für die Zahlenpaare (a,, a,) aus R, die nicht Zahlen aus J sind, bedarf 
es, da wir neue Symbole haben, noch besonderer Festsetzungen, was bei ihnen 
unter den Begriffen „Gleichheit“, „Addition“ und „Multiplikation“ verstanden 
werden soll. 

Die Sätze I, II und III veranlassen uns zu folgenden Definitionen, die 
ihren Grund im Prinzip der Permanenz haben und deshalb die unter speziellen 
Umständen gültigen Regeln auch möglichst unter allgemeineren Bedingungen 
beizubehalten suchen. 

Definition I. Sind 4, a, bı, bẹ beliebige ganze positive oder 
negative Zahlen (a, und b, können auch 0 sein), so soll das Zahlen- 
paar (a,, a,) gleich dem Zahlenpaar (b,, b») heißen, geschrieben 
(a,, a,) = (b,, b), wenn die Gleichheit zwischen ganzen Zahlen 
a, bs = a,b, stattfindet; ist hingegen a,b,# a,b,, so soll das Zahlen- 
paar (a,,a,) als dem Zahlenpaar (b,,b,) ungleich gelten, bezeichnet 
(ai, a) # (bi, bo). 

Definition II. Sind (a,, a,) und (b,, ba) zwei beliebige Zahlen- 
paare, so soll unter ihrer Summe (a,, a,) + (bı, bẹ) das Zahlenpaar 
(a, bs + a,b,, aabo) verstanden werden, 

Definition III. Sind (a,, a) und (b,, bẹ) zwei beliebige Zahlen- 
paare, so soll unter ihrem Produkt (a,, a,)-(b,, ba) das Zahlenpaar 
(a, bi, a, b) verstanden werden. 

Die Definitionen I bis III führen die Vergleichung und das Addieren 
und Multiplizieren von Zahlenpaaren auf das bereits bekannte Rechnen mit 
ganzen Zahlen zurück. 

Zunächst ist zu zeigen, daß die in Definition I aufgestellte Vorschrift 
für die Gleichheit von Zahlenpaaren den an jede Gleichheitsdefinition zu 
stellenden Postulaten auf Seite 25 bzw. auf Seite 33 genügt und daher eine 
wirklich legitime Definition für die Gleichheit ist. 

Hat man zwei Zahlenpaare (a, , @,) und (b, , b»), so ist entweder a, bs = a, b, 
oder a, bs Æ a,b,; demnach sind die zwei Zahlenpaare in sich gegenseitig aus- 
schließender Weise entweder gleich oder ungleich; die Definition I der Gleich- 
heit für Zahlenpaare ist also eine determinierte. 

Unsere Definition I ist auch so beschaffen, daß jedes Zahlenpaar sich 
selbst gleich ist; denn die für die Gleichheit (a,, @,) = (a, a,) nach Defi- 
nition I erforderliche Gleichheit a, a, = a,a, ist infolge des für die Mul- 
tiplikation ganzer Zahlen gültigen kommutativen Gesetzes erfüllt. 

Wenn (a,, a,) = (b,, b,), so ist auch (bsb) = (a,, A). Die für die 
Gleichheit (a,, a») = (b,, b,) nach Definition stattfindende Gleichung a, bs = a,b, 
kann nämlich infolge der für ganze Zahlen bereits als gültig bekannten Sätze 
auch in der Form b, a, = b, a, geschrieben werden, und diese Relation besagt 
nach Definition I, daß die Zahlenpaare (b,, b,) und (a,, a,) gleich sind. 

Um die Transitivität der für die Zahlenpaare definierten Gleichheit zu 
beweisen, betrachten wir drei Zahlenpaare (a,, a), (b,, ba) und (G, ĉe); für 
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diese sei (a,, @,) = b, b,), (bi, b) = (c1, Co), d. h. es bestehen nach Definition I 
die Gleichungen a, b, = a,b,, b, Co = b,c,. Die Multiplikation von a,b, = a,b, 
mit cĉ, ergibt a,b,c;=a,b, c, oder a, Cobs = aG, ba. Diese Gleichung kann, 
da für b, der Wert 0 ausgeschlossen ist, wie am Schluß von $ 8 gezeigt ist, 
nur bestehen, wenn a,c,= a,c,; die letzte Relation besagt aber nach Defi- 
nition I: (a,, @) = (C,, Co). 

Nachdem wir gezeigt haben, daß die Definition I die Gleichheit tat- 
sächlich als determinierte, reflexive, symmetrische und transitive Relation 
definiert, ist noch zu zeigen, daß gleiche Zahlenpaare sich sowohl bei der 
durch die Definition II festgelegten Addition als auch bei der durch die 
Definition III eingeführten Multiplikation ersetzen können. Sei (a, ,@,) = (a,', @,') 
und (b,, b) = (b,’, by); dann wollen wir zunächst zeigen, daß (a,, a) + (b, bo) 
= (a), 4) + (b,', by) ist. Nach der Definition II für die Addition ist 


(3) \ (ai, ao) + (bi; bo) = (a, ba + a,b,, Qu bo), 


(4) (ai, a5) + (b1, b2) = (a by + ag bi’, a, bg). 
Nun ist 


(a, ba + a, b,)-ay by = ay age baby + Qo Qg + b, bs = ao 0+ baby + ao age babi’; 


denn wegen (a,, a) = (a,', a,) und (b,, ba) = (b,', by) ist nach Definition I 
a, a, = a,a, umd bby = bib. Daaa, boby + a,a,b,b,= a,b,(a,' by + ab) 
ist, so hat man schließlich (a, b, + a, bi) ay by = a,b, (a,’ by + a, bi’); diese Rela- 
tion besagt aber nach Definition I, daß die zwei Zahlenpaare (a, bs + a,b,, a, bo) 
und (a'b + ay b’, a) by) gleich sind. Da die Gleichheit bereits als sym- 
metrische und transitive Relation erwiesen ist, so folgt die Gleichheit der 
linken Seiten der Gleichungen (3) und (4), womit das gewünschte Resultat er- 
zielt ist. 

Auf ähnliche Art beweist man, daß aus (a,, a») = (a,', ay) und (b,, bə) 
= (bi, by) folgt: (a), as) (b1, ba) = (a,’, ag). (bi, bo) 

Die dureh Definition I eingeführte Vorschrift für die Gleich- 
heit erfüllt also alle an die Gleichheit zu stellenden Postulate 
und ist daher eine legitime Definition für Gleichheit. 

Wir beweisen nunmehr, daß die dureh Definition II eingeführte 
Addition den Postulaten A,) bis A,) auf Seite 34 genügt. 

Die Summe zweier Zahlenpaare ist nach Definition wieder ein Zahlen- 
paar; die Addition führt also nicht aus dem System R ae mithin ist 
A,) erfüllt. 

Die Addition der Zahlenpaare erfüllt das assoziative Gesetz A,). Sind 
(a), @s), (bi, bo) und (c,, C>) drei Zahlenpaare, so ist nach der gegebenen 
Definition II: 


Ka, aa) + (bi, bo)] + (a, Co) = (a, bo + aobis Qaba) + (C1, Co) 
= ((@ ba Habi) Ca + dibs, Aab 0) = (a, bz 0a + Qabi C + a303 C, Aa ba C3): 
Der gleiche Wert ergibt sich für: 


(a, a) + [(d, , ba) + (G, 6)]; 
daher wird: 


(ai, a) + [(d,, d) + (a, 6)] = [(a,, as) + (bi, ba)) + (a, Co), 
und mithin ist A,) erfüllt. 


www.rcin.org.pl 


48 Grundlagen der Arithmetik. 


Das Zahlenpaar (0, 1) und jedes ihm gleiche ist für die Addition der 
Elemente des Systems R neutrales Element; denn es ist nach Definition II 


(ai, 4) + (0, 1) = (a, sg + a° 0, a° 1) = (a,, ao)» 


Mithin ist auch A,) erfüllt. 
Ist (a,, a) irgend ein Zahlenpaar aus R, so ist auch (— q, a) ein R 
angehöriges Element. Nach Definition II ist 


(Gi, a) +(- Ays ao) = (Qy Aa — A Qiy Gg da) = (0, a, @) 


oder nach Definition I gleich (0, 1). Die erhaltene Gleichung (a, , ay) +(— a, , a) 
= (0, 1) zeigt, daß auch Postulat A,) erfüllt ist. Das entgegengesetzte 
Element von (a,, a,) soll in Übereinstimmung mit Satz II auf Seite 34 
durch — (a,, a,) bezeichnet werden; die zuletzt erhaltene Gleichung 


(ar, @;) + (— a,, a,) = 0 lehrt, daß — (a, , a) = (— a,, Q). 


Wir beweisen nunmehr, daß die dureh Definition III für die 
Zahlenpaare eingeführte Multiplikation den Postulaten M,) bis M,), 
C) und D) auf Seite 35 und 36 genügt. 

Nach dieser Definition führt die Multiplikation nicht aus dem System R 
heraus; daher ist M,) erfüllt. 


Nach der nämlichen Definition IIl für die Multiplikation ist: 
(a, , ao) ° [(b1, ba) * (C1, &)) = (ar, ao) * (b; C1, bz C2) = (d, bi C1, Aa ba Co). 


Für [(a,, a). (bi, bo)|* (c1, Co) findet man den gleichen Wert. Mithin ist das 
Postulat M,) über den assoziativen Charakter erfüllt. 

Da (a,, @a)° (1, 1) = (a +1, ag. 1) = (a,, a,), so besitzt das System R in 
(1, 1) ein für die Multiplikation neutrales Element; also trifft auch Postulat M,) 
für das System R zu. 

Ist (a,, @,) irgend ein zu (0, 1) ungleiches Zahlenpaar, so muß a, in- 
folge der für die Gleichheit gegebenen Definition I von 0 verschieden sein. 
Alsdann hat (a,, a,) eine von 0 verschiedene zweite Komponente und ist mithin 
ein Zahlenpaar aus R. Nach Definition III ist (a,, a,)-(a,, a,) = (a, do, A, Q,) 
oder nach Definition I gleich (1, 1). Mithin ist auch M,) erfüllt. Das rezi- 
proke Element von (a,, a,) soll in Übereinstimmung mit Satz XI auf 


S. 38 durch > j bezeichnet werden; die zuletzt gefundene Gleichung 
11,3 
1 
(ai, a) (a2, a,) = (1, 1) lehrt, daß Ta, a) = (a,, 4). 


Sind (a,, a») und (b,, b,) irgend zwei Zahlenpaare, so ist (a,, @,)+(b,, b3) 
= (a, bi, a,b,) und (b,, 5,)-(a,, a) = (bi a), boa). Da aber die Multiplikation 
ganzer Zahlen dem kommutativen Gesetz gehorcht, so ist a,b; =b,%; 
A,b, = b,a, und folglich (a,, a,)-(b,, bs) = (b,, b,)-(a,, a,), d.h. auch die 
Multiplikation der Zahlenpaare ist kommutativ, und Postulat C) ist erfüllt. 

Wir beweisen schließlich noch, daß die Zahlenpaare aus R dem distri- 
butiven Postulat genügen, d. h. daß die Gleichung: 


(a; a) -[(b,, dd + (a, C] = (a), da). (bi, ba) + (ai, aa)e (Ci, Co) 
stattfindet. 


www.rcin.org.pl 


Der Körper der rationalen Zahlen. 49 


Nach Definition II ist: 
(a), ads [On db) + (Cr: eD] = (a, albi ca +b,c,, byd) 

oder nach Definition III gleich 
(a, (db, € + Oai), Aab Co) = (a,b, Ca + a, ba Ciy a,b, Co): 


Bildet man 
(ai, as) ° (b1, ba) + (a), as) (C ‚co, 


so erhält man nach Definition III: 


(a, bi, Qaba) + (a, Ci, Qa Ca) 
und nach Definition II: 


(a, b; As Co + As bs Q C1, Q3” ba Co); 


dieses Zahlenpaar ist aber nach Definition I oder dem sofort zu beweisenden 
Satz IV gleich (a, b, Co + a, ba C1, Qa ba Co). Mithin ist 


(a, as) [(b,, ba) + (a, Co)] = (Qi, Qa) ° (bi, bo) + (ai, Qa) (Ci, C2), 


und das distributive Postulat D) ist für die Zahlenpaare aus R erfüllt. 

In R haben wir ein zweifach verknüpfbares System kennen gelernt, dessen 
Elemente sich in gleiche und ungleiche einteilen lassen und das die sämtlichen 
10 für einen Körper aufgestellten Postulate erfüllt. 

Von den Zahlenpaaren des Systems R beweisen wir folgende Sätze: 

Satz IV. Ein Zahlenpaar ändert seinen Wert nicht, wenn 
man seine beiden Komponenten mit der nämlichen von 0 ver- 
schiedenen ganzen Zahl multipliziert oder einen den beiden Kom- 
ponenten gemeinsamen ganzzahligen, von 0 verschiedenen Faktor 
fortläßt. 

Ist nämlich q eine beliebige von Null verschiedene ganze Zahl, so ist 
(di; ao) = (a, q, aag); denn es ist die nach Definition I erforderliche Gleichung 
4,459 = Aa, -a,g erfüllt. Z. B. (3, 4)= (6, 8) = (— 3, — 4) = (— 12, — 16). 

Aus Satz IV folgt: Man kann jedes Zahlenpaar (a,, a,) durch ein 
ihm gleiches ersetzen, bei dem die zweite Komponente positiv ist; 
hierzu ist höchstens eine Multiplikation der Komponenten mit — 1 erforderlich. 

Ein Zahlenpaar (r,, r,), bei dem r, eine ganze positive Zahl bedeutet 
und r, und r, außer 1 keinen gemeinsamen ganzzahligen positiven Faktor 
haben, heißt ein reduziertes oder irreduzibles Zahlenpaar. Jedes 
Zahlenpaar (a,, a,) kann in ein reduziertes verwandelt werden, indem man die 
gemeinsamen Faktoren von a, und a, beseitigt und, wenn erforderlich, um 
die zweite Komponente positiv zu machen, beide Komponenten mit — 1 mul- 
tipliziert. 

Wir beweisen 

Satz V: Jedes Zahlenpaar hat nur einen einzigen ihm gleichen 
reduzierten Repräsentanten. 

Angenommen, es sei (a,, @) = (r,, Ta) und (a,, a.) = (f> te), wobei (r,, Ta) 
und (4, f) zwei reduzierte Zahlenpaare vorstellen, so ist (ri, rə) = (f, %) 
oder nach Definition I: 7; t = r4. Hieraus folgt, daß r,t, durch r, teilbar 
ist. Für die Teilbarkeit ganzer Zahlen gilt folgender Satz, der sich mit unseren 
Hilfsmitteln beweisen läßt und auf dessen Beweis wir auch noch im Kapitel II, 
$ 9 eingehen: Sind r, und r, teilerfremde ganze Zahlen, t, eine ganze Zahl 

LoEwY, Algebra. 4 
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und das Produkt r, t, durch r, teilbar, so muß ?, durch r, teilbar sein. Mithin 
existiert eine ganze Zahl m, so daß ,=r,m; da r, und /, als zweite Kom- 
ponenten reduzierter Zahlenpaare positiv sind, so muß auch m positiv sein. 
Setzt man ,=r,m m nt =r,t, B0 folgt ffm = rh oder, dar, #0 
ist, wie im $8 am Schluß gezeigt ist, r, m = t. Die Gleichungen /, = r, m 
und t,= rąm besagen, daß ż und łą den gemeinsamen Faktor m besitzen. 
Da (4, t,) ein reduziertes Zahlenpaar ist, muß m = 1 sein. Hiermit ist Satz V 
bewiesen. Ähnlich zeigt man: Ist das Zahlenpaar (a,, a,) gleich dem 
reduzierten Zahlenpaar (r,, 7), so ist , =qr,, a= qr; wobei q 
eine von 0 verschiedene ganze Zahl bedeutet. 

Da das System R alle in $7 für einen Körper aufgestellten Postulate 
erfüllt und demnach ein Körper ist, so kann man alle für einen Körper be- 
wiesenen Sätze auf das System R übertragen. 

Bilden wir nach der Definition III der Multiplikation (a, 1)-(b, a), so 
wird dieses Produkt gleich (ab, a)=(b,1) nach Satz IV. Die Gleichung 
(a, 1)-x = (b, 1) hat demnach die Lösung (b,a) Da R ein Körper ist, so hat 
nach Satz XIV’ auf Seite 40 die Gleichung (a, 1)+x = (b, 1) eine Lösung, die 

it 7 zu bezeichnen ist und der eine jede andere gleich sein muß. 
(d, 1) ist auf Grund der zu Beginn des Paragraphen gemachten Festsetzung 
gleich der ganzen Zahl b, (a, 1) gleich der ganzen Zahl a. Die Gleichung 
(b,1) 
(a; 1) 
2 schreiben. Die Gleichung a.x =b wird nach dem Obigen durch (b, a) 


(a, 1)-x = (b,1) läßt sich demnach als a.x =b und ihre a I als 


befriedigt; da alle ihre Lösungen gleich sein müssen, so ist (b, a) gleich £ 


zu setzen. In dem Gebiet R hat die Gleichung a.x =b, wobei a 
und b ganze Zahlen (a #0) bedeuten, stets eine Lösung v = (b, a) 
und keine zu dieser Lösung ungleiche. Wir bezeichnen von nun 


an das Zahlenpaar (b, a) mit 2a Es ist 


1 1 
a 


da nun @«-1=1-a=a, so ergibt sich: 1 wird aus der „Untereinheit“ 
1 å 
= ebenso gewonnen wie a aus 1. 


Da jedes Zahlenpaar (a,, a,) eine Gleichung a,x = a, mit ganzzahligen 

Koeffizienten a,, a, befriedigt, können wir, wie eben ausgeführt, das Zahlen- 
ee. T - : à 

paar (a,, a) mit a bezeichnen. Wir sehen jetzt auch, warum für a, der 

Wert 0 ausgeschlossen wurde. Die a, = 0 entsprechende Gleichung 0.x% = a, 

würde nämlich für a, stets den Wert 0 bestimmen und könnte auch nur in 

dem Falle a, = 0, dann aber durch jede Zahl x, befriedigt werden. Wir 


nennen = (a,, @,) einen Bruch und zwar einen uneigentlichen oder 
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eigentlichen, je nachdem er einer ganzen Zahl gleich oder ungleich ist. 
Die Gesamtheit der Symbole aus R bezeichnet man als das System der 
rationalen Zahlen. Das erweiterte System R hat gegen das System J der 
ganzen Zahlen den Vorzug, einen Körper zu bilden. In ihm läßt sich, was 
bei den ganzen Zahlen nicht zutrifft, auch die Multiplikation unbeschränkt 


umkehren, d. h. man kann dividieren. In dem Ausdruck = heißt a, der 


Zähler, a, der Nenner des Bruches; für letzteren ist die Zahl 0 aus- 


a 5 - 
1 auch eine Zahl. Hat man zwei 


zuschließen. Wir nennen in Zukunft 


> 


a a b A Fon 
Brüche er und 7 so nehmen in der nunmehr verwendeten üblichen Be- 
2 2 


zeichnung die Rechnungsregeln folgende Form an: 


a - 2 ‚ falls a, b; = a,b, (Definition D; 

a AE La hl ba Baal 1 A ii 

= + Es a (Definition ID, 

RR nl 0 iki 

i ar a 3 (Definition III). 

ae FERN Li Lie. T (- 4) nach der Definition für die Sub- 

as 2 Ms s- traktion auf Seite 35, 
EL A wu ee Aa Gare 
a ds bs ? bo 8 er ba 


gegengesetzten Zahl ist, vgl. 8.48, 


= h t alh nach Definition II, 


aða 
z pe a en ke LLA da aa (=b) = — ab, 
a,b, 
= a nach der Definition für die Sub- 
en traktion. 
Aa. 
kamo za nach Satz XV auf Seite 40, wobei für b, c und d 
7 der Wert 0 auszuschließen ist. 
a TE E T entgegengesetzte Bruch (vgl. S. 48). 
A A M 
1 er j 
= = S it der fa reziproke Bruch (vgl. S. 48). 
a a a, 
a 
Es ist A = nA > wenn q irgend eine ganze von Null verschiedene 
2 2 


Zahl bedeutet. (Satz IV auf Seite 49.) 


2 heißt ein reduzierter oder irreduzibler Bruch, falls a, und a, 
2 
teilerfremde ganze Zahlen bedeuten und a, positiv ist. 

4* 
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$ 10. 
Unabhängigkeit der zehn Körperpostulate.! 


Nimmt man das System der rationalen Zahlen, das wir im vorigen Para- 
graphen gewonnen haben, als logisch möglich an, so liegt hierin der Nach- 
weis, daß die zehn im $7 für einen Körper aufgestellten Postulate 
realisierbar sind, sich also nicht widersprechen. 

Man kann sich noch die Frage vorlegen, ob die 10 für einen Körper 
aufgestellten Postulate voneinander unabhängig sind oder ob sich 
welche von ihnen als logische Folgerungen der übrigen ableiten lassen. Tat- 
sächlich sind die 10 Postulate logisch unabhängig, wie sich daraus ergibt, 
daß man 10 zweifach verknüpfbare Systeme konstruieren kann, bei denen 
immer 9 Postulate und die Negation des zehnten gleichzeitig erfüllt sind. 

Ehe wir den Nachweis der Unabhängigkeit erbringen, schicken wir 
noch eine Bemerkung voraus: Wir werden im folgenden zwei Systeme KR, 
und R, konstruieren, bei denen die Postulate A,) bzw. M,) nicht mehr gültig 
sind, so daß die Erzeugung eines neuen Elements durch additive bzw. mul- 
tiplikative Verknüpfung zweier Elemente des Systems nicht stets innerhalb des 
zu betrachtenden Elementensystems möglich ist; trifft dieses zu, so soll die 
Gültigkeit der Postulate A,), M,), C) und D) nur für den Fall gefordert 
werden, daß alle in ihnen auftretenden Verknüpfungen dem System an- 
gehören. Z.B. braucht das distributive Gesetz A-(B+C)= A-B+A-( nur 
für solche Elemente erfüllt zu sein, für die außer A, B, CO noch B +0, A-B, 
A.C, A-(B+C), 4-B+ A-C sämtlich dem System angehören. In diesem 
Sinn sind die genannten vier Fostulate demnach natürlich auch schon in $ 7 
aufzufassen. 

Wir betrachten folgende Systeme: 

1. R,. Das System H, bestehe aus der Gesamtheit derjenigen Brüche, 
bei denen, wenn sie in reduzierter Form geschrieben werden, Zähler und 
Nenner beide ungerade Zahlen sind, und der Zahl 0; Addition und Multi- 
plikation seien in üblicher Weise definiert. Bei den gemachten Festsetzungen 


gehört — + = nur dann dem System R, an, wenn z = 2A und sich dem- 
2 2 2 2 

nach die Summe 0 ergibt. Da die Addition aus dem System R, herausführt, 
ist das Postulat A,) nicht erfüllt, hingegen bestehen alle übrigen 9 Postulate. 

2. R,. Das System R, bestöhe aus allen rationalen Zahlen. Die Multipli- 
kation sei in üblicher Weise definiert, für die Summe a + b zweier Zahlen 
aus R, setzen wir fest, daß sie in üblicher Weise gefunden werden soll, wenn 
a # b, nur soll die Summe zweier gleicher rationaler Zahlen stets 0 sein. Das 
System R, erfüllt alle 9 Postulate mit Ausnahme von A3. 

3. R, Das System R, bestehe aus allen rationalen positiven Zahlen, 
0 ausgeschlossen, und es soll in gewöhnlicher Weise addiert und multipliziert 
werden. Das System R, erfüllt alle Postulate, ausgenommen A,). Für dieses 
System kommt das Postulat A,) nicht in Frage, da das System das Element 0 
nicht enthält; mithin ist auch A,) insofern als erfüllt zu betrachten, als die 
für dieses Postulat gemachten Voraussetzungen bei dem System R, überhaupt 
nicht stattfinden. 


1 Vgl. L, E. DICKSON, Transactions American math. soc. 6, 198 (1905). 


www.rcin.org.pl 


Unabhängigkeit der zehn Körperpostulate. 53 


4. R,. Das System R, bestehe aus allen rationalen positiven Zahlen 
einschließlich 0, und es werde in gewöhnlicher Weise addiert und multipliziert. 
R, erfüllt alle Postulate, ausgenommen A,). 


5. R,. Das System R, bestehe aus allen rationalen Zahlen, die in ge- 
wöhnlicher Weise addiert werden sollen; das Produkt zweier rationaler Zahlen 
a.b habe den üblichen Wert, wenn a = 1 oder b = 1 oder wenn sich das 
Resultat 1 ergibt, sonst aber sei a-b gleich einer nicht rationalen Zahl. Das 
System R, erfüllt alle Postulate, ausgenommen M,). 

6. Rs. Das System R, bestehe aus der Gesamtheit aller Größen a +8 ù + y is, 
wobei «œ, ĝ, y beliebige rationale Zahlen (einschließlich 0) bedeuten. Der 
Ausdruck: 

(œ, Hwa) + (i +p) i +l E ya) i 
soll die Summe der zwei Größen o, + f, i + yı i und a, + fi i + Ya, heißen, 
unter dem Produkt 
læ + At +y ila + Bai Yoi) 
soll die Größe ; wir re À ai 
a, tat fy Oai +Y; @a iat 0 Pah +P, Po i? Hy Bo to i +o Ya Ta + Pi Yo Ù lat Yı Yale? 


verstanden werden, wobei die Ausdrücke &?, is ù, i to, ta nach folgender 
Kompositionstabelle, die ebenso wie auf Seite 27 zu verstehen ist, zu er- 
setzen sind: 


| g7 
EAs LAA | 
1 1 | A is 
i, A wE: 1 
| i | 1 ee. 


Abgesehen von den gemachten Festsetzungen soll mit den Elementen des 
Systems R, in üblicher Weise gerechnet werden. Ist in æ + ĝi, + yi eine 
der rationalen Zahlen «, ß, PT Null, so soll der betreffende Term einfach fort- 
gelassen werden. 


Für unser System ist 
(ù ei). ta = (— 1). Üa = — %; A (ù . i) = $ . 1 = fas 


Mithin erfüllt das System R, nicht das assoziative Gesetz M,). Hingegen ge- 
nügt das System R, den übrigen 9 Postulaten, z. B. ist M,) erfüllt, da 


Wr Zi Fi Ta) = 
ist, wenn 4 = œ? + 7° + (8 — N”. 

T. R,. Das System R, sei das aller rationalen Zahlen, die in gewöhn- 
licher Weise addiert werden sollen; das Produkt ab zweier Zahlen werde stets 
als 0 definiert. Das System R, erfüllt alle Postulate bis auf M,). Für dieses 
System kommt das Postulat M,) nicht in Frage, da das System kein für die 
Multiplikation neutrales Element 1 enthält; mithin ist auch M,) insofern als 
erfüllt zu betrachten, als die für Postulat M,) gemachten Voraussetzungen bei 
dem System R, überhaupt nicht stattfinden. 
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8. R Das System R, sei das aller ganzen Zahlen, die in gewöhnlicher 
Weise addiert und multipliziert werden sollen. Das System R, erfüllt alle 
Postulate bis auf M,). 


9. R, Das System R, bestehe aus der Gesamtheit aller Größen 
e+ßüu tyit ii, 


wobei æ, ĝ, y, ò beliebige rationale Zahlen (einschließlich 0) bedeuten. Unter 
der Summe zweier Größen 


a +i Hyi t Ò is und a, + boi +Yai + Òai 


soll die Größe 
(a, + æ) + (Bi +e) +y +y) + (0, + Òa) i 


verstanden werden, das Produkt 
(æ + Êi + yii + Ò, t) (@a + Pt + Yata + Òs tg) 


soll analog wie bei System R, die durch formales Ausmultiplizieren er- 
haltene Größe: 


00 + ĝi ash + Yı asio + Ô, Cais + æi boi F Ai fotr? FY Pai ù +ô, ARA 
+ 0 Yata t fı Yo È lat Yı Yo ta? + Ò; Yo tg tat u Ôa tg + py Òai Tg tyi Ôo Ta tg t Ò, Ôa ig? 


sein; dabei sind die Produkte & %, toù, %°... nach der Kompositionstabelle 
der Quaternionen auf Seite 27 zu ersetzen. Ist in «+ß’, + yt, + di, eine 
der rationalen Zahlen «, ĝ, y, ö Null, so soll der entsprechende Term einfach 
fortgelassen werden. Das System R, erfüllt, wenn, abgesehen von den ge- 
machten Festsetzungen, mit seinen Elementen in der üblichen Weise gerechnet 
wird, alle Postulate mit Ausnahme des kommutativen Postulats C). 


10. Rio Das System R,, bestehe aus allen ganzen Zahlen, die in ge- 
wöhnlicher Weise addiert werden sollen. Was die Multiplikation von zwei 
beliebigen ganzen Zahlen æ und b betrifft, so sei das Produkt a.b als 
a +b + 1 definiert. Das System R,, erfüllt dann alle Postulate mit Aus- 
nahme des distributiven Postulats D). Für die so definierte Multiplikation ist 
— 1 neutrales Element. 


8.11. 
Die Ordnungsfähigkeit der rationalen Zahlen. 


Von den ganzen Zahlen waren die Zahlen 1, 2, 3,... bereits als positiv, 
die Zahlen — 1, — 2, — 3, ... als negativ erklärt. In Erweiterung dieser 
Begriffsbestimmung heiße eine rationale Zahl positiv, wenn sowohl ihr 
Zähler als ihr Nenner positiv oder beide negativ sind. Eine rationale 
Zahl heiße negativ, wenn entweder der Zähler positiv und der Nenner 
negativ oder der Zähler negativ und der Nenner positiv ist. Zunächst sieht 
man, daß keine rationale negative Zahl gleich einer positiven ist. Denn sind die 


zwei rationalen Zahlen und h 


as bs 
@ bs = a,b,. Haben die zwei ganzen Zahlen a, und «a, gleiche Vorzeichen, 
so müssen es auch b, und b, haben; besitzen hingegen a, und a, entgegen- 


gesetzte Vorzeichen, so müssen auch b, und b, solche haben. 


gleich, so ist nach Definition I auf Seite 46 
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Die rationalen. Zahlen zerfallen demnach in drei Klassen, 
nämlich die Zahl 0, die rationalen positiven Zahlen und die ratio- 
nalen negativen Zahlen. Jede rationale Zahl gehört einer und 
auch nur einer der drei Klassen an. 


Hat man eine rationale Zahl A = -< 


2 


Zahl — Á = =i (vgl. S. 51). Hieraus folgt: Ist die rationale Zahl A = 0, so 
2 


, so ist die zu ihr entgegengesetzte 


ist die entgegengesetzte Zahl — A auch gleich 0; ist A positiv, so ist — A negativ, 
ist A negativ, so ist — A positiv. Da die rationalen Zahlen einen Körper bilden, 
so gilt folgender Satz (vgl. Seite 35): Sind A und B irgend zwei rationale Zahlen, 
so gibt es eine rationale Zahl X = A — B und keine zu ihr ungleiche, die der 
Gleichung A = X + B genügt, und eine Zahl Y=B- A und keine zu ihr 
ungleiche, die die Gleichung B = Y + A befriedigt. Die zu X = A — B ent- 
gegengesetzte Zahl — (A — B) ist gleich B — A = Y. Ist A= B, so sind X 
und Y beide gleich 0; ist A # B, so ist die eine der zwei Zahlen X und Y 
positiv, die andere negativ. 
Wir definieren 


Definition I. Sind A und B irgend zwei zueinander ungleiche 
rationale Zahlen (A # B), so heiße B<A, wenn die Gleichung 
A= B+ X eine positive Lösung besitzt. 

Wir weisen zunächst nach, daß diese Definition die drei an das Zeichen < 
gestellten Bedingungen U,) bis U,) auf Seite 22 erfüllt. 

Sind A und B irgend zwei zueinander ungleiche rationale Zahlen, so 
hat, wie wir schon bemerkten, eine und auch nur eine der Gleichungen 
A=B+Xund B= A + Y eine positive Lösung; mithin ist, falls A # B, 
in sich gegenseitig ausschließender Weise entweder B < A ad Et Bu: 
das weniger fordernde Postulat U,) ist gewiß erfüllt. 

Ist A < B, so heißt dies nach Definition, daß die Gleichung B = A + Y 
eine positive Lösung Y hat. Dann ist A # B, also ist Postulat U,) erfüllt. 
Wäre nämlich A = B, so hätte B= A + Y keine positive Lösung, sondern 
die Lösung Y = 0. 

Sei A< B und B<(C, d.h. es gibt nach Definition I zwei positive 
Zahlen P und Q, dab B=A+P, C=B+PO; daher ergibt sich O= A + P+ Q. 
Ist P= und Q = A wi POS an | ; haben einerseits p, 
und p,, andererseits q} und q, gleiche Vorzeichen, so trifft dies auch für 
Pı 9 + qı Po und Paq, zu. Mithin ist, wenn P und Q rationale positive Zahlen 
sind, P + Q ebenfalls eine rationale positive Zahl. Aus C = A + P + Q folgt 
nach Definition I: A < O. Mithin ist auch Postulat U,) erfüllt. 

Infolgedessen gelten auch die aus U,) bis U,) auf Seite 23 abgeleiteten 
und dort mit III und IV numerierten Sätze: 

Zwei rationale Zahlen A und B stehen stets in einer der sich 
gegenseitig ausschließenden Beziehungen A=B oder A<B oder 
B<A. 

Bestehen für rationale Zahlen die en A<zB4i=L, 
B=B',soist A< B 

Für A < B schreiben wir nach dem Schluß des $5 in genau gleich- 
wertiger Weise auch B > A. 
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Wir beweisen nunmehr: 

Satz I. Sind A, B und C rationale Zahlen und Á < B, so ist 
AHO BHO 

Da A< B, so existiert nach Definition I eine positive Zahl P, für die 
B=4A+Pis. Aus B= A +P ud C= C folgt B+C=4A+C+P oder 
nach Definition I: A +C < B +0. 

Satz II. Jede rationale positive Zahl P genügt der Un- 
gleichung 0 < P; genügt umgekehrt eine rationale Zahl P der Un- 
gleichung 0< P, so ist sie positiv. Mithin wird jede negative 
Zahl N durch N < 0 charakterisiert. 

Der Beweis des Satzes II beruht in folgendem: Wenn P eine rationale 
positive Zahl ist, so ist die Lösung der Gleichung P = 0 + X positiv und 
demnach nach Definition 0 < P. Ist umgekehrt nach Voraussetzung 0 < P, 
so besagt dies nach Definition, daß die Lösung X= P der Gleichung 
P =0 + X eine positive Zahl ist. 

Satz III. Sind A, B zwei rationale Zahlen und ist 0 < A und 
0. BD. 80 18 0%< AD: 

Sei A RL RR PAE so ist Ar 
ao bo as bo 
positiv sind, so haben a,b, und a,b, gleiche Vorzeichen, d.h. A B ist positiv. 

Auf Grund der für die Relation < aufgestellten Definition folgt un- 
mittelbar: Von zwei ganzen Zahlen ist diejenige kleiner, die bei 
der gewöhnlichen Anordnung: 


ET BREITE NOA EE E R 


, und da sowohl A als auch B 


der anderen voraufgeht. Befindet sich nämlich die ganze Zahl A unter 
den Vorgängern der ganzen Zahl B, so ist in der Bezeichnung des $2: 
B= A+t+:-:-+, und diese Relation zieht für die Gleichung B = A + X eine 
positive Lösung X nach sich, d.h. A < B. 
Wir beweisen ferner: à 
1 


Von zwei rationalen Zahlen A = I und B= z ‚ bei denen 
2 2 


a, und b, beide positiv angenommen sind (dies ist nach Seite 49 
stets zu erreichen), ist dann und nur dann A < B, wenn die Un- 
gleichung a,b, < a,b, zwischen ganzen Zahlen stattfindet. 

Ist A < B, so existiert nach Definition I eine positive Zahl P, so daß 
B=P+A4,dh. P=B-A; nun ist 


y A lg rd Seh he Deu BE 


b, As a,b; 


Da a,b, positiv ist, so ist P dann und nur dann positiv, wenn b, t, — ab, 
positiv ist, d. h. nach Satz II: 0 < b, a — a, b, oder nach Satz I: 


a, ba + 0 < (b, aa — ab) + a bo, d. h. G b< b d- 
Geht man diese Schlüsse rückwärts durch, so folgt, daß auch umgekehrt 
die Ungleichung a, b, < a,b, die Ungleichung A < B nach sich zieht. 
Wir können daher noch folgendes aussagen: 


Die rationalen Zahlen bilden einen Körper, dessen Elemente 
sich so ordnen lassen, daß sie außer den 10 Körperpostulaten 
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A,) bis A,), M,) bis M,), C) und D) noch den folgenden 5 Postulaten 
genügen, nämlich 

U,) bis U,) auf Seite 22 und 

U). Sind A, B und C irgend welche Elemente des Körpers 
und A < B, so ist A+#0< B+C. 

U,). Sind A, B irgend zwei Elemente des Körpers, 0< Á, 0< B, 
so ist0< AB. 

Man könnte die rationalen Zahlen auch noch in anderer Weise als ein 
ordnungsfähiges System ansehen, bei dem die Postulate U,) bis U,) erfüllt sind. 
Z. B. könnte man statt der Definition I die folgende zugrunde legen: Sind A 
und B irgend zwei zueinander ungleiche rationale Zahlen, also A # B, so heiße 
B< A oder gleichbedeutend A > B, wenn die Gleichung A = B + X eine 
negative Lösung hat, und demnach A < B oder gleichbedeutend B> A, wenn 
die Gleichung B= A + Y eine negative Lösung hat (also umgekehrt wie bei 
Definition I). Bei dieser Definition der Relation < werden auch die drei 
Postulate U,) bis U,) erfüllt; es gilt der Satz I dieses Paragraphen, aber nicht 
mehr Satz III. Z. B. wäre nach dieser Definition: 0 < — 4, 0 < — 6, 24 < 0, 
während, wenn Satz III gelten sollte, 0 < 24 sein müßte. 

Man könnte die rationalen Zahlen auch auf folgende Weise ordnen: man 
sehe alle zu 0 ungleichen rationalen Zahlen als > 0 an, von zwei zueinander 
ungleichen rationalen Zahlen gelte diejenige mit größerem absolutem Betrage 
(unter dem absoluten Betrag ist die Zahl, abgesehen vom Vorzeichen, zu ver- 
stehen) als die größere, von zwei rationalen Zahlen mit entgegengesetzten Vor- 
zeichen und gleichen absoluten Beträgen sei diefpositive die größere. Bei 
dieser Art der Definition sind alle drei an die Relation < zu stellenden Be- 
dingungen U,) bis U,) erfüllt, es gilt Satz III, aber nicht Satz I; denn bei 
der angegebenen Definition ist z. B. 2 < — 9, — 9+6 < 2 +6. 

Aus diesen zwei Beispielen geht hervor, daß weder das Postulat U,) 
noch das Postulat U,) aus den übrigen ohne Zugrundelegung einer Definition 
über den Charakter der Relation < herleitbar sind. Die zwei Beispiele lehren 
nämlich: Man kann die rationalen Zahlen mittels einer anderen als der üb- 
lichen Erklärung von < so anordnen, daß sie von den angegebenen 15 Postu- 
laten 14 erfüllen, während eines, nämlich U,) bzw. U,), durchbrochen ist. 

Wir beweisen noch folgende allgemeine Theoreme, die uns auch noch 
in den folgenden Kapiteln nützlich sein werden: 

Satz IV. Sind A, B, C, D irgend welche Elemente eines 
Körpers, der auch noch den 5 Postulaten U,) bis U,) genügt, und 
ist A<B,O<D,soist A+C<B+D. 

Nach U,) folgt aus A < B, daß A +0 < B+C; ebenso ergibt sich aus 
O<D,daB CO +B<D+B. Da in jedem Körper die Addition kommutativ 
ist (vgl. Seite 41), so ist C+ B=B+0, D+B=B+D. AusA+C0<B+tC 
und B+C < B+ D folgt nach U,), daß A+H+QC<B+D. 

SatzV. Sind A und Birgend welche Elemente eines Körpers, 
der aueh noch den 5 Postulaten U,) bis U,) genügt, und ist A < B, 
so ist - B< — A. 

Die ausgesprochene Behauptung ergibt sich nach U,) aus A < B durch 
Addition von (— A) + (— B) = (— B) + (— A). 

; Satz VI. Sind A, B, C irgend welche Elemente eines Körpers, 
der auch noch den 5 Postulaten U,) bis U,) genügt, und ist A< B 
and- -0 < 0; 80 ist. AO < BC. 
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Aus Á < B folgt nach U,) durch Addition von — A = — A, daß 0 < B— A. 
Hieraus und aus 0 < C folgt nach U,) die Ungleichung 0 < (B — A)C oder 
0< BCO-— AC. Nach U,) ergibt sich durch Addition von AC = AC, daß 
A0 < BC. 

Satz VII. Sind A, B, C, D irgend welche Elemente eines 
Körpers, der auch noch den 5 Postulaten U,) bis U,) genügt, und 
181 A< B 0<D ALA 0 0:80.15. 40< BD. 

Aus Á < Bund 0 < C folgtxnach Satz VI, daß A O < BO. Aus 0 < A und 
A < B ergibt sich auf Grund von U,), daß 0 < B ist. Hieraus und aus O< D 
folgt nach Satz VI, daß C B< DB. Nach dem kommutativen Postulat C) der 
Multiplikation ist C B = BC und D B = BD; daher folgt aus AC < BC und 
BO < BD, daß AU<BD ist. 


8 12. 
Weitere Eigenschaften der rationalen Zahlen. 


Hat man dre Elemente A, B, © eines mittels einer Relation < geordneten 
Systems und ist A < B und B < C, so sagt man B liegt zwischen A und C. 
Hat man ein durch eine Relation < geordnetes System, das so beschaffen ist, 
daß zwischen zwei ungleichen Elementen des Systems stets wenigstens ein 
drittes ebenfalls dem System angehöriges Element liegt, so heißt dieses ein 
überall dichtes System. 

Hat man irgend zwei rationale Zahlen A und B, die zueinander ungleich 
sind, so wird die eine größer als die andere sein, sei etwa A < B. Wir 
bilden die Zahl Er: t = , die wir das arithmetische Mittel der Zahlen A 
und B nennen. Dann ergibt sich aus A < B durch Addition von A = A bzw. 


3=B und’ Multiplikation mit + nach den Sätzen I und VI des § {1 die 
Ungleichung: 
A< 


re 
die besagt, daß das arithmetische Mittel von A und B zwischen beiden liegt. 
Hieraus folgt: Zwischen zwei ungleichen rationalen Zahlen liegt 
stets wenigstens eine weitere rationale Zahl. Die rationalen Zahlen 
bilden daher ein überall diehtes System. 


A+B A+B 
- bzw. 3 


Da man auf die rationalen Zahlen A und und B 


das gleiche Schlußverfahren wie auf A und B anwenden und dieses beliebig 
fortsetzen kann, so ergibt sich: Dieser Prozeß erreicht nie sein Ende; er 
liefert immer neue rationale Zahlen, die zwischen A und B liegen. Zur 
Formulierung dieser Tatsache definieren wir den Begriff „unendlich 
viel“, Gibt es eine unbeschränkte Anzahl von Dingen mit gemein- 
samer Eigenschaft E, d.h. man kann, wenn man ein 1, 2,3....n'“ 
Ding mit der Eigenschaft E kennt, wie groß auch die ganze posi- 
tive Zahl» ist, immer noch ein weiteres mit der nämlichen Eigen- 
schaft E finden, so sagt man: es gibt unendlich viele Dinge der 
Eigenschaft E. Mithin können wir das Resultat aussprechen: Zwischen 
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zwei ungleichen rationalen Zahlen liegen stets unendlich viele 
ebenfalls rationale Zahlen. > 

Das System der rationalen Zahlen stellt man geometrisch durch die 
Punkte einer nach beiden Seiten hin unbegrenzten Geraden dar, wie dies in 
der analytischen Geometrie geschieht. Man denke z. B. auch an die Thermo- 
metereinteilung. Wir wollen hier nur kurz auf diese geometrische 
Repräsentation hinweisen, ohne auf die ihr zugrunde liegenden Voraus- 
setzungen oder Axiome einzugehen. 

Man wähle auf einer Geraden willkürlich einen festen Punkt O; man ordne 
ihm die Null zu und bezeichne ihn daher als Nullpunkt. Von den zwei Halb- 
strahlen, in die die Gerade durch den Punkt)O zerfällt, werde einer der positive, 
der andere der negative genannt. Auf dem als positiv gewählten Teil nimmt man 
einen.beliebigen Punkt E an und setzt ihm die Zahl 1 bei. E heißt der Einheits- 


punkt. Jeder rationalen positiven Zahl A läßt man dann einen Punkt P, 


den Bildpunkt von = , auf dem positiven Teil der Geraden entsprechen, 


so daß die Strecke O P p-mal so groß als der g* Teil von O E ist. OP ist 
dann, wenn m irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, stets auch p-m-mal 


so groß als der g-m“ Teil von O E; mithin ist P auch Bildpunkt von e 


und daher aller zu = gleichen Zahlen. Der Bildpunkt von — P_ wird ge- 


funden, indem man den Punkt P genau ebenso auf dem negativen Teil der 
Geraden’ bestimmt. 

Da zwischen irgend zwei rationalen Zahlen unendlich viele andere liegen, 
so führt dies zu dem geometrischen Ergebnis: Zwischen zwei Bildpunkten 
rationaler Zahlen liegen immer unendlich viele Bildpunkte ebenfalls rationaler 
Zahlen. Im besonderen ergibt sich: Trägt man vom Punkte O aus nach rechts 


und links beliebig oft hintereinander die Länge y (M beliebige ganze posi- 
Pi 

tive Zahl) ab, so liegen in jedem dieser Intervalle der Geraden von noch so 

kleiner Länge F stets Punkte, die Bildpunkte rationaler Zahlen sind. Man 


sieht, daß die Bezeichnung „überall dicht“ darin ihre Erklärung findet, daß 
die Punkte der Geraden, die rationalen Zahlen entsprechen, die Gerade überall 
dicht erfüllen. Die ganzen positiven und negativen Zahlen einschließlich der 
Null besitzen für sich allein die besprochene Eigenschaft nicht; sie bilden 
eine diskrete, nirgends dichte Menge. 

Wir wollen uns noch mit einer weiteren Eigenschaft des Systems der 
rationalen Zahlen beschäftigen. Das System der rationalen Zahlen ist 
abzählbar. Ein Größensystem heißt abzählbar, wenn sich seine Individuen, 
in soweit sie untereinander ungleich sind, in eindeutig umkehrbarer Weise 
den ganzen positiven Zahlen zuordnen lassen, d. h. wenn jedem Elemente des 
Systems eine und auch nur eine ganze positive Zahl entspricht und umgekehrt 
hierdurch jeder ganzen positiven Zahl ein und auch nur ein einziges Element 
des Systems entspricht, wobei zueinander gleiche Elemente des Systems als 
nieht verschieden gelten. 

Um diese Tatsache zu beweisen, schreiben wir alle rationalen positiven 
Zahlen in einer derartigen Anordnung, daß bei ihnen der Wert der aus Zähler 
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und Nenner gebildeten Summe wächst. Ist diese Summe für zwei rationale 
Zahlen die gleiche, so schreibe man immer den Bruch mit kleinerem Nenner 
zuerst hin; ferner möge jeder positiven Zahl die ihr entgegengesetzte gleiche 
negative unmittelbar folgen. Auf diese Weise erhält man folgende Anordnung 
der rationalen Zahlen: 


0 1 — 1 2 —2 1 — 1 3 —3 1 et: 
Eu Zu ETETE) EM AT EF STR 7: Mer Bären: 
4 —4 3 — 3 2 — 1 — 1 5 —5 1 

e SEE ar: DE na SEE T Mer Babes N RE D 
— 1 6 — 6 5 —5 

ir all) 2 E] 1 2 Dr? 2 ? 


Bei dieser Anordnung sind Zahlen, die voraufgegangenen gleich sind, fort- 
0 2 —2 


RE ABER u fort) - Numeriert man hierauf 


gelassen (es blieb also z. B. 


Ä > i : 2 EDP Sr W 
0 mit 1, 1 mit 2, — 1 mit 3, 2 mit 4, — 2 mit 5, = mit 6, gt mit 7 usw., 


so ist die Gesamtheit der rationalen Zahlen, insoweit sie untereinander ungleich 
sind, eindeutig umkehrbar den natürlichen Zahlen zugeordnet. Die rationalen 
Zahlen bilden daher eine abzählbare Menge. 


Zweites Kapitel. 
Die Gesamtheit der reellen Zahlen. 


EN. 
Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen zum System aller 
reellen Zahlen. 


Schon Pythagoras soll erkannt haben: Die Diagonale eines Qua- 
drates ist durch die Quadratseite nicht meßbar oder, arithmetisch 
ausgedrückt, es gibt keine rationale positive Zahl, deren Quadrat 
gleich 2 ist.! 

Der von Everip? in seinen Elementen hierfür gegebene Beweis läßt sich 
in arithmetischer Form folgendermaßen wiedergeben: Angenommen, es existiere 


2 
eine rationale positive Zahl L, deren Quadrat gleich 2 ist, also (z) =A, 


1 Dieser Satz ist ein spezieller Fall des Satzes: Der Gleichung 
FA a a T E a a a E 


mit ganzzahligen Koeffizienten genügt, wenn sie nicht durch ganze Zahlen befriedigt 
wird, keine rationale Zahl. 

? Euclidis elementa, liber X, Ende, ed. J. L. HEIBERG, vol. 3, S. 409, 
Leipzig 1886. 
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Alsdann kann man den Bruch — als reduzierten Bruch (vgl. 5. 51) voraus- 


setzen, d.h. die ganzen positiven Zahlen r und s ohne gemeinsamen ganz- 
zahligen Faktor annehmen; denn durch einen solehen könnte man bei dem 


2 
Bruche — fortdividieren. Aus = = 2 folgt r? = 2s?. Die Zahl r? ist also 
5 


eine gerade Zahl. Hieraus ergibt sich, daß r selbst eine gerade Zahl ist; 
denn wäre r eine ungerade Zahl 2% +1, wobei % eine ganze positive Zahl 
bedeutet, so wäre r? = 4w? + 4h +1 = 2(2h? + 2/) + 1 ebenfalls ungerade. 
Da r eine gerade Zahl ist und r und s teilerfremd sind, so muß s ungerade 
sein. Wenn aber r eine gerade Zahl 2/ ist, so ist r?= 4. Da r?=2s’ 
war, so folgt, daß s? = 21? ist. Wenn aber s? gerade ist, so muß es auch s 
sein. Die Zahl s kann aber nicht gleichzeitig gerade und ungerade sein!; 


folglich existiert keine rationale positive Zahl 2, deren Quadrat gleich 2 ist. 
S 


Die Gleichung x? = 2 ist also durch keine positive rationale Zahl lösbar. 

Nimmt man geometrische Vorstellungen zu Hilfe, so kann man sagen: 
Konstruiert man über der Längeneinheit, die im Kap. I, § 12 zur Maß- 
bestimmung auf einer unbegrenzten Geraden benützt wurde, ein Quadrat und 
trägt seine Diagonale von demjenigen Punkt der Geraden aus, welcher der 
Zahl 0 entspricht und mit O bezeichnet sei, auf der Geraden ab, so erhält 
man auf dieser einen Punkt A, dem keine rationale Zahl entspricht. Das 
System der rationalen Zahlen versagt also schon für die sogenannte Quadrat- 
wurzelausziehung und erfüllt bei seiner geometrischen Darstellung die Gerade 
nicht lückenlos mit Punkten. 

Die Unlösbarkeit der gestellten Aufgabe im Gebiete R der 
rationalen Zahlen führt dazu, eine Vervollständigung des Zahlen- 
systems vorzunehmen. Einen Hinweis auf die Art, wie dies geschehen 
kann, liefert die Geometrie. 

Hat man auf einer Geraden zwei unendliche Reihen von Strecken: 
04,04 OD Ar As ie DI OA OA OA ni ron. denen die 
ersten wachsen, die zweiten abnehmen, dabei aber immer größer als die ersten 
bleiben, und werden die Strecken A, A,’, A, Ay’, A, Ay, A, Ay, - . . schließlich 


kleiner als jede gegebene Strecke, so nimmt man an, die Gerade lasse sich 
durch einen bestimmten Trennungspunkt A derartig in zwei Teile zerlegen, 
so daß der eine Teil alle Punkte A,, der andere alle Punkte A,’ enthält. 


1 Hierauf anspielend, sagt Aristoteles (Analytica prot. I, 23, deutsche Ausgabe 
von KIRCHMANN in Philosophische Bibliothek, Bd. 72, S. 54, Aristoteles’ erste Ana- 
lytiken, Leipzig 1877): „So wird bewiesen, daß die Diagonale nicht von den Seiten 
des Quadrats gemessen werden könne, weil, wenn man annimmt, sie könne davon 
gemessen werden, folgt, daß das Ungerade dem Geraden gleich sei.“ 
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Die Arithmetik muß aber aus sich selbst heraus, unabhängig von der Be- 
rufung auf die Anschauung und auf geometrische Axiome, begründet werden. 

Der geometrische Gedankengang veranlaßt uns zu Folgendem: 

Wir führen zwei unendliche, auf Grund irgend einer Vorschrift herleit- 
bare Folgen rationaler Zahlen 


Be aan Wen Se 
ie, er ee ee 
ein. Diese sollen den folgenden vier Bedingungen B,) bis B,) genügen: 

B,) Für jedes ganzzahlige n soll an }ı = @n' sein. 

B). Für jedes ganzzahlige n soll ap ,,=.a, sein. 

B,). Für jedes ganzzahlige n soll a" =a, sein. 

B,). Ist e irgend eine beliebig gewählte positive rationale 
Zahl, so soll zu jedem æ eine derartige ganze positive Zahl k ge- 
funden werden können (k hängt von eab), daß die unendlich vielen 
Ungleiehungen a,,,—a,,,<e bestehen, wobei ø jeden der Werte 
0, 1, 2,3,... annimmt. Die vierte Bedingung läßt sich auch so ausdrücken: 
mit einem gewissen k beginnend, soll die Differenz ax¥— a, unter 
jeden noch so kleinen vorgegebenen Betrag sinken oder, wie man 


sagt, mit unendlich wachsendem %k unendlich klein werden. 
Hat man zwei unendliche miteinander zusammenhängende Folgen ratio- 


naler Zahlen: 
ha: as Fr y AN nia} 
? 
A ee 


welche die vier Eigenschaften B,) bis B,) besitzen, so nennen wir sie zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen. Wir sagen: die Zahlen a, 
bilden die erste oder aufsteigende Definitionsfolge (schärfer, da ja 
auch a„+,= a, sein kann, die niemals abnehmende Definitionsfolge). Die 
Zahlen a, bilden die zweite oder absteigende Definitionsfolge (schärfer, 
da ja auch a,';, = a, sein kann, die niemals zunehmende Definitionsfolge). 
Von der Existenz zusammengehöriger Definitionsfolgen, welche die Be- 
dingungen B,) bis B,) erfüllen, wird sich der Leser durch folgende Beispiele: 


0 1 2 3 4 
, 7’ 3 , T 5’ Ne A 033, 0,883, 08338, .. } 
” (0,4, 0,34, 0,334, 0,3334, $ 
2 ’ 1} , 14 , 14 , 14 , 
1 1 1 ia 1 1 
| 2 3 3 ? 4 , 5 , 6 y 7 3 Se é | 
| T 1 d 1 1 1 | ' 
2 ? 2 ’ 4 ’ 4 ’ 8 ’ 8 , 
E 1 ı a Ti. 1 
| 2 , 3 ? 4 ? 5 ’ 6 ’ 7 , 
| 1 1 1 $ 1 1 
2° 4” 8’ 16° 32” 64’ 


überzeugen. 


1 a = b bedeutet hier wie im folgenden, daß a entweder gleich b oder größer 
als b ist; das nämliche bedeutet b S a. 
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Zwei zusammengehörige Definitionsfolgen fassen wir durch 
ein Zeichen zusammen, indem wir setzen 


2N E a ae m Ease 

& = F P 7 h = ; 5 
Br RN ES Ay 

œa betrachten wir als ein durch die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen 
definiertes oder bestimmtes Gebilde. Ein solches Ding «, das wir nur aus- 
schließlich auf Grund einer Definition einführten, ist ein von uns aus rationalen 
Zahlen geschaffenes Objekt, das wir auch eine Zahl æ nennen. Für die so 
durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen eingeführten Zahlen wollen 
wir vorläufig kleine griechische Buchstaben verwenden. Die Gesamtheit dieser 
Zahlen « bezeichnen wir als System P.! 

Die Zahlen aus P haben bisher noch keine Eigenschaften. Da wir neue 
Symbole vor uns haben, so bedarf es besonderer Festsetzungen, in welchem 
Verhältnis sie zu den uns bisher nur bekannten rationalen Zahlen stehen 
sollen und ferner in welcher Weise mit ihnen zu operieren ist. 


Wir zeigen zunächst, ‘daß sich aus jeder beliebig gewählten rationalen 
Zahl r stets eine Zahl aus P konstruieren läßt. Wählt man nämlich in dem 


Zahlengebilde (5) alle a„ durchgehends gleich der nämlichen Zahl r und 
ln 
alle a,’ ebenfalls gleich r, so sind bei dieser speziellen Wahl alle vier für zwei 


zusammengehörige Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen B,) bis B,) 
erfüllt; daher ist 

i Di TER PE ee a 

E S a A 


ein Zahlengebilde aus P. 
Wir setzen durch Definition fest: Das spezielle Zahlengebilde 


Pit. tasara 
2 2 ’ 
u Ma 


! Rein arithmetische Einführungen der Irrationalzahlen auf Grund klarer Defini- 
tionen sind auf der einen Seite von R. DEDEKIND (Stetigkeit und irrationale Zahlen, 
Braunschweig 1872, 3. Aufl. 1905), durch seine „Schnitttheorie‘“ und auf der anderen 
Seite in mehr oder weniger miteinander zusammenhängender Weise, jedoch von- 
einander nnabhängig von CH. MERAY (Nouveau précis d’analyse infinitesimale, Paris 
1872, p. 2, Leçons nouv. sur l’analyse infin., Paris 1894, I, p. 23), G. CANTOR 
[Math. Ann. 5, 123 (1872), vgl. auch E. HEINE, Journ, f. d. r. u. ang. Math. 74, 
172 (1872)] und K. WEIERSTRASS in seinen Vorlesungen [vgl. Kossak, Die Ele- 
mente der Arithmetik, Programm d. Friedr. Werderschen Gymnasiums, Berlin 1872, 
und S. PINCHERLE, Giornale di matematiche 18, 178 (1880)] durch „Zahlenfolgen‘‘ 
gegeben worden. Die Darstellung des Textes operiert mit Zahlenfolgen wie die 
zweite Klasse, infolge Benützung zweier Zahlenfolgen statt nur einer laufen die 
Rechenregeln parallel der Schnitttheorie [vgl. G. Rıccı, Giornale di matematiche 35, 
22 (1897)]. Für die Auffassung des Textes vgl. P. BACHMANN, Vorl. über d. Natur 
der Irrationalzahlen, Leipzig 1892, S. 6, ferner A. CAPELLI, Giornale di matematiche, 
35, 209 (1897). Vergleichende Betrachtungen über die verschiedenen Einführungen 
der Irrationalzahlen von G. CANTOR, Math. Ann. 21, 564 (1883), H. BURKHARDT, 
Vierteljahrsschrift der naturforsch. Gesellsch. Zürich 46, 179 (1901), O. PERRON, 
Jahresbericht d. Deutschen Math.-Vereinigung 16, 142 (1907). Eingehende Literatur- 
angaben bei A. PRINGSHEIM, Enzyklopäpie d. math. Wiss. I, S. 47 besonders die 
französische Bearbeitung von J.. MOLK in der Encyclopédie des sciences math. I, 132. 
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bei dem sowohl die aufsteigende als auch die absteigende Defi- 
nitionsfolge durchgehends aus der nämlichen rationalen Zahl r 
bestehen, soll als die rationale Zahl r angesehen und mit r be- 
zeichnet werden. Infolge dieser Festsetzung kann jede rationale Zahl r 
aus dem System R der rationalen Zahlen, das wir'im Kapitel I betrachteten, 
als eine Zahl aus P geschrieben werden. 

‘Das System P, das alle rationalen Zahlen umfaßt, bezeichnet man als 
System der Gesamtheit der reellen Zahlen. Die Zahlen aus P nennt 
man die reellen Zahlen. Wir werden später sehen, daß das System # 
durch die rationalen Zahlen nicht erschöpft wird, sondern daß es auch noch 
zu ihnen ungleiche enthält. 


$ 2. 
Vier Hilfssätze zur Bildung reeller Zahlen. 


In diesem Paragraphen leiten wir vier wichtige Hilfssätze her, die uns 
aus Zahlen von P neue Zahlen aus P bilden lehren. 


n bn 

Hilfssatz I. Sind a = $ ) und $= i ) irgend zwei Zahlen 
Ay n 

Sn = An. + bn 
S, = ag i bi 
rationalen Zahlen S, =a, +b, und S, =a, +b, erfüllen die vier 
für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen erforderlichen Be- 
dingungen B,) bis B}. - 


aus P, so definiert auch y = ( ) eine Zahl aus P, d.h. die 


n bn 
Da nach Voraussetzung « = ( ) und f = i ) zwei Zahlen aus P sind, 
An n 


so gilt auf Grund der Bedingungen B,) bis B,) auf 8.62 für jedes ganz- 
zahlige n das System von Ungleichungen: 


(1) An +1 = Any (2) A $ = u (3) Qy. = ln, 


N) Krb, (2) nta Sb, (3) bna = bn, 


und ferner werden für genügend großes k die Differenzen ax— a, und bx — br 
beliebig klein. 

Durch Addition der Ungleichungen (1) und (1’) folgt nach Satz I und IV 
des ersten Kapitels § 11 (S. 56 und 57): 


trennt, Aha; 
ebenso ergibt sich durch Addition der Ungleichungen (2) und (2): 
due de. A a ER 
Durch Addition von (3) und (3°) erhält man 
tr en Finde ae 


Um zu zeigen, daß die Folgen der Größen s, und s,‘ auch die vierte für zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung erfüllen, wählen 


> ; Fe & f - - 
wir irgend eine positive Zahl —- Zu dieser muB es wie zu jeder positiven 


n 
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Zahl auf Grund von B,) ein ganze positive Zahl k, geben, für welche die 
Ungleichungen: 

P & 

hto Mt S 


bestehen, wobei a jeden der Werte 0, 1, 2,... annimmt. Ebenso muß eine 


ganze Zahl k, existieren, so daß 


A € 
Oro Dura Sy 


für o = 0, 1,2... Sei k die größere der zwei Zahlen k, und k, so ist gewiß 


i E E 
ET a E a T 


3 und be +0— be +o< se} 


wobei a jeden der Werte 0, 1, 2,... annimmt. Mithin ergibt sich durch 
Addition: 

ak +o— Artot Dr to— Bio %8, .hou,,- Skos E 
Die Zahlen s, und s,’ erfüllen also auch die vierte für zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung. 


Hilfssatz II. Ist «= (e) eine Zahl aus P, so definiert auch 


An 


J Ñ En eine Zahl aus P, d.h. die rationalen Zahlen „= — a, und 
Pe Be 77 
fa =— an erfüllen die vier für zwei zusammengehörige Definitions- 
folgen erforderlichen Bedingungen B,) bis B,). 
An 
Da a = ( ) eine Zahl aus P ist, so ist auf Grund der Bedingungen 
An 


B,) bis B,) für jedes ganzzahlige n: 


(O 1% er A I (3) ai = ly 


und ferner wird für genügend großes k die Differenz ax — a, beliebig klein. 
Aus (2) folgt nach Satz V des ersten Kapitels § 11 (Seite 57) — an 41 =— an, 
d.h. „+ı=zf; aus (1) ergibt sich ebenso: — aspi S aa dh. fep aas 
aus (3) folgt: — a, S— an, d.h. fa = fa. Mithin erfüllen die Zahlen f, und 
fa die drei ersten an zwei zusammengehörige Definitionsfolgen zu stellenden 
Forderungen. Die Bedingung B,) bezieht sich auf die Differenz fa — fa; diese 
ist gleich a, — an. Da also B,) von den Zahlen a, und a, erfüllt wird, so 


MAT her Ay 2 
trifft B,) auch für die Zahlen f, und f» zu. Folglich ist E ie wie 


a. 
wir beweisen wollten, eine Zahl aus P. 


we“ bn . 
Hilfssatz II. Sind «= C ) und f= a ) zwei Zahlen aus P, 
An n 
bei denen alle rationalen Zahlen a,, an, bn und b, ausnahmslos 
n = An -bn N 
positive Größen (> 0) sind, so definiert auch m = a AOT ) eine 
Pn = An * On 
Zahl aus P, d.h. die Zahlen p, = a,b, und Pn = an ° bn erfüllen die 
vier für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen erforderlichen 
Bedingungen B,) bis B,). 


LoEwY, Algebra. 5 
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n bn 
Da nach Voraussetzung a = G ) und f= s ) zwei Zahlen aus P sind, 
a an 


so erfüllen sie zunächst die Bedingungen B,) bis B,) und die hieraus für 
jedes ganzzahlige n fließenden Ungleichungen: 


area, (J a an), 9) W=a, 
Me, (2) ah, 3) ba = bn- 
Nach Voraussetzung sind die Größen an, bn, a, und b, sämtlich positiv, 


mithin kann man diese Ungleichungen nach Satz VI und VII des ersten 
Kapitels $ 11 auf S. 57 miteinander multiplizieren und erhält alsdann: 


An+ı" A Z da’ bn, An +1 Dr E da bni “u =a.b, 
d. h. 
Panti = Pn, Br == Du, Pr = 


Die Größen p, und p, erfüllen also die drei ersten für zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen aufgestellten Bedingungen. 

Sei ô irgend eine positive Größe, so kann man stets eine ganze positive 
Zahl k derartig finden, daß nach der für zwei zusammengehörige Definitions- 
folgen erforderlichen Bedingung B,) ay +o— arpo <Ô und by +o— bryo< Ò 
wird, wobei ø alle Werte 0,1,2,... annimmt. Wie beim Beweise des Hilfs- 
satzes I gezeigt ist, kann man tatsächlich dasselbe k für beide Ungleichungen 
nehmen. Nun ist 

Dr +6 Pr+o ae %+odr 40 — Ar +oÖdk+o 
== br +0 (@r +0— ak +0) fr Ar +o (bk + “> bx +0): 

Da bx +. nach Voraussetzung positiv ist, schließt man aus ar + 5— ak+o <Ù 
nach Satz VI des ersten Kapitels $ 11 auf Seite 57, daß 
(4) bk +0 (ar + o— Ak+o)< Dk +00 


wird. Da bkř}o— dk +0 und a;+. positive Größen sind, so ergibt sich aus der 
infolge von B,) erfüllten Ungleichung ar} o5 a +. und der Ungleichung 
bk +o— dx +0< ô nach Satz VL und VII auf Seite 57, daß 


(4) arto (r +0o— dr+o) <A +00 
wird. Durch Addition von (4) und (4’) folgt nach Satz 1V auf Seite 57, daß 
bre +o (ak + o™— ak4 o) + ar +0 (br + AGa bx +o) < br + o ò+ ak +0 ò 


wird. Da die Zahlen a,‘ und ud absteigende Definitionsfolgen bilden, so ist unter 
allen a, keines größer als a,’ und unter allen b,’ keines größer als b’. Aus 
%+0=a und br} o Sb, folgt, da ô positiv ist, nach den schon benützten 
Sätzen VI und IV auf Seite 57, daß by 4.8 +ay +.0=b,ö+a,'öist. Mithin wird 
Pr +0— Pr+o < Ö(a,' + b’). Ist seine beliebig vorgegebene positive Größe und 


wählt man ô = To so wird Pk+o— Pr+o< & Die Zahlen p, und p,’ 
1 1 

erfüllen also auch die vierte für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen er- 

forderliche Bedingung; mithin ist p eine Zahl aus P, wie bewiesen 


werden sollte. 
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Hilfssatz IV. Ist e= wa eine Zahl aus P, bei der alle ratio- 
An 


nalen Zahlen a, und a, ausnahmslos positive Größen (> 0) sind, so 
definiert auch 


1 
Tr 
P 1 
In HE 


eine Zahl aus P, d.h. die Größen 


1 s 1 
In = PE und Q= a 


erfüllen die vier für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen 
erforderlichen Bedingungen B,) bis B}. 


Da «= () eine Zahl aus P ist, so gelten zunächst für jedes ganz- 


An 
zahlige n die drei Ungleichungen: 


(1) An +4 = An, (2) m +1 = Ay, (3) ag = dn. 


Da die Größen a, und a,’ nach Voraussetzung lauter positive Zahlen sind, so 
1 


folgt nach Satz VI auf S. 57 aus (2) durch Multiplikation mit — » ar die Un- 
a Anti 

gleichung = _" -, ans (1). durch Multiplikation. mit. - die Un- 
dAn ln +1 An Uni 


gleichung — = - und schließlich aus (3) durch Multiplikation mit 
n n+1 


L - 2, die Ungleichung 5 = 4, » Diese Ungleichungen besagen aber, daß 
(1) da= gatis (2) WW =s (8) ga =g 


ist. Mithin erfüllen die Größen q, und q„' die drei ersten für zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen. 

Sei ô irgend eine positive Größe, so kann man stets eine ganze positive 
Zahl % finden, für die infolge der vierten für zwei zusammengehörige Defi- 
nitionsfolgen erforderlichen Bedingung axr +o— ar+o< Ô wird, wobei ø jeden 
der Werte 0, 1, 2, ... annimmt. Bilden wir 


q , q 1 1 ak4 o— Ak+o 
Te TH T 
s va k4 o dk + o Akt oûðk +o 
1 Sr å ; 
Da ——— und —— positive Größen sind, so folgt aus ax +o— ar+o< Ô nach 
Uk+o ak +o 


Satz VI auf Seite 57, daß 


Gy +o— Ak+o < ò 
Ak +04 +0 Oky o OE o 
wird. Daher ist 
ò 


oder gr +0 — Aero <Ögk+o'Gk+o- 
5* 


dk +0 Ik+o< = 
Uk +o’ dk +o 
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Nun ist Qx +o positiv und nach (3) qro SÆ qr +0; folglich ist der im 
der Ungleichung q+o- gr+o< Ôk +olk+o rechts stehende Ausdruck 
Oro +0 = Ge o und daher +0 Qk+o<6 Fre e- Nach (2) bilden 
die Größen q,„ eine absteigende Folge; daher ist keine von ihnen größer als q,', 
also g +o SQ. Hieraus ergibt sich schließlich qx + — Qx +0 < Ô En lat 
eine willkürlich vorgegebene positive Größe und wählt man ô = Z; so hat 


N 
man gr +po— Qk+o<e, wobei a jeden der Werte 0, 1, 2, ... annimmt. 


Hiermit ist gezeigt, daß bei E auch die vierte für zwei zusammengehörige 


An 


Definitionsfolgen erforderliche Bedingung erfüllt ist. ( ) ist demnach eine 


Zahl aus P. 


An 


83. 
Gleichheit, Addition und Multiplikation im Gebiet der reellen Zahlen. 


Was bei den Zahlen aus P Gleichheit, Addition und Multiplikation 
heißen soll, war noch nicht definiert. Wir verwenden folgende Definitionen: 


n bn 
Definition I. Zwei Zahlen a = p ) und ĝ = f ) aus P sollen 
An n 


dann und nur dann gleich heißen, æ = ĝ, wenn die zweifach un- 
endlich vielen Ungleichungen zwischen den sie definierenden 
rationalen Zahlen: a „=b, und b„=a,, wobein jeden der Werte 
1, 2, $, .... zu durchlaufen hat, stattfinden. Ist also auch nur 
eine einzige Ungleichung dieses zweifach unendlichen Systems 
durchbrochen, so heißt «a #£ß. 


Definition H. Bine - ($ 


\An 


bn 
) und = F ) irgend zwei beliebige 


Zahlen aus P, so soll unter ihrer Summe 


die Zahl 


Be k — 4, E 
ET = an + Ga 


aus P verstanden werden. (Nach dem Hilfssatze I auf S. 64 ist y tat- 
sächlich eine Zahl aus P.) 

Die Multiplikation definieren wir zunächst bloß für solche Zahlen aus P, 
bei denen die Definitionsfolgen ausschließlich nur positive rationale Zahlen (> 0) 
enthalten. Zu dem Zweck geben wir folgende 


n bn 
Definition IE Sind œ = (C ) und = ; ) zwei Zahlen aus P, 
An n 


bei denen sämtliche zur Bildung verwendeten rationalen Zahlen 
An, An, bn und by für jeden Wert von n ausnahmslos positiv (> 0) sind, 
so soll unter ihrem Produkt 


== (0) (1) 
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die Zahl 


m = An ’ *à 
n = 
Pn = An by 


verstanden werden. (Auf Grund des Hilfssatzes III auf S. 65 ist z tat- 
sächlich eine Zahl aus £.) 

Wir beweisen zunächst, daß die durch Definition I erklärte 
Gleichheit den an jede Gleichheit zu stellenden Forderungen 6,) 
bis G,) auf S. 25 u. 33 genügt. 

In der Definition I ist der Begriff „gleich“ so erklärt, daß sich gleich 
und ungleich gegenseitig ausschließen. Mithin ist die Definition der Gleichheit 
eine determinierte, und Postulat G,) wird erfüllt. 


bn 
Ersetzt man in der unter I gegebenen Definition die Zahl ĝ = l; ) 


durch a = i , so ergibt sich als notwendige und hinreichende Bedingung 
a 


der Gleichheit. von a mit sich selbst an Stelle der in I angegebenen zweifach 
unendlich vielen Ungleichungen nur ein System von einfach unendlich vielen 
Ungleichungen, nämlich an S an, wobei n jeden der Werte 1, 2, 3,... an- 


zunehmen hat. Da « = (3) eine Zahl aus P ist, so sind die a, und a,’ zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen und erfüllen daher auf Grund der Be- 
dingung B,) die Ungleichungen a„=a,. Die Definition I ist mithin derart 
gefaßt, daß das Gleichheitspostulat G,) erfüllt wird, also jede Zahl « aus P 
sich selbst gleich ist, « = æ. 

Daß die Definition I das Postulat G,) erfüllt, also, wenn « = ĝ ist, auch 
ĝ = a wird, sieht man unmittelbar; denn bei der in I gegebenen Definition 
der Gleichheit werden durch die Vertauschung von œ und ĝ oder der sie 
definierenden Zahlen «a,, a, und bn, bn’, die zwei Systeme der unendlich vielen 
Ungleichungen nur untereinander vertauscht. 

Es seien e = mL B = (1) und y= (2) drei Zahlen aus P. Wir 
wollen beweisen, daß das Postulat G,) zutrifft, d. h. daß aus æ = ĝ und ĝ = y 
die Gleichheit œ = y folgt. Der Beweis ergibt sich auf folgende Art: Ist 
« = # und f = y, so bestehen auf Grund von Definition I die Ungleichungen 
AnS bn, und bn, S An bzw. bn S Cn und Cn S bn, wobei n jeden der Werte 
1, 2, 3, ... anzunehmen hat. Durch Addition der ersten und dritten bzw. 
zweiten und vierten Ungleichung folgt an+ bn S bn + Cn und bnt Cn S an + b,. 
Hieraus ergibt sich 


(1) An E Cn + (bp — bn) und Cn SE An + (by — bn). 

Wir wollen nun zeigen, daß die Annahme, für einen Wert N des Index n 
würde einmal ay > c, unmöglich ist. Ist a, > Cy, so sei die positive Zahl 
Ay— ey mit p bezeichnet, also a, = Cy +p. Da die Zahlen a, einer auf- 


steigenden, die Zahlen e,‘ einer absteigenden Definitionsfolge angehören, so 
ist ay, = ly» Cy4o Zen, wobei o jeden der Werte 1, 2, 3,... annehmen 


kann. Folglich ergibt sich aus a, = Cy +p die Beziehung 


’ D 
(2) Nto ZÈ CNto ÈP 
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Da die Zahlen b, und b, zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen an- 
gehören, so kann man nach B,) eine ganze positive Zahl % finden, so daß die 
Ungleichungen by +0— dk +6 <p für jeden Wert ø = 0, 1, 2,... erfüllt sind. 
Setzt man in die oben unter (1) hergeleitete, für jedes ganzzahlige positive n 
gültige Beziehung: an Æ Cn + (bn — bn) an die Stelle von n den Wert k+o, 
wobei c = 1, 2, 3,... und k die soeben bestimmte Zahl bedeutet, so erhält 
man aryo S Crk pot (dr +o— br+o) und hieraus, da bk}o—br}o<p ist, 
schließlich 


ak+o < Cr +0o+P- 


Sei L die größere der zwei Zahlen N + 1 und k+ i, so sind in den zwei 
Systemen (2) und (3) auch die zwei Ungleichungen: 


a, =c, +p ud a,<c,+p 


enthalten, die sich widersprechen. Mithin ist unsere Annahme, daß einmal 
ay > Cy wird, falsch. Folglich besteht für jeden Wert n = T, 2, 3, ... die 


Ungleichung an S e,'. Ebenso beweist man auf Grund der in (1) enthaltenen 
gleichberechtigten Relation „= a, + (bn — bn), daß „=a, wird. Die er- 
haltenen Ungleichungen ap S Cn und Cn S a, besagen aber nach Definition I, 
wie wir beweisen wollen, daß die Gleichheit « = y stattfindet. 

Nachdem wir gezeigt haben, daß die Definition I die Gleichheit tatsäch- 
lich als determinierte, reflexive, symmetrische und transitive Relation bestimmt, 
haben wir noch zu zeigen, daß sich sämtliche nach Definition I als gleich 
erklärte Zahlen aus P auch bei der durch Definition II festgelegten Addition 
und bei der durch Definition III eingeführten Multiplikation gegenseitig ver- 
treten können. 


An An : 
Seien a = ( ) und g = E ) zwei gleiche Zahlen aus P und ebenso 
Ay An 


by bn D 
pa i ) und f= F ) zwei gleiche Zahlen aus P, also œ =g und P=P. 


Nach Definition I bestehen, da œ =& ist, die zweifach unendlich vielen Un- 


gleichungen: 

(4) „Zu, 
und 

(5) An == u} 


ebenso hat man, da ĝ = ĝ ist, die zweifach unendlich vielen Ungleichungen: 


(4) b, = b,' 
und 
(5°) bn = by. 
Durch Addition von (4) und (4) bzw. (5) und (5’) erhält man: 
(6) an+ bn SE Ün + bu 
und - 
(1) an+ bn = an + by. 


Nach Definition II ist 


An + bn Te i -OA 
eree e und atge (0. i)i 
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die Ungleichungen (6) und (7) besagen nach Definition I, dab œ + f =œ + ĝ. 
Unsere Definition der Gleichheit genügt also auch der PONESE: daß Gleiches 
zu Gleichem addiert, Gleiches ergibt. 

Die Multiplikation war nur für besondere Zahlen aus P durch Definition 
erklärt. Wir müssen zeigen, daß sich bei ihr irgend welche durch I als gleich 
definierte Zahlen der besonderen Art, wie sie Definition III verwendet, durch- 
einander ersetzen lassen, Sei wieder 


=) = T 


und «= g, ø = f. Entsprechend Definition III setzen wir voraus, daß die 
rationalen Zahlen an, an, An, An, Dny On, On, On für jeden Wert von n sämt- 
lich positiv sind. Da «=, f = /, so hat man die Ungleichungen: 


(4) AnS tn, (5) nem, w S, 5) bn Sbn. 


Die in diesen Ungleichungen auftretenden Zahlen sind nach Voraussetzung 
sämtlich positiv; mithin ergibt sich nach Satz VI und VII auf S. 57 durch 
Multiplikation von (4) und (4’): a„- bn S an * bn und ebenso durch Multiplikation 
von (5) und (5): a,b, = an + by. 

Nach Definition III ist 


«f = K ke; und a= 


"PA o 


Die gewonnenen Ungleichungen an” bn Saa bmd a b þesagen 
nach Definition I, daß « -8 =g. 8. Mithin können sich auch bei der durch Defini- 
tion III erklärten Multiplikation gleiche Zahlen aus P gegenseitig vertreten, 

Die für die Gleichheit von Zahlen aus P gegebene Definition genügt 
also den fünf Postulaten G,) bis G,). 

Die Zahlen aus P enthalten das System R der rationalen Zahlen als 
Spezialfall. Für die Zahlen aus R wurden die Begriffe „gleich“, „addieren“ 
und „multiplizieren“ bereits früher definiert. Ehe wir unsere Defini- 
tionen Ibis III als rechtmäßig ansehen können, ist noch zu zeigen, 
daß jedesmal, wenn eine Zahl aus P gleich einer Zahl aus R ist, 
die Definitionen I bis III für die Gleichheit, Addition und Mul- 
tiplikation von Zahlen aus P in die früher für die Zahlen aus R 
gegebenen Definitionen übergehen, daß also nicht etwa für die 
speziellen Zahlen aus P, die gleich Zahlen aus R sind, einer der 
Begriffe „Gleichheit“, „Addition“ und „Multiplikation“ auf zwei 
einander widersprechende Weisen festgelegt ist. 


Seien «a = $ P] und pS o v zwei Zahlen aus P, die gleich den ratio- 

An 
nalen Zahlen r und s aus R sind, d. h. « läßt sich als Zahl aus P auch in der 
Form i Rech ) und ĝ als Zahl aus P in der Form & es ) 


ET ER 
schreiben. Es gelten also die Gleichungen 


(8) A i k Pi Tras Ta i 
An re S 


und 
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bn ee ET 
o Barde a 

bn e. Br E E 
zu deren Existenz nach Definition I das Bestehen der Ungleichungen an Sr, 
r=a, bzw On SE 83:8 5 ba für jeden ganzzahligen Wert n = 1, 2, 3,... 
notwendig und ausreichend ist. 

n bn ; > i 
Sind die Zahlen « = k ) und = l ) aus P gleich, so ergibt sich aus 

Ay R 
(8) und (9), da die Gleichheit von Zahlen aus P schon als symmetrische und 
transitive Relation nachgewiesen war, daß die rechten Seiten von (8) und (9) 
gleich sein müssen, da es die linken Seiten nach Voraussetzung sind. Man 


hat also 
K e AE, el Buy so, da i'a}. 
D ea eE es 
Sollen die zwei Zahlen 
RR! he 
und 
alas EM Wer 
aus P gleich sein, so erfordert dies nach Definition I das Bestehen der zwei 
Ungleichungen r&s und s=r; auf diese reduziert sich nämlich im vor- 
liegenden Fall das bei Definition I angegebene zweifach unendliche System 
von Ungleichungen.: Damit die zwei angeführten Ungleichungen r<s und 
s Sr nebeneinander bestehen können, muß r = s sein, da sich sowohl r < s 
und s < r als auch r = s und r< s oder s < r nach Seite 55 gegenseitig aus- 
schließen; wenn also Zahlen aus P, die dem System R angehören, nach der für 
die Gleichheit von Zahlen aus P gegebenen Definition I gleich sind, so sind sie 
es auch als Zahlen des Systems R. 

Sind umgekehrt die Zahlen r und s aus R gleich, also r = s, so stimmen 
die Gleichungen (8) und (9) in ihren rechten Seiten überein; hieraus ergibt 
sich, da jede Gleichheit für Zahlen aus P bereits als symmetrische und tran- 
sitive Relation erwiesen war, daß die linken Seiten von (8) und (9) gleich 


n bn 
sind. Mithin sind t ; und l; ) auch nach Definition I als Zahlen aus 
An n 
P gleich. 
Ist « = A eine Zahl aus P, die gleich der rationalen Zahl r ist, und 
An 


bn 
ist ebenso ĝ = p ) eine Zahl aus P, die gleich der rationalen Zahl s 


R 


ET ai aaia Tei Sy Sy 22.3 Sy jeo 
a 2 und kao ? E 


ETA E Be ET 


ist, also 


so ist nach Definition II: 
r+s r+s TORTNE: a 2, AA 
a+6=| ? ? , j 
E B R E aa S a 


diese Zahl aus P ist aber die rationale Zahl r + s aus R. Mithin ist die 
durch Definition II für Zahlen aus P eingeführte Addition nur eine Erweiterung 
der Summenbildung für rationale Zahlen aus R. 
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Sind r und s zwei rationale positive Zahlen, so ist, wenn 


Brusa..®,;.. rien: 
er r Pe i ) und p= (7° i Jè 


EART BES iN C E E. OAR 


PILEIT IT TEUER, (ab) 
? 
ee oare Fe 


diese Zahl aus P läßt sich aber als r-s in R schreiben. Mithin ist für den 
Fall, daß œ und ĝ die rationalen positiven Zahlen r und s sind, das durch 
Definition III definierte Produkt auch ihr gewöhnliches Produkt r. s. 

Wir haben demnach das Resultat: Jedesmal, wenn zwei Zahlen œ und 8 
aus P gleich rationalen Zahlen sind, werden die für sie durch die Defini- 
tionen I bis III eingeführten Begriffe der Gleichheit, der Addition und der 
Multiplikation identisch mit den nämlichen Begriffen bei den ihnen gleichen 
rationalen Zahlen. 


8.4. 
Einteilung der reellen Zahlen in positive und negative. 


Auf Grund der zu Beginn des § 3 für die Gleichheit von Zahlen aus P 
gegebenen Definition lassen sich diese, wie nunmehr gezeigt werden soll, in 
drei sich gegenseitig ausschließende Klassen einteilen, die durch die Zahl 0, 
die positiven und die negativen Zahlen gebildet werden. 

Wir beweisen zunächst folgenden 

Satz I. Jede Zahl « = > P En 


r r t 
n PE. EER T 


') ist gleich der Zahl 


ee: 

1 2 n . . . 
Dr r ‚die aus @ hervorgeht, indem man in 
Ak? Ag,» u. Akn? EN 

Qiy Qoz » +, Anz... A WY i LAS 

( Me: ; beliebig viele ap und die ihnen entsprechen- 
re SA 


den a, mit den nämlichen Indizes streicht, vorausgesetzt, daß in 
der Folge Ak Ahr +: noch unendlich viele Zahlen übrig bleiben. 
keak Eh o e bedeuten hierbei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3,...! 
Gyr Apa 
a,» Ay pr 
stellenden Bedingungen B,) bis B,), da dies von den zwei die Zahl « be- 


Offenbar erfüllen | | alle vier an zwei Definitionsfolgen zu 


Ais As, -. 


stimmenden Definitionsfolgen í } geschieht, aus denen sie hergeleitet 


wurden. Mithin ist | É ) eine Zahl aus P, die wir mit «’ 


1 Man kann also entweder eine endliche Anzahl der a, streichen oder auch 
unendlich viele, wobei aber darauf zu achten ist, daß noch unendlich viele übrig 
bleiben müssen; z. B. kann man alle a, streichen, deren Index durch 5 teilbar ist, 
aber nicht etwa alle «,, deren Index größer als die Zahl 100 oder eine andere vor- 
gegebene Zahl ist. 
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bezeichnen wollen. Nach B,) bestehen für zwei zusammengehörige Definitions- 
folgen die Ungleichungen a, =a;,. Da nach Definition k, =n und die a, 
einer aufsteigenden, die a, einer absteigenden Definitionsfolge angehören, 
also an S ap, und a, =a, ist, so schließt man, daß einerseits a, S a,» 
andererseits a, = a, wird, wobei n jeden der Werte 1, 2, 3, ... annimmt. 
Die zwei zuletzt gefundenen Systeme von Ungleiehungen besagen aber nach 
Definition I auf S. 68, daß, wie wir beweisen wollen, die zwei Zahlen œ und o’ 
gleich sind. 

Wir beweisen ferner 

Satz II. Hat man eine Zahl «œ = L; 
steigende Definitionsfolge ausnahmslos negative Zahlen oder 
Nullen, die absteigende Definitionsfolge ausnahmslos positive 
Zahlen oder Nullen enthält!, so ist die Zahl « gleich 0. 
a 


) aus P, bei der die auf- 


Nach Voraussetzung sollen bei der Zahl ( > sämtliche a, negativ oder 


An 
0, und sämtliche a,’ positiv oder 0 sein, d.h. man hat „=0 und a" = 0; 
diese zwei Systeme von Ungleichungen besagen nach Definition I (8. 68), 


É EN, 10; 33 
daß die Zahl % ) gleich der Zahl ( fi 
An 


) aus P oder gleich der 
a 


rationalen Zahl 0 ist. 


Hat man eine Zahl « = ( 


i und enthält die aufsteigende Definitions- 
folge einmal eine Zahl a,, so daß a, > 0, also a, positiv ist, so sind alle auf 
ag folgenden Zahlen @,,,, Ay42; @yyra, -. - ebenfalls positiv, da die a, eine 
aufsteigende Definitionsfolge bilden. Nach der für zwei zusammengehörige 
Definitionsfolgen gültigen Bedingung B,) ist stets a, =a,. Wenn demnach 
die Voraussetzung a, > 0 zutrifft, so wird, da die Größen a,’ eine absteigende 
Definitionsfolge bilden, jede der Zahlen a,', wobei n die Werte 1, 2, 3,... 
annimmt, positiv. 


Hiernach definieren wir: 


Definitica t "Eine Zahia = “ 


An 
sich in der aufsteigenden Definitionsfolge der a, einmal eine 
positive Zahl a,(a, > 0) vorfindet. 

Da für eine soeben als positiv definierte Zahl aus P bei der absteigenden 
Definitionsfolge der a, sämtliche Zahlen und bei der aufsteigenden Definitions- 
folge alle von einer gewissen a, an, wie schon ausgeführt wurde, positiv sind, 
so ergibt sich nach Satz I, daß 


) aus P heißt positiv, wenn 


BR N Ag +13 My +23 iy 
Fi PIY ! + A 
Ag; Qg +13 Ag +23 >» 


ist. Wir haben daher 


1 Bei den gemachten Voraussetzungen bedingt das Auftreten einer O in einer 
Definitionsfolge, daß alle folgenden Zahlen der betreffenden Definitionsfolge auch gleich 
0 sind. 
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Satz III. Für jede positive Zahl lassen sieh stets zwei zu- 
sammengehörige Definitionsfolgen angeben, die ausnahmslos 
positive Zahlen (> 0) enthalten. 


Hat man eine Zahl « = a und enthält die "aufsteigende Definitions- 
An 


folge der a, keine einzige positive Zahl, so betrachten wir die absteigende 
Definitionsfolge der a,. Entweder enthält diese keine negativen Zahlen, dann 
ist nach Satz“ II die Zahl ==0, oder die absteigende Folge der a,’ enthält 
wenigstens einmal eine negative Zahl a, (ax < 0). 


An 
Hat man eine Zahl « = | ) und enthält die absteigende Definitions- 
An 


folge einmal eine Zahl ax, die negativ ist, so sind alle auf a, folgenden 
Zahlen ak +,, an +3, -- . ebenfalls negativ, da-die a, eine absteigende Defi- 
nitionsfolge bilden. Nach der für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen 
gültigen Bedingung B,) ist stets a, = an. Demnach wird, wenn die Voraus- 
setzung a, < 0 zutrifft, jede der Zahlen a,, wobei n jeden der Werte 1, 2, 3,. 

annimmt, negativ. Auf Grund von Satz I ergibt sich, daß jede Zahl 


An 2 s z - - $ = 
a =( J: bei der einmal eine negative Zahl a, auftritt, sich auch in der 
Ay 


An, An Artos + -- - à ER sys 
Form a = ( si p Ha as j ) schreiben läßt, wobei beide Definitionsfolgen 
An, Antis Antos» 
ausschließlich negative Zahlen enthalten. 
Wir definieren: 


Definition II. Eine Zahl e = i heißt negativ, wenn sich 
An 


in der absteigenden Definitionsfolge der a, einmal eine negative 
Zahl a, (ax < 0) vorfindet. 

Auf Grund der zuletzt angeführten Tatsachen haben wir 

Satz IV. Für jede negative Zahl lassen sich stets zwei zu- 
sammengehörige Definitionsfolgen angeben, die ausnahmslos 
negative Zahlen (< 0) enthalten. 

Durch die voraufgehenden Betrachtungen sind die Zahlen aus P in die 
drei Klassen: 0, positive Zahlen und negative Zahlen eingeteilt, so daß jede 
Zahl einer und auch nur einer der drei Klassen angehört. Wie man un- 
mittelbar sieht, sind die gegebenen Definitionen auch völlig im Einklang mit 
denjenigen bei rationalen Zahlen; denn jede positive rationale Zahl läßt sich 
nach Satz III als positive Zahl in P und jede negative rationale Zahl nach 
Satz IV als negative Zahl in P schreiben. 


85. 


Die reellen Zahlen bilden einen Körper. Multiplikation negativer 
Zahlen. (Ergänzung des $ 3.) 


Wir beweisen nunmehr, daß auch die Gesamtheit -der reellen 
Zahlen einen Körper bildet, d.h. daß für die reellen Zahlen bei 
ihrer Addition und Multiplikation die 10 Postulate A,) bis A}, 
M,) bis M,), C) und D) auf S. 34—36 gelten. 
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Die Addition der Zahlen aus P ist bereits durch Definition II des § 3 
auf S. 68 vollkommen festgelegt; hingegen bestimmt die Definition III auf 
Seite 68 die Multiplikation nur für besondere Zahlen aus P; wir werden diese 
daher noch zu ergänzen haben, was später geschehen soll. Zunächst behandeln 
wir die Addition der Zahlen aus P. 

Die Summe zweier Zahlen aus P ist nach Definition II auf S. 68 
wiederum eine Zahl aus P; daher ist die Addition stets innerhalb des Zahlen- 
kreises P ausführbar, ohne aus ihm herauszuführen, und mithin ist A,) erfüllt. 

Die Addition der Zahlen aus P befolgt auch das assoziative Gesetz A,), 


d. h. sind 
An bn Ca 
Sy (2) er. a , E E 


irgend drei Zahlen aus P, so ist [æ + f] +y =a + [+y] Der Beweis folgt 
sofort aus der Tatsache, daß für die Addition der rationalen Zahlen das 
assoziative Gesetz gilt, daß also 


[an+ b,] E Cn = Ant [bn + Cn] und [an $ bn] + Cn en an + [bn + ên] 
ist. 
JN A. a a 
Die Zahl 0= (2 0 et 
.) 9: SERIEN CON : Re 
Addition neutrales Element; denn es ist nach Definition II: 
D g x a a e h ass ) Š 5 + $ -{") 
On BE REDE a 
Mithin ist auch A,) erfüllt. 
It œ = ( 


) ist für die Zahlen aus P bei ihrer 


1) irgend eine Zahl aus P, so ist nach Hilfssatz II auf S. 65 


An 


auch ( S eine Zahl aus P. Wir bilden nach Definition II die Summe 


— aln 
As — Ar An — An 
wesen! 
Ay — Ay An — Au 
An . . . 
Da ( ) eine Zahl aus P ist, so ist auf Grund von B,) a, >a,, also 
gi : 
Gr 


an — an = 0 und a„- a, S0. Mithin ist die Zahl ( ah nach Satz II auf 


An — An 

S. 74 gleich 0. Die erhaltene Gleichung (er) + | = 0 zeigt, daß die 
An — an 

Zahlen aus P auch das Postulat A,) erfüllen. Mithin ist (Satz II des Kap. I, 


— An 


ST auf S. 34) die zu p entgegengesetzte Zahl — a = — (e) gleich 


n Mn 


N An . 
( í ): Unter der Differenz $—.« ist genau wie früher (vgl. S. 35) 
die Summe 8 + (— a) zu verstehen, so daß 8 — a durch (8—0) +a = £ 
Du E aA 
ba, 
Ehe wir die Gültigkeit der für die Multiplikation in Frage kommenden 
Postulate behandeln, schicken wir folgendes voraus: Eine positive Zahl aus 


charakterisiert ist. Also ist ĝ— «= ( 
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P läßt sich nach Satz III auf S. 75 immer derart schreiben, daß alle in ihren 
zwei Definitionsfolgen verwendeten rationalen Zahlen ausnahmslos positiv sind. 
Das Verfahren der Multiplikation zweier positiver Zahlen œ und ĝ 
aus P definieren wir auf folgende Weise: Man stellt « und f so 
dar, daß in ihren Definitionsfolgen ausnahmslos positive ratio- 
nale Zahlen verwendet werden, und verfährt nach der für die 
Multiplikation solcher Zahlen aus P gegebenen Definition III auf 
S.68. Das Resultat ®-3 ist, wie auf S. T1 gezeigt wurde, völlig unabhängig 
von der Art und Weise, wie man für « und $ solche Repräsentanten mit 
nur positiven rationalen Zahlen in ihren Definitionsfolgen auswählt. 

Wir weisen zunächst nach, daß die Postulate M,) bis M,), C) und D) 
bei der Multiplikation der positiven Zahlen aus P gelten. 

Nach Definition III führt die Multiplikation positiver Zahlen aus P 
wieder zu solchen, sie ist also gewiß in P ausführbar; mithin ist Postulat M,) 
erfüllt. 

Die Multiplikation der positiven Zahlen aus P erfüllt das assoziative 
Gesetz M,) der Multiplikation, d.h. sind «, ĝ, y drei positive Zahlen aus P, 
so ist æ- (8. y) = (m-d)-y. Seien 


(> li) r-k) 


drei positive Zahlen, in deren Definitionsfolgen ausnahmslos positive rationale 
Zahlen verwendet seien, so folgt das Resultat aus der Tatsache, daß für die 
Multiplikation der rationalen Zahlen das assoziative Gesetz gilt, daB also 
sowohl an [bn"* Cn] = [an + bn]* Cn als auch a, + [bn cn] = [an bn] "Cn ist. 

An 


Ist æ eine positive Zahl aus P, a = | ) wobei die rationalen Zahlen «a, 
a 


n 


und a, alle positiv sind, so ist 


(2) % Paa RA A w () 

wel G Pe ASE DAC EE FE 

Mithin ist für die Multiplikation der positiven Zahlen aus P die rationale 
Zahl 1 neutrales Element, und es ist auch Postulat M,) erfüllt. 


An . .je . 
Ist «= | ) eine positive Zahl aus P, zu deren Darstellung ausschließ- 
An 
lich positive rationale Zahlen a, und a, verwendet sein mögen, so ist auch 
1 
An 
1 
An 


nach Hilfssatz IV auf S.67 eine Zahl aus P, bei der alle Größen ta und 


[4 
In 


1 
— positiv ausfallen. Dann wird das Produkt 


n 


1 ln \ 
An ur dr 
Da u VEE P 
An Ay 
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An 2 £ s 
Da ( ) eine Zahl aus P ist, so ist nach der Bedingung B,) stets a, = a,. 
Mn 


Aus dieser Ungleichung folgt nach Satz VI auf 8.57 durch Multiplikation 


mit der positiven Zahl t, daß =, <1, und ferner durch Multiplikation 
mit der positiven Zahl : ‚daß 1= = -- Die Ungleichungen Fr =<1 und 


rs S besagen nach Definition I auf S. 68, daß die zwei Zahlen 


An 
a. = ( ER ia) 
An As daie asih SI: 
An 


gleich sind. Da die letztere Zahl gleich der rationalen Zahl 1 ist, so hat man 


An 
Mithin enthält das System P neben jeder positiven Zahl « = ( $ 


die durch lauter positive rationale Zahlen a, und a, repräsentiert 
i 


Ay 
sei, die Zahl Hin, die wir infolge der Gleichung 


An 


Wa 
in Übereinstimmung mit Satz XI auf S. 38 gleich — setzen und 
a 


als die zu «œ reziproke Zahl bezeichnen. Es ist also auch Postulat M,) 


erfüllt. 
Die Multiplikation der positiven Zahlen aus P befolgt auch das kommu- 
tative Gesetz C), d. h. sind « und ĝ zwei positive Zahlen, so ist aœ- ĝ = ĝ- o. 


An b 

Sind nämlich « -( ) und = pir wie wir es verlangen, durch aus- 
An 

nahmslos positive rationale Zahlen dargestellt, so ist 


An * ba b, ° An 
a8 = | ) und Ba = h" J: 


an Da n ° An 


n 


Da das kommutative Gesetz für rationale Zahlen bereits bewiesen ist, so ist 
An- bn = bn’ An und a,b, = b,-a,. Mithin wird «-3?=-ea, und es ist ge- 
zeigt, daß die Zahlen aus P das kommutative Gesetz der Multiplikation er- 
füllen. 
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Die Richtigkeit des distributiven Gesetzes D) für drei positive Zahlen, 
d.h. die Gültigkeit der Gleichung a $+yJ=«e-P+te:-y wer sich auf 
folgende Weise: Seien 


te er 


positive Zahlen, bei deren Definition ausnahmslos positive rationale Zahlen 
verwendet seien. Nach Definition ist alsdann 


An (bn Sy En) 


An: bn + An’ Cn 
d sB- ey = | ) . 
aze (bn + e Ra z ê ji 7 


(8 = 
MEER | Ay Da + Apr On 


Da das distributive Gesetz für rationale Zahlen bereits bewiesen ist, so ist 
An (On F Ca) = Qa tt und an (Oa F Cn) = ar On tan en 


Mithin ist gezeigt, daß für positive «, f, y wirklich a- (8 +y)=0.-ĝf+a.y ist. 
Wir haben die Multiplikation bisher nur für positive Zahlen aus P 
definiert. Um sie auf negative Zahlen aus P zu erweitern, schicken wir 


z An . az : P 
zunächst folgendes voraus: Ist « ={ % eine Zahl aus P, so ist die zu œ 


An 
entgegengesetzte Zahl — œ = R ie (vgl. S. 76). Nach den Sätzen III und IV 
— (An 


auf S. 75 folgt hieraus, daß, wenn man nicht die Zahl 0 vor sich hat, die 
eine von zwei entgegengesetzten Zahlen aus P stets ‚positiv, die andere negativ 
sein muß. Eine negative Zahl aus P läßt sich daher stets in die Form — « 
bringen, wobei «œ eine positive Zahl aus P ist. 

Die Ausdehnung der Multiplikation von positiven auf nega- 
tive Zahlen aus Pund auf Null geschieht durch folgende Definition: 
Das Produkt irgend einer positiven oder negativen Zahl œ aus P 
in die Zahl 0 und in jede zu ihr gleiche soll die Bedeutung 
a0 =0-«@=0 haben; das Produkt einer positiven Zahl œ aus P 
in eine negative Zahl —8 aus P soll die Bedeutung «-(- ß) 
=(— ĝ)-æ =-— (« - f) haben, das Produkt zweier negativer Zahlen — «a 
und — ĝ aus P soll die Bedeutung (—a)-(—- ß) = aœ. haben. 

Soll die Gesamtheit der reellen Zahlen aus P einen Körper 
bilden, so ist die für die Multiplikation soeben aufgestellte Defi- 
nition durchaus notwendig; denn bei irgend einer anderen Definition 
würden die Sätze VI und VII auf 8. 36, die für die Multiplikation von 
Zahlen eines Körpers gelten müssen, nicht erfüllt sen. Die Ausdehnung der 
Multiplikation von positiven Zahlen aus P auf negative Zahlen und auf 0 ist 
hier in der nämlichen Weise wie in Kapitel I, $8 auf 8.42 bei dem Über- 
gang von den ganzen positiven Zahlen zu den ganzen negativen Zahlen und 
zu 0 geschehen. Definiert man die Multiplikation für negative Zahlen aus P 
und für O in der angegebenen Weise, so gelten die Postulate M,) bis M,), 
C) und D) für alle Zahlen aus P. Sie werden nämlich, wie bereits oben be- 
wiesen, von den positiven Zahlen aus P erfüllt. Aus dieser Tatsache im 
Verein mit der für die Multiplikation mit 0 und negativen Zahlen gegebenen 
Definition folgt, daß die 6 Postulate M,) bis M,), C) und D) für alle Zahlen 
aus P gelten. Der Beweis läßt sich wie im Kapitel I, § 8 führen, wenn man 
nur für ganze positive Zahl positive Zahl aus P setzt. 
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Unser Schlußresultat ist der Satz: Die Gesamtheit der reellen 
Zahlen aus P bildet einen Körper. 

Man kann demnach auf die Zahlen von P alle für einen Körper gültigen 
Sätze anwenden. Im besonderen gilt also auch der Satz VIII auf 8. 37, den 
wir seiner vielfachen Anwendung wegen besonders hervorheben: 

Ein Produkt reeller Zahlen aus P ist dann und nur dann 
gleich 0, wenn einer seiner Faktoren gleich 0 ist. 

Wir bemerken noch, daß auch bei Zahlen aus P unter dem Quo- 


ê 


; 1 
tienten — das Produkt a zu verstehen ist, wobei « ungleich 0 zu 


sein hat und 1 die reziproke Zahl zu « ist. Man hat also 


RS ER EFE Y 


a ‘x 


§ 6. 
Die Ordnungsfähigkeit der reellen Zahlen. 


Die reellen Zahlen aus P wurden bereits früher in die drei Klassen (S. 73): 


An 
die Zahl 0, die positiven und die negativen Zahlen eingeteilt. Ist æ = ( T 


so ist — a = f wi (vgl. S. 76); mithin ergibt sich aus den Sätzen III und IV 


auf S. 75, daß von zwei entgegengesetzten Zahlen aus P, wenn sie nicht beide 
gleich 0 sind, die eine positiv, die andere negativ sein muß. Da die Zahlen 
aus P einen Körper bilden, so gilt folgender Satz (vgl. S. 35): Sind æ und 8 
irgend zwei Zahlen aus P, so gibt es eine Zahl = æ — ĝ aus P und keine 
zu ihr ungleiche, die der Gleichung œ = ë + f genügt, und eine Zahl ņ = 3 — « 
aus P und keine zu ihr ungleiche, welche die Gleichung $ = n + a befriedigt. 
Die zu = «a — ĝ entgegengesetzte Zahl — (œ — ĝ) ist gleich n=ß-.a; von 
diesen zwei Zahlen ist, wenn sie nicht gleichzeitig beide O sind, die eine 
positiv, die andere negativ. Wir können daher für Zahlen aus P in Er- 
weiterung der auf S. 55 für Zahlen aus R gegebenen Definition die Begriffe 
„größer“ und „kleiner“ folgendermaßen definieren: 

Sind æ und ĝ irgend zwei zueinander ungleiche Zahlen aus 
P(«a#ß), so heiße ĝ<a oder gleichbedeutend «>, wenn die 
Gleichung a=fß+E£ eine positive Lösung $in P besitzt. 

Die gegebene Definition ist legitim; denn sie erfüllt zunächst, wie man 
unmittelbar sieht (vgl. S. 55 bei den rationalen Zahlen), die an das Zeichen < 
gestellen Bedingungen U,) und U,) auf 8.22. Aus dem Satz III auf S. 75 
über die Darstellbarkeit positiver Zahlen aus P durch Definitionsfolgen, die 
ausnahmslos positive Zahlen enthalten, folgt in Verbindung mit der Definition 
ihrer Addition, daß die Summe zweier positiver Zahlen aus P stets wieder 
eine positive Zahl aus P ist. Man kann demnach den auf §. 55 gegebenen 
Beweis einfach auf die Zahlen aus P übertragen, um zu sehen, daß bei 
unserer Definition auch das Postulat U,) für das Zeichen < erfüllt ist. Für 
die Zahlen aus P gelten also im besonderen auch die aus den Postulaten U,) 
bis U,) auf Seite 23 abgeleiteten und dort mit III und IV nummerierten Sätze: 
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Zwei Zahlen «a und ø aus P stehen zueinander in der Be- 
ziehung, daß in sich gegenseitig ausschließender Weise entweder 
@«<ßoderß<aodera=Bist. 

Bestehen für Zahlen aus P die Beziehungen @a<ß, «a=«, 
B=P,s0oist d<P”. 

Ferner erweitern sich die Sätze I bis III des Kapitels I, $11 auf die 
Zahlen aus P (Beweise analog wie auf Seite 56): 

Satz I. Sind a, b, y drei reelle Zahlen und ist «<ß, so ist 
e+r<ß+r. 

Satz II. Jede positive Zahl u ist durch 0 < u, jede negative 
Zahl v durch y < 0 charakterisiert. 

Satz III. Sind æ und ĝ irgend zwei reelle Zahlen, O0<« und 
0 < f, so ist 0 < aĝ. 

Nachdem die Gültigkeit der Sätze I und III gezeigt ist, haben wir den 
Nachweis geführt: 

Die reellen Zahlen bilden einen Körper, dessen Elemente 
sich so ordnen lassen, daß sie außer den 10 Körperpostulaten A,) 
bis A,), M,) bis M,), C) und D) noch den fünf Postulaten U,) bis U,) 
genügen. (Vgl. S. 57.) 

Da die reellen Zahlen den angeführten 15 Postulaten genügen, so gelten 
für sie auch die folgenden Sätze (vgl. S. 57): 

Satz IV. Sind a, 9,9, ö irgend welche reelle Zahlen und ist 
a<ß,y<ö,soistatr<ß+Ö. 

Satz V. Sind œ und f irgend welche reelle Zahlen und ist 
@<ß,soist — 8 < — a. 

Satz VI. Sind a, f und y irgend drei reelle Zahlen, «œ < ĝ und 
0 < y, so ist ay < $y. 

Satz VII. Sind a, ĝ, y, ð irgend welche reelle Zahlen und ist 
ELB yd Oa 0y B0 istay <p. 

Wir beweisen ferner: b 

Satz VIII. Von zwei Zahlen a = 2) und = 6 ist « dann 


und nur dann größer als f, œ > ß, wenn die aufsteigende Defi- 
nitionsfolge der a,, die œ definiert, eine rationale Zahla, enthält, 
für die a,>b, ist. 
Nach Definition ist « dann und nur dann größer als ĝ, wenn «æ — ß eine 
zL 


b 1 
positive Zahl ist. « — ĝ = ( S rut ) ist nach der auf S. 14 gegebenen Definition 
An — On 


n 


dann und nur dann positiv, wenn die aufsteigende Definitionsfolge a„,— b, 
einmal eine positive rationale Zahl a,— b; enthält, d. h. wenn es eine rationale 
Zahl a, > b; gibt. 

67. 

Vergleichung einer reellen Zahl mit den rationalen Zahlen ihrer 
Definitionsfolgen. Herleitung einiger fundamentaler Gleichungen 
und Ungleichungen. 

Wir wollen zunächst eine reelle Zahl æ mit den in ihrer aufsteigenden 
und ihrer absteigenden Definitionsfolge enthaltenen rationalen Zahlen ver- 
gleichen. Wir beweisen 

Loewy, Algebra. 6 
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Satz L Hat man eine Zahl « = () aus P, so besteht für 


jedes n = 1, 2, 3,... das System von Ungleichungen a,<a=a,. 
Das Gleichheitszeichen kann bei a, Sa bzw. a=a, dann und nur 
dann eintreten, wenn in der aufsteigenden Definitionsfolge von 
einer gewissen Stelle k an für o = 1, 2, 3,... alle Zahlen a, 4 o= 
bzw. in der absteigenden Definitionsfolge von einer gewissen 
Stelle k añ füro =1,2,3,... alle Zahlen ~ + „= d werden. 

Zum Beweise bilden wir die Differenz « — a,, wobei a, irgend eine Zahl 
der aufsteigenden Definitionsfolge ist. Dann wird 


Ay, gj isiy Ay, "HE iy esy FE Ri 


.-u=[ , ’ 1 
Ai y Ayy Ay. 


u en = ei 
ge As — Aky +, Or — Oky AHın Oks Akta Aks r 


P P lA [2 + 
a — Ay Ar~ Aky ` eey Ar — Aks Ar +r Ars AH Aky 


Sind nicht alle auf a, folgenden Zahlen a,+,, @. +5, -. . gleich a,, so muß 
einmal eine größer als a, sein; denn die Zahlen a,, as, ..., @,,... bilden 
die aufsteigende Definitionsfolge für «. Wenn also nicht der besprochene 
Ausnahmefall vorliegt, so ist eine der Zahlen a, +,— @,, @Q,+3— @,, ... positiv. 
Dies reicht aber nach der auf Seite 74 gegebenen Definition dazu aus, daß 
œa — a, eine positive Zahl ist. Wenn aber « — a,> 0 ist, so heißt dies a > a,, 
wobei k jeden der Werte 1, 2, 3, ... annehmen kann. 

Ergibt sich hingegen für jeden Werte = 1, 2, 3, ... a, +,= 4,, 80 ent- 
hält die aufsteigende Definitionsfolge von æ — a, hinter a,_,— a, lauter Nullen; 
dann ist nach Satz II auf Seite 74 æ — a, = 0. Daher hat man « = a,. 

Zur Vollendung des Beweises unseres Satzes bilden wir œ — a, wobei 
ax irgend eine beliebige Zahl der absteigenden Definitionsfolge ist. Dann wird 


1 [4 ’ r 1 
‚_[AH nur u Th, 3 Ka, Kr ar rare.» 
ee erg , r r , , , r r r , 8 
Qi — Ars, Andy +, KT, Qk 41™ Üks Ak +27 aks 
Sind nicht alle auf ax folgenden Zahlen ax +,, @X +2; -.- gleich ax, so muß 


einmal eine kleiner als ax werden; denn die Zahlen a,’, ay, ..., @y',... bilden 
die absteigende Definitionsfolge für «. Tritt also der eben besprochene Aus- 
nahmefall nicht ein, so ist eine der Zahlen a; +, — @; ak 43-4, Ak +3 — apye 
negativ. Dies reicht aber nach der auf Seite 75 gegebenen Definition dazu 
aus, daB œ — a, eine negative Zahl ist. Ist æ — a; < 0, so ist æ < a, wobei 
k jeden der Werte 1, 2, 3, ... annimmt. 

Ergibt sich hingegen für jeden Wert o = 1, 2, 3,... a, +o = ap, 80 ent- 
hält die absteigende Definitionsfolge von « — a, hinter a,'_,— a, lauter 
Nullen; dann ist nach Satz II auf Seite 74 œ — a; = 0. Daher hat man « = ay. 


b 
Satz IL Sind «= s3 und p = % zwei Zahlen aus P und 


n n 


bestehen für alle ganzzahligen n = 1, 2, 3,... die Ungleichungen 
> a 

a„zP=a,, so ist œ =f. Anders ausgedrückt: Sind K zwei zu- 
An 


sammengehörige Definitionsfolgen, so existiert außer der von 


a 
ihnen definierten Zahl « = ( # keine weitere, zu œ ungleiche Zahl 


a 


n 
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b 
= | "| mit der Eigenschaft, daß für jedes n = 1, 2, 8, ... stets 
DB g , J 
a,zß=a, ist. 


Hat man eine Zahl ĝ = | 


ne ‚so muß nach Satz I für jedes ñ = 1, 2, 3,... 
das System von Ungleichungen b, S 8 Sb, bestehen. Aus b, S8 und der 
nach Voraussetzung stattfindenden Ungleichung 9 S a, folgt b, S a,', ebenso 
ergibt sich aus a, S f und $=b,, dab a, S b, ist. Die zwei Systeme von 
Ungleichungen an S b, und be S a,’ besagen aber nach der für die Gleich- 
heit gegebenen Definition I auf Seite 68, daß æ = ß ist. 

In dem Satz II ist die aus der Gleichheitsdefinition unmittelbar folgende, 


uns bereits bekannte Tatsache (vgl. S. 72) enthalten: Die zwei zusammen- 
a 
gehörigen Definitionsfolgen | 5 definieren dann und nur dann 


eine rationale Zahl r, wenn die unendlich vielen Ungleichungen 
an Sra, stattfinden. 

Wir knüpfen an das Voraufgehende noch die Herleitung einiger 
fundamentaler Gleichungen und Ungleichungen. 

Jede von Null verschiedene reelle Zahl « kann in die Form + o, ge- 
bracht werden, wobei «, positiv ist. «, heißt der absolute Betrag von « 
und wird durch |æ | bezeichnet. Es ist also z. B.: 


4-5|=|-1|=+1. 


Man schreibt auch |0| und versteht hierunter die Zahl 0. Es gelten 
folgende sehr wichtige Beziehungen: 


a) leal=e|-e|. 

5 | alt= a. 

(3) a+flzje|+|ß|. 

jez @l21al-18l. 

©) jal-18] = leĝ]. 

© ET p E LTE 


Die Gleichung (1) folgt unmittelbar aus der Definition, ebenso leuchten 
(5) und (6) sofort ein. Die Gleichung (2) ergibt sich aus der Definition des 
Produktes zweier Zahlen. Die Relation (3) wird als richtig erwiesen sein, 
wenn man gezeigt hat, daß die aus ihr durch Quadrieren abgeleitete Beziehung 


(7) (ea +8” <(la|+]B]) ji 


richtig ist; denn sind A und u irgend welche reelle positive Zahlen, so folgt 
aus A? = u? stets A = u und ebenso aus 4? < u? stets A < u, wie ein indirekter 
Beweis unter Anwendung des Satzes VII des vorigen Paragraphen zeigt; denn 
u <À würde u? < å? nach sich ziehen. Die zu beweisende Ungleichung (7) 
ergibt sich auf folgende Weise: 
Es ist: 
20? <s2|o|-|ß]|. 
6* 
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Haben œ und ĝ gleiche Vorzeichen, so gilt offenbar das Gleichheitszeichen. 
Sind æ und f von entgegengesetzten Zeichen, so ist œ. ĝ negativ, also kleiner 
als die positive Größe |æ|-|ĝ|. Nun ist nach (2) ® + 8 = |a]? + |82 
Folglich erhält man durch Addition (æ + $} S (|aæ| + ||)’. Mithin ist unter 
Berücksichtigung von (2) die Richtigkeit der Relation (7) 


(le +2B1P=(|a| + ||) 


und daher auch die von |œ +ß|=|«|+ |f| erwiesen, und zwar gilt das 
Gleichheitszeichen, wenn eine der Größen æ oder ĝ verschwindet oder beide 
gleiche Vorzeichen haben; sind « und ĝ von entgegengesetztem Vorzeichen, 
so gilt das Ungleichheitszeichen. 

Da |œ — f| = |æ +(— ĝ)| und nach dem eben Bewiesenen < |«| + |(- )|, 
ferner nach (1) | — 8| =| + £| ist, so wird |æ — p| S |e] + ||; hiermit ist 
auch die Richtigkeit des zweiten Teiles der Relation (3) gezeigt. 

Aus |a| = | (æ + 8) F B| folgt nach (8) |e|<|® +ß| + || oder durch 
Addition von — | ĝ | =- || die zu beweisende Ungleichung (4): 


lej-|Plsle+tP|. 


Wir bemerken noch, daß sich die Multiplikationsregel auf Seite 79 
mit Hilfe des absoluten Betrages so fassen läßt: Sind æ und ĝ zu Null un- 
gleiche Zahlen, so ist ihr Produkt «-%= +(|«a|-|$]), wobei + 
oder — zu wählen ist, je nachdem « und ĝ gleiche oder entgegen- 


gesetzte Vorzeiehen haben. Ebenso ist r Aug H). wobei + 
oder — zu wählen ist, je nachdem a und f gleiche oder entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben. 


§ 8. 
Dezimalbrüche, 


Hat man einen positiven endlichen (d.h. nach einer endlichen Anzahl 
von Stellen abbreehenden) Dezimalbruch: 
Ya Yu - 


1 Yə 
Ao ar Rad aT a A 


bei dem y der ganzzahlige positive Bestandteil oder Null ist und y,, yə - - -, Yu 
die hinter dem Komma stehenden Ziffern bedeuten, also y,, yə, ++ +; Yu Zahlen 
aus der Reihe 0, 1, 2,..., 9 sind, so ist dieser gleich 


10#y + 10°" 'y,+ 10% 2,,+ tt 
10* 


also als Quotient zweier ganzer positiver Zahlen eine rationale positive Zahl. 
Da für den negativen endlichen Dezimalbruch: 


t Ne Yu 


' Der Dezimalbruch wird gewöhnlich: y, y, yə - ». 7, (mit einem Komma hinter 
dem ganzzahligen Bestandteil N geschrieben. 
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nur noch das negative Vorzeichen hinzukommt, so ist ein solcher eine rationale 
negative Zahl. 

In den Elementen führt man auch bereits den unendlichen Dezimal- 
bruch ein, ohne sich die Frage nach der Zulässigkeit und der Bedeutung eines 
solchen Gebildes vorzulegen. Nachdem wir bereits den Begriff der reellen 
Zahl aus P erklärt haben, müssen wir uns die prinzipielle Frage stellen: 
Was soll unter einem unendlichen Dezimalbruch verstanden 
werden und kann man ihn überhaupt als reelle Zahl in unserem 
Sinne auffassen? Nur nach Bejahung dieser Frage dürfen wir ihn als 
Zahl ansehen. 

Wir betrachten irgend einen positiven unendlichen Dezimalbruch: 


vi Hr Hr... 
wobei y der ganzzahlige positive Bestandteil oder Null ist und y1; Y2; Ys; ++: 
die hinter dem Komma stehenden Ziffern bedeuten, also y1, Yz, Ys; - . . Zahlen 
aus der Reihe 0, 1, 2,..., 9 sind. Wir sehen den unendlichen Dezimalbruch 
zunächst nur ganz formal als einen Ausdruck an, aus dem wir uns gewisse 
rationale Zahlen bilden können, nämlich 


ie 2 Ya Y 
a a=yt fi, =y t+ = ae = +gs ton RAA 
pe a N 1 , Sos Ya Br. 
EEE ET TE NT IR 
Rn ER. Ysa 
E e et a TT E Rena 


Auf diese Weise erhalten wir zwei PETR Definitionsfolgen; denn 
die drei ersten für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen erforderlichen Be- 
dingungen B,) bis B,) auf Seite 62 sind, wie man unmittelbar sieht, erfüllt, 
ferner ist a, — a, = mr und sinkt also mit wachsendem » unter jeden noch 
so kleinen Betrag. Mithin definieren die zwei Folgen als zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen eine einzige wohlbestimmte Zahl; diese bezeichnet 
man abgekürzt durch den Dezimalbruch 

Der Dezimalbruch ist also nur als eine kürzere Bezeichnung für die Zahl 
eingeführt, welche durch die aus ihm abgeleiteten zwei zusammengehörigen 
Definitionsfolgen bestimmt ist. 

Z. B. soll der unendliche Dezimalbruch 


7,1231122331112223331111222233331..., 


bei dem die Ziffern 1, 2, 3 hinter dem Komma erst einfach, dann zweifach, 
dann dreifach usw. wiederholt auftreten, eine abgekürzte Bezeichnung für die 
Zahl sein, welehe durch die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen: 


(; 7,1; 712; 7,128; 7,1231; 7,12311; 7,123112; = 
8; 72; 7,13; 7124; 7,1232; 7,12312; 7,123113; 
bestimmt wird. 
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Hat man einen negativen unendlichen Dezimalbruch: 


aa Y2 Ys 
-(r+ 4, ++ + kiaj 


so ist er entgegengesetzt zu dem positiven Dezimalbruch: 


va e r...; 


für ihn ist nach Satz II auf ER 65 
—a'= — (y + 1), -a =- (r+ t) 


= in y. 1 
ii ( +70 + 70r + m J 
die aufsteigende und 


die absteigende a gen Der vorgelegte negative unendliche Dezimal- 
bruch ist also die Zahl, welche durch die zwei zusammengehörigen Definitions- 
folgen 


u a e a, ». ) 
a, Zi ie 
bestimmt wird. Z. B. ist 
— 7,1231122331 ... 
die Zahl, welche durch die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen: 
vr “se le ir. - ins: S 
-1T; — 7,1; - 7,12; — 7,123; — 7,1231; 

gegeben ist. 

Wir haben demnach gezeigt: Jeder Dezimalbruch läßt sich als 
eine Zahl aus P im Sinne der Definition des § 1 auffassen. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der Vergleichung der Dezimalbrüche. 
Wir beweisen: 

A) Zwei unendliche Dezimalbrüche, die in einer Ziffer von- 
einander abweichen, können nie gleich sein. 

Der Beweis braucht nur für positive Dezimalbrüche geführt zu werden; 
denn bei negativen Dezimalbrüchen kommt ja bloß das Vorzeichen hinzu. 

Yı Yo Ya ô, Ö, Òs 

tr ter und d+—- T REDE T Ra 
seien die gegebenen unendlichen positiven Dezimalbrüche, die wir abgekürzt 
mit « und ĝ bezeichnen wollen. Mit Hilfe zweier zusammengehöriger Defi- 
nitionsfolgen schreiben wir: 


Y? rE Artur? RETAIS T 
i 
"iy 2 2; a T a 
VRR A a D Y+io 0 7+iot 10t 10" 108°’ 
und 
ô, i Ô, ane A oa 
ja P; ie 10°’ Hatten? 
F ô, í ae | a En i ai: | 
ô+1, ô+ — Api, EE TET ETE EET ET ET sT 
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Die ersten Ziffern, bei denen keine Übereinstimmung der gegebenen 
Dezimalbrüche herrscht, seien etwa y, und Ö,; es sei ö„<y„.. Nach Satz I 
auf S. 82 ist: 


Yı Y2 Yu 
Aa TE RT Eaa und 
ô ô Ö, 1 
<ô +- +H +...+— — 
4 10 10? 10% 10% " 


in der ersten der beiden Relationen steht kein Gleichheitszeichen, sondern 
nur das Ungleichheitszeichen, weil der Dezimalbruch unendlich ist, also Yu 
nicht seine letzte Ziffer sein kann. Da nach Voraussetzung ô, = 1,0%, =7ə2; <. -3 
6,—ı = Yu—ı, hingegen ô„< y„ ist, so wird: 


uU— 


ò, ò» Ou 1 Yı Ya Yu 
ee u rt et 10% 
Yu 
ier ds ER E ELA 
Hieraus folgt, da y + rt + a < æ, daß 
ö ö ò 1 
P E ES a u En 
$ 10 2 10? $ $ 10% H 10% 
ô, Ö, 


und schließlich, da ĝ < ô + = -> war, die ge- 


10? ... 10% + 108 
wünschte Ungleichung ĝ < æ. 

Es ist unmittelbar klar, daß 

B) zwei endliche Dezimalbrüche, die in einer Ziffer von- 
einander abweichen, ungleich sind. 

Wir vergleichen schließlich noch einen endlichen Dezimalbruch 
mit einem unendlichen. Es genügt wieder, sich auf positive Dezimal- 
brüche zu beschränken. Angenommen, der unendliche positive Dezimalbruch 


10°? ™ 10° 
sei gleich dem endlichen positiven Dezimalbruch 
ô, ô: ô, 
pir E ae 


der mit Ü abbricht. Wir bezeichnen den unendlichen Dezimalbruch 


TEE TRN 


10 ~ 10° 
abgekürzt mit œ und setzen: 
n h , a 
Ar SHE r+ 70 770° 
3 1 y Y 1 
= RE N EEE A 
u Pr te: Kreta 


alsdann befriedigt « nach Satz I auf Seite 82 das System von Ungleichungen 


BE €. Ys In ri, DB a N 
Proton tor tr rettete trete 
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wobei n jeden der Werte 1, 2, 3,... annimmt. Da der Dezimalbruch ins 
Unendliche fortläuft, so kann in der obigen Ungleichung linker Hand nie das 
Gleichheitszeichen auftreten. Mithin hat man: 


was Ya Yn Wa- Y2 Yn VESA . 
y 10 ar 10° +... tr Ir SW 10 Ei 10° u E E 10" Er 10" 
Da nach Voraussetzung der unendliche Dezimalbruch 
a ei HP 
e=Yy+ 10 + 10% 30% 
leich d a Daa Br et et, moa 
gleich dem endlichen Dezimalbrue T jr rua 5 ist, 8 
gibt sich hiernach das für jedes ganzzahlige n = 1, 2, 3, ... gültige System 
von Ungleichungen: 
ò 
JR. EiS Yn Ö 0 lad 
A: Tr TE AT? = 
(U) ; 
nyh A TE 
. Sft 10 F 10? eia 10° + Io 
Setzt man in (U) für n die Zahl u ein, so wird: 
N,-4 i k E u 
AE Br Sr Brett = 
Yı Ya Yu 1 
sy+ + r ORU E a E E 
7770 "7 10° 10° Tom 


Aus dieser Ungleichung folgt durch Multiplikation mit 10“, da sich die 
rechts und links stehenden ganzen Zahlen nur um 1 unterscheiden: 


=y =M, Ö = ya ++. Ou a= Yui Ò= Yu +1. 


Setzt man die eben gefundenen Werte in die Ungleichung (U) ein, so 


erhält man: 


Ay In N Man, 
eor a ee ET ae def 
(U’) 
Yı Ya Yn 1 
BITTE t et net 


| 


und hieraus bei der erlaubten Annahme n > u durch Subtraktion von 


fe if. Rn 
aa er ng 10% 
schließlich: 
a BE Ant Date, Er 
IK. ale: 1 | de A © 7 ee ET 
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Wählt man in (U”) n = u + 1, so erhält man 


Yu+ı EE A el 


1o#t? 10%  10“t! 10#t! 


und durch Multiplikation mit 10“*! und Subtraktion von y,„;;: 


0<10- =1; 


Yu+ı 
mithin muß 10-—y,+}ı =1, also y„}ı =9 werden. Wählt man in (U”) 
n= u + 2, so kann man schließen, daß 0 < 100 — 10y,41— Yu +2 S1 oder, 
da y, +1 = 9 ist, daß 0 < 10 — y„ +2 S1 wird. Hieraus folgt: 10 — y, +2 = 1, 
also y, }=9. So fortfahrend, findet man y, 43 =9, Yua+4ı= 9; --- und 
man hat das Resultat: 


C) Jeder endliche positive Dezimalbruch 


ò, Ò, ô, 
E a i 


Ô — Er 
i 10? úi 104 


ist gleich dem unendlichen Dezimalbruch 


ô, Ô, RR en! 9 9 
a na Baer E 10* Teer 


ee 


und nach dem in A) gefundenen Satz auch nur gleich diesem. 
Wir beweisen nunmehr: 


D) Jede reelle Zahl a = (a) ist als Dezimalbruch darstellbar. 


Es genügt den Satz D) für positive Zahlen zu beweisen; denn jede nega- 
tive Zahl ist gleich dem mit negativen Vorzeichen versehenen Dezimalbruch, 
welcher der entgegengesetzten positiven Zahl entspricht. Der Beweis beruht 
auf der Tatsache, daß die reellen Zahlen ein ordnungsfähiges System bilden, 
also jede reelle Zahl einen durch ihre Größe bestimmten Platz in der Zahlen- 


a 
reihe einnimmt. Ist « = (a) eine positive Zahl und vergleicht man æ mit 
n 


den ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3,..., so enthält diese Reihe stets zwei ganze 
Zahlen y und y+1, so daß y=<a<y+1 wird; man bezeichnet, wenn 
diese Ungleichnung gilt, y als die größte in « enthaltene ganze Zahl. Ist 
œ =y, so ist @ ganzzahlig, und der Prozeß ist beendet. Ity<a<y-+i, 
so setze man 


(1) | e=y+Äh, 


wobei die positive Größe }, < 1 wird. Alsdann suche man die größte in 104, 
enthaltene ganze Zahl y, und setze 


(2) 104, = +). 
Da die positive Zahl 104, < 10 ist, so wird y, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9; 
'da y, ferner die größte in 104, enthaltene ganze Zahl bedeutet, so wird å< 1. 
Setzt man den Wert von 1, aus (2) in (1), so erhält man: wI 
1 TOER 
2 2 ER | AÑ 
y Fa Wi. «er IRRE \ 
z AA : wD 
wie an» 
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Sollte 2, = 0 sein, so ist æ durch die Formel (2’) als Dezimalbruch dargestellt, 
und der Prozeß hat sein Ende erreicht. Ist A, # 0, so suche man die größte 
in 104, enthaltene ganze Zahl y, und setze 


(3) 10, Sn +%. 


Da die positive Zahl 104,< 10 ist, so wird y, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9; 
A, ist wieder < 1. Setzt man den Wert von 2, aus (3) in (2’), so erhält man: 


, = n Ya ls : 
(3) a RT) fe 10? + 10? 


Sollte 4, = 0 sein, so hat der Prozeß sein Ende, und « ist durch Formel (3) 
in einen Dezimalbruch entwickelt. Auf diese Weise fortfahrend, erhält man 
das Resultat: Jede reelle positive Zahl «œ ist entweder gleich einem endlichen 
Dezimalbruch oder die Gleichungen: 


(n) 104, =. F Aig 


setzen sich ins Unendliche fort und liefern für jedes ganzzahlige n: 


r Zu Fi. Ya Yn Ara $ 
m) Er ae T Ta 


hierbei bedeuten y eine ganze positive Zahl oder Null, y,, yə, -. . Zahlen aus 
der Reihe 0, 1, 2,..., 9 und },, 23, ... positive Größen, von denen jede 
kleiner als 1 ist und keine verschwindet, außer wenn die Zahl æ ein endlicher 
Dezimalbruch ist. Ersetzt man in (w) die nicht negative Größe A, ,, durch 0, 
so erhält man: 


n Yə Yn 

a =y + 0 tio T 

wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn æ gleich einem endlichen 

Dezimalbruch ist. Ersetzt man in (x) die Größe å +, durch die zu große 
Zahl 1, so ergibt sich 


ag Br Br. +4 


Geht die Entwicklung der Gleichungen (n) ins Unendliche, so bilden wir 
die zwei Zahlenfolgen: 


Y2 Ys 
En ar er rt we 
$ À 1 [2 1 + 1 
q= +1, Ge E ERTH. et 4, = 4, +98 


und haben hierdurch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen. Da nach dem 
Obigen a, S œ <a, ist, also æ beständig zwischen zwei entsprechenden ratio- 
nalen Zahlen der zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen liegt, so ist nach 
Satz II auf S. 82 die vorgelegte Zahl æ gleich der durch die zwei Definitions- 
folgen definierten Zahl 

&% T ACETRE: A ): 

Be ee ER E 
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Infolge der für a, az, ... und a), ay,... hier in Frage kommenden Werte 


1 
an =y + r ETIE S E R gis und a, = a, + ort definiert die Zahl 
I) 


10? 
z re RE i] 
a SE pi 
den unendlichen Dezimalbruch y.+ n + r: +... Mithin ist 


amit EiT To 1 + n ste. 0.2. 

und es ist gezeigt, daß jede Zahl als Dezimalbruch geschrieben werden kann.! 

Wir haben daher das fundamentale Resultat: Die Gesamtheit der 
reellen Zahlen läßt sich gleichberechtigt durch die Gesamtheit 
aller endlichen und unendlichen Dezimalbrüche ersetzen. Dieser 
Darstellungsweise kommen nach A) bis D) Eigenschaften zu, die wir zusammen- 
fassen in 

Satz I. Jede positive Zahl øæ läßt sich auf eine und auch nur 
auf eine einzige Weise als unendlicher Dezimalbruch 


Yı 198 
nr ETH nr 


schreiben. Läßt sich eine positive Zahl« auch als endlicher 
Dezimalbruch 


2 Ya TEH: 
der hl: De 


schreiben, so ist dies ebenfalls nur auf eine einzige Weise mög- 
lich. In diesem Fall lautet der unendliche Dezimalbruch, mit 
dem «a gleich ist, 


= 1 
oA Ya Ta Ea Yu 2 9 9 
ee Fe EAT 


Die Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen hätte sich 
nach dem eben Ausgeführten auch mit Hilfe der unendlichen Dezimal- 
brüche, also anders als im $ 1 dieses Kapitels, vornehmen lassen, etwa auf 
folgende Art: Man definiert: Jeder Dezimalbruch 


P V BE OR 
Pe A a 107 + ETH +. 
! Bestimmt man 
y<sesy+tl, „<sl4,=sny+tl, n<1l0,=sn+tl, uw, 
statt, wie es im Texte geschah, 
ySsa<y+l, paw <y tIl yS 10l <y tE, um, 


so geht die Entwicklung stets ins Unendliche und « erscheint stets als unendlicher 
Dezimalbruch. Bei dieser Bestimmung ist im Gegensatz zum Texte das Verschwinden 
irgend eines }; ausgeschlossen, hingegen der Wert 1 zulässig. Der Leser überlege dies 
an dem Beispiel œ = 1 = 0,9999 . 
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und auch nur derartige Gebilde sollen Zahlen heißen. Alsdann wären Gleich- 
heit, Addition und Multiplikation an der Hand des Dezimalbruches zu defi- 
nieren gewesen; dieser Weg hat aber für die Erklärung der Addition und 
Multiplikation eine gewisse Umständlichkeit im Gefolge! Wir wollen dies 


nur für die Summe y + 1 und ô + = zeigen. Man hätte zu definieren: 


rl + lol 


ist y+ö+ 1 a zu verstehen, wenn y, #0, < 10, hingegen y +ô +1 + — r 


Unter der Summe 


+6, -10 
AS 


wem y, + ô, = 10. 

Bei unseren Definitionen ergeben sich die Rechnungsvorschriften 
für Dezimalbrüche aus denen für reelle Zahlen, indem man auf die zwei 
zusammengehörigen Definitionsfolgen zurückgeht, die den Dezimalbruch be- 
stimmen. Hat man z. B. zwei positive Dezimalbrüche: 


9E CNREE. 2 ER CAGE 


e= y + 


10 10° 10° 
ô, ôs Ô; 
p= a TY Ic tert 
zu multiplizieren, so setze man: 
er Y Ya In—ı il 1 
rt tt ten AE 
ò Ôo RR r 1 
N Fr a E 


also « = a, p= Br alsdann ist «-$ = by I: Will man « » ĝ in einen 
Dezimalbruch entwickeln, so wähle man irgend eine ganze positive Zahl % 
und schreibe die zwei rationalen Zahlen a,-b, und a,'-5,' in Form von 
Dezimalbrüchen und zwar bis zu der Stelle, die zum ersten Mal ungleiche 
Ziffern aufweist. Ergibt sich für a,-b, und a.b; als übereinstimmender 
Teil der Entwieklung 

h, ki k,_ı 


+ —— 0° Aa = ER ARE wei 


’ 


so beginnt auch die Entwicklung der zwischen a,-b, und ax» br liegenden 
Zahl «æ», wie man sich leicht überzeugt, mit 

A la Jiag lei 

10” 10° 107-1 


Je größer man k wählt, desto mehr Ziffern f erhält man für die Entwicklung 
von «+ß. 


1 Über Literatur, die der Durchführung dieses Gedankens gewidmet ist, vgl. 
STOLZ und GMEINER, Theoretische Arithmetik, Teubners Sammlung math. Lehrbücher, 
2. umgearbeitete Aufl., Leipzig 1900/1902, 8. 139. 
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Wir wollen das in den Gleichungen 


(1) a=y +h, 
(2) 10h =y: +h, 
(3) S n R 
(n) 104, 35 Yn T Auyı 


dargelegte Verfahren der Entwicklung einer beliebigen positiven 
reellen Zahl æ in einen Dezimalbruch durch beständiges Er- 


weitern mit 10 speziell für eine rationale positive Zahl Z noch 
ein wenig modifizieren, um hieraus weitere Schlüsse zu ziehen. 
Setzt man in (1) für æ die vorgelegte rationale positive Zahl — und 


führt ferner die neuen Zahlen r,, 73, - .., Tny - .. ein, die wir durch 7, = 1, ° S, 
Ta = ho S}, 2205 Tn = Ans, ... definieren, so erhält man aus den Glei- 
chungen (1), (2), (8), - .. (n) nach voraufgegangener Multiplikation mit s die 
neuen Gleichungen: 


(1) r=ys +r, 
(2) 10r sy1s+tr,, 
(3) lin =nsHtr, 
(n) 1r, = YnS Hongi: 


Hierbei bedeuten nach dem Früheren y eine ganze positive Zahl oder 
Null, Yis Pas ee er Taes a Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ...., 9. Da s ebenfalls 
eine ganze Zahl ist, so folgt aus 7, =r — sy, daß r, ganzzahlig ist, ferner 
aus r, = 107, — yı S, daß r, ganzzahlig ist usw. Da die nicht negativan 
Größen A, s, --., Ay, ... sämtlich kleiner als 1 waren, so ergibt sich aus 
der Definition v,=4,s, daß jede der ganzen Zahlen ri; rs, ..., T, 
kleiner als s und nicht negativ ist. Wir können nunmehr, da 0=r, u s ist, 
das Gleichungssystem (1) bis (7%), in dem nur ganze Zahlen. auftreten, so inter- 
pretieren: Die Gleichung (1) besagt: r, wird als Rest, y als Goaien 
gefunden, wenn die ganze Zahl r durch die ganze Zahl s dividiert 
wird. Gleichung (2) besagt: r, ist der Rest, y, der Quotient, wenn 
die ganze Zahl 10r, durch s dividiert wird, usw.” Gleichung (7) 
lehrt: r,,, ist der Rest, y, der Quotient, wenn 10r, durch s divi- 
diert wird. 

Aus der früher (Seite 90) hergeleiteten Gleichung 


3 ei n Ya = 
(n’) a at a tago + A ra 10” 


folgt, wenn im Fall æ = 7 die Größe A, ,ı = Tat gesetzt wird: 


> RER, Yn TE 
5 10? re 10” % 10". s 


(n’ e=Yy+ 
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Sollte man für einen Rest, etwa Tapı; den Wert Null finden, so ergibt sich 
für n = u: 


1 Ya Yu 
a= y 4 + 10? Peg P 


In diesem Fall ist also « ein endlicher Dezimalbruch. Ist hingegen die 
Gleichungskette unbegrenzt fortsetzbar, so wird — gleich dem unendlichen 
Dezimalbruch 


Yı Se Ys 
y + 10 i i0? 7 103 +... 


Das in den Gleichungen (1), (2), (8), . ... (2) dargelegte Verfahren ist das 


übliche zur Meere einer rationalen Zahl EN in einen Dezimalbruch. 


Ist z. B. = in einen Dezimalbruch zu verwandeln, also r = 355, s = 113, so 


gestaltet sich die gewöhnliche Berechnung folgendermaßen: 
855:113 = 3,1415... 


339 
10r, = 160 
113 
107, = 470 
452 
10 r; = 180 
113 
10r, = 6710 
565 
10 r, = 1050 


Wir knüpfen an das Voraufgehende folgende wichtige Bemerkung: Die 
ganzen Zahlen »,, 7o, ... sind sämtlich kleiner als s. Es gibt nur eine 
endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen, die kleiner als eine ge- 
gebene positive Zahl s sind. Geht demnach das Verfahren ins Unend- 
liche fort, so muß sich einmal eine Zahl r, ergeben, die gleich einer bereits 
früher aufgetretenen r, ist. Nun findet man aber aus der bei unserem Prozeß 
auftretenden Gleichung: 

10r,=s y+ Tipi 


die Zahlen y, und r,,, in derselben Weise wie y, und 7, }ı aus der Gleichung 
E a A A E E T 


es wird also y,= Yos fr}1 = Topi: AUS 7441 = 0741 ergibt sich in der näm- 
lichen Weise y, 41 =7o4ı und 7,43 =r,4+.. Fährt man derartig fort, so 
zeigt sich Gleichheit zwischen den r—o Ziffern ys, Yo+ı3 +++, Ye—ı und 
den ı—o Ziffern Yis; epar <- -s Yar—c—ı; hierauf wiederholen sich die 
Ziffern Yo, Yo+ı> -- +, Y%—ı in der nämlichen Weise und so geht es unauf- 
hörlich fort. 

Ein unendlicher Dezimalbruch, bei dem von einer gewissen Stelle an alle 
Ziffern eine beständige Wiederholung derselben Ziffernreihe in der nämlichen 
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Aufeinanderfolge sind, heißt ein periodischer Dezimalbruch. Beginnt die 
Periode mit der ersten Stelle hinter dem Komma (s = 1), so heißt der Dezimal- 
bruch rein periodisch; gehen der Periode noch Ziffern hinter dem Komma 
voraus (s > 1), so heißt der Dezimalbruch unrein periodisch oder gemischt 
periodisch. 

Wir haben daher 


Satz II. Jede rationale positive Zahl läßt sich in einen end- 
lichen oder in einen unendlichen periodischen positiven Dezimal- 
bruch entwickeln. 

Wir beweisen noch die Umkehrung dieses Satzes, nämlich 

Satz III. Jeder endliche oder unendliche periodische Dezi- 
malbruch ist gleich einer rationalen Zahl. 

Daß jeder endliche Dezimalbruch eine rationale Zahl ist, ist bereits zu 
Beginn des Paragraphen betont. 

Wir zeigen zuerst, daß auch jeder rein periodische positive Dezimal- 
bruch, der kleiner als 1 ist, einer rationalen Zahl gleich ist. Jeder rein 
periodische positive Dezimalbruch, der kleiner als 1 ist, läßt sich in der Form: 


wu WE Ys Yo vı Y2 Yo 
stao: E BAF A PP S POT AAE T 
Yi Y2 
tar: 


schreiben, wobei Y1, Yaso. + Yə Zahlen der Reihe 0, 1, 2,..., 9 bedeuten. 
Geht man auf die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen zurück,! die den 
Dezimalbruch «œ bestimmen, so erhält man für das Produkt 10°. « den Wert: 


100-1, 1087! y, + 107? y, 
irei y 10 te + 100 
oder beim Fortlassen der g ersten Glieder (Satz I auf $, 73) 


fi 
10 ’ 


10017, En 100°, ee 7%, 


e-l e-2 Yı ER 
irre hr: Ft 10 $ 10° 


Beachtet man die für die Addition reeller Zahlen gegebene Definition auf 
Seite 68, so erhält man hieraus für 10°.« den Wert 


10.0 = 1087}. y, +1087’. y, +... Fyto. 
Mithin ist A 
a (10° 31) = 1087! y, +100? y, +... + Yo 


d. h. h $ 
7; WE iy FOE E Eo 


10° — 1 


` 1 Die Rechnungsprozesse bei Dezimalbrüchen muß man sich stets durch Zurück- 
gehen auf die Definitionsfolgen ableiten. 
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ist ein Bruch mit ganzzahligem Zähler und Nenner, also eine rationale Zahl. 
Bei einem rein periodischen Dezimalbruch, der größer als 1 ist, kommt zu 
einem rein periodischen positiven Dezimalbruch, der kleiner als 1 und also 
bereits als rational erwiesen ist, nur noch ein ganzzahliger positiver Bestand- 
teil hinzu. Mithin ist allgemein jeder rein periodische positive Dezimalbruch 
rational. 

Hat man einen unrein periodischen positiven Dezimalbruch ĝ, so bewirkt 
bei ihm die Multiplikation mit einer gewissen Potenz von 10, daß die Ziffer, 
mit der die Periode beginnt, an erste Stelle hinter das Komma tritt. Hierdurch 
wird das Produkt von 9 und einer Potenz von 10 ein rein periodischer positiver 
Dezimalbruch, also, wie bereits bewiesen, rational.' Ist aber 10°”!.# rational, 
so ist auch ĝ rational. Hiermit ist Satz IlI allgemein bewiesen. 

Beim Beweise der Sätze II und III haben wir nur positive Zahlen be- 
trachtet, weil bei negativen bloß das Vorzeichen hinzukommt. 

Da man auch nicht periodische unendliche Dezimalbrüche bilden kann, 
z.B. den Dezimalbruch auf Seite 85 unten, und zwei unendliche Dezimal- 
brüche, die in einer Ziffer abweichen, nie gleich sind, so folgt aus Satz II die 
Existenz reeller Zahlen aus P, die nicht rational sind, was bisher 
noch nicht gezeigt war. Jede reelle Zahl, die nicht rational ist, heißt eine 
reelle Irrationalzahl. Wir können daher Satz II und IHI auch so formulieren: 

Satz IV. Nicht periodische unendliche Dezimalbrüche und 
reelle Irrationalzahlen sind identische Begriffe. 

Wir legen uns noch die Frage vor, wann eine rationale Zahl als end- 
licher Dezimalbruch geschrieben werden kann. Dies entscheidet folgender 

Satz V. Eine positive Zahl «æ, die keiner ganzen Zahl gleich 
ist, läßt sich dann und nur dann als endlicher Dezimalbruch 

Ya Yu 


> Yı Se L => |1 
ia a E EN 


: PA, i A > 
schreiben, wenn «= “= ist und hierbeir und s teilerfremde ganze 


positive Zahlen bedeuten, von denen s nur durch Potenzen von 2 
und 5 teilbar ist. 


D .,* . . h Yı Ya po Yu . 
er positive endliche Dezimalbruch y + 10 10° +++ er ist 
10” y + 10%! y, Hrn +... + 
gleich bao A a A - Diese rationale Zahl sei gleich 
10 


dem reduzierten Bruche — , wobei also r und s zueinander teilerfremde ganze 
positive Zahlen bedeuten. Dann folgt aus der Gleichung 


- .10#= 10T HT rn... Yn, 


1 Beginnt die Periode von 


a IRRE pe 
a Se 


mit y,, so wird ĝ durch Multiplikation mit 10771 rein periodisch, 
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€ s . 3 
daß + 10“ eine ganze Zahl ist. Da r und s teilerfremd sind, so muß nach 


einem bekannten zahlentheoretischen Satz, der auf Seite 121 noch bewiesen wird, 


10“ durch s teilbar sein, d.h. s kann keine anderen Faktoren als 2 und 5 
enthalten. 


Ist umgekehrt ein reduzierter positiver Bruch L gegeben, bedeuten also 


r und s zueinander teilerfremde ganze positive Zahlen, von denen s keine 


anderen Faktoren als 2 und 5 enthält, also s = %#. Bl, so sei @ die größere 
der zwei Zahlen % und /! und für =]! gleich diesen. Für k=l zeigt die 
Darstellung 


Br z ; 
daß — ER wird, wobei H eine ganze positive Zahl ist. Bestimmt man 
mittels Division von H durch 10 die ganzen Zahlen H, und A, so, daß: 
H=10-H, +h 


ist, wobei %, als Rest der Division zwischen 0 und 9 liegt, ferner ebenso 
mittels sukzessiver Division durch 10 die ganzen Zahlen H,, H;: 


H, = 10 H, +h, 
H, = 10 H, + hz, 


usw., bis sich einmal H; = 0 ergibt, so erhält man durch sukzessives Einsetzen 
die ganze Zahl 


E E, E E a Er T R 


‘ x H ; : 
in Dezimalform geschrieben. E erscheint alsdann als Dezimalbruch, z. B.: 
13 18 _ 183-5 . 1625 1.10% + 6-10 +2-10 +5 
BO EaR ae a 10% 
1 6 2 5 
= — + — + —— + —— = 0,1625 
10 * 10° * jos + 710 í 
oder 
13 13 18 . 2° 52 5:10 +2 5 2 
E e uber" Se e Mh Teer 


Hiermit ist Satz V bewiesen. 
Wir beweisen 
Satz VI. Sind r und s teilerfremde ganze positive Zahlen, so 


ist er dann und nur dann in einen rein periodischen Dezimalbruch 


entwiekelbar, wenn s weder dureh 2 noch dureh 5 teilbar ist. Bei 
LoEwY, Algebra. 7 
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der Entwicklung solcher Zahlen — besteht die Periode des Dezi- 


malbruches aus g Gliedern, wobei g die kleinste ganze positive 


Zahl ist, für die eo ganssählig anstälit, 


Sind r und s beliebige ganze positive Zahlen, so ist — entweder gleich 
einem rein periodischen oder gleich einem unrein periodischen Deziinalbruch.! 


Hieraus folgt, daß es eine ganze positive Zahl ø gibt, für die 1077+. ni stets 


gleich einem rein periodischen Dezimalbruch wird. Ist nämlich — gleich 
einem rein periodischen Dezimalbruch, so ist ¢ = 1 zu wählen. Ist hingegen 
— gleich einem gemischt periodischen Dezimalbruch, so ist beim Beweise des 
Satzes III die Existenz einer ganzen Zahl ¢ > 1 von der gewünschten Eigen- 


schaft gezeigt worden. Wir zerlegen 10°71. — iny+ n , wobei y den in 
a ar — enthaltenen ganzzahligen positiven Bestandteil bedeutet. Da 10°”'. — 
gleich einem rein periodischen Dezimalbruch ist, so trifft dies auch für z zu, wobei 
A < 1 ist. Ist ọ die Gliederzahl der Periode von 1077: — oder, was das 


k E r LE A 4 5 . 
gleiche ist, von Fh so hat man, weil = kleiner als 1 und gleich einem rein 


periodischen Dezimalbruch ist, nach der letzten Gleichung auf Seite 95 
fi 


et A 


; hierbei bedeutet N eine ganze positive Zahl. Mithin wird 


N _rltoe-W+N. 
10° —1 10° —1 
Hieraus folgt: Sind r und s zwei beliebige ganze positive Zahlen, so kann 
man stets zu der ganzen positiven Zahl go, welche die Anzahl der Glieder der 


= r T 
10° u rai Aai 


Periode bei der Entwicklung von — In einen Dezimalbruch angibt, eine weitere 


r «(10° —1) = y (10° —1) +N 


ganze positive Zahl ø derart finden, daß 10°". 


ganzzahlig wird. Ist — in einen rein periodischen Dezimalbruch entwickelbar, 


so kann man o = 1 wählen. 
I. Wir behandeln nun zuerst den Fall, daß s weder durch 2 noch durch 5 
teilbar ist. Da dann s und 10°”! zueinander teilerfremd sind und nach dem Obigen 


10°. Z (10° —1) eine ganze Zahl ist, so muß — (10° -1) eine ganze Zahl 


1 Ist — gleich einer ganzen positiven Zahl oder einem positiven endlichen Dezi- 
s 


r * . . . . 
malbruch, so kann man — nach Satz I auch in Form eines unendlichen periodischen 
8 


Dezimalbruches schreiben, bei dem die Periode aus der einzigen Zahl 9 besteht. 
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sein (vgl. den schon mehrfach benützten zahlentheoretischen Satz auf S. 121). 
Wir erhalten demnach folgendes Resultat (A): Ist s irgend eine weder 
durch 2 noch durch 5 teilbare ganze Zahl, r eine beliebige ganze 
Zahl und bedeutet g die Periodenlänge bei der Entwicklung von 


— in einen Dezimalbruch, so ist Z (10? — 1) ganzzahlig. 
Wir beweisen ferner (B): Ist s irgend eine weder durch 2 noch 


durch 5 teilbare Zahl, r eine beliebige ganze Zahl und ọ irgend 
10° 


eine ganze Zahl, für die mI ganzzahlig ausfällt,! so ist die 
Entwieklung von — in einen Dezimalbruch rein periodisch und 
zwar ist die Periodenlänge höchstens gleich g. 

Wir zerlegen L in — =y+ a, wobei y der ganzzahlige Bestandteil 


10° — 027 
von — ist Da re 


1 z 
ganzzahlig ist, so muß dasselbe von 7. i . 


gelten. 


' : 1 
Setzen wir r, » 


= N, so wird 


10° 
s 


T,» SNe a und mithin — = 
t s s 


Da u <1,so folgt aus N = a . (10° —1), daB N < 10°. Die ganze posi- 
tive Zahl N läßt sich daher in die Form N = m OTT En E IEN ER 


bringen, wobei ni, ng, oe. n, Zahlen der Reihe 0, 1, 2,..., 9 bedeuten. 
Setzt man den gefundenen Wert von N in 1 a, +, ergibt sich 
s I. 3108 
Ea E E E Ne Tı 
miak. pT ia er s : 108 


> 

Fährt man fort, rechter Hand für = den gefundenen Wert zu benutzen, so 
ur r f E i 

erhält man a in Form eines rein periodischen Dezimalbruches 


r N n n n n 
D 4 27 1 EB Q 1 + 2 
S 10 10 108 102+! 102+? 


a a 


Bei der Entwicklung von — in einen Dezimalbruch kommt noch der ganz- 


zahlige Bestandteil y hinzu; daher ist Z gleich dem rein periodischen Dezi- 
malbruch 

n 

A E E 
Et E 


Durch das Voraufgehende ist die in (B) enthaltene Aussage bewiesen. 


1 Die Existenz wenigstens einer solchen Zahl ọ folgt aus (A), indem man o gleich der 


Periodenlänge bei der Entwicklung von t in einen Dezimalbruch wählt. 
8 


TE 
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Solange nichts über das Verhältnis von r zu s vorausgesetzt wird, kann 
die Periode noch aus weniger als g Gliedern bestehen, selbst wenn o die 


; A . 10° —-1 i : : A 
kleinste ganze Zahl ist, für die > ö ganzzahlig wird; z. B. ist für r = 7, 
Ge 
s=21, i E ganzzahlig, die kleinste mögliche Zahl ọ = 6 und demnach 
T _ 333333 333 333 n 
sr 08 101: nt 


während die Periode in Wahrheit nicht aus 6, sondern nur aus einem Gliede 
besteht. 

Wir bleiben bei unserer Annahme, daß s weder durch 2 noch dureh 5 teilbar 
ist, setzen aber nunmehr r und s auch noch teilerfremd voraus. Ferner sei ọ die 


: ” Brise DS ; 5 Ti 
kleinste ganze positive Zahl, für die — ganzzahlig wird; von dieser 


kleinsten Zahl ọ sagt man auch, sie ist der Exponent, zu dem 10 modulo s 
gehört. Alsdann ist, wie wir jetzt zeigen wollen, ọ genau gleich der Gliederzahl 


5 


in der Periode des Dezimalbruches, in den sich L entwickeln läft. Ange- 
nommen, die Periode des Dezimalbruches, in den sich — entwiekeln läßt, be- 


stehe aus oe’ Gliedern; alsdann ist, wie unter (A) bewiesen, tie = 
Ss 


ganzzahlig. Da r und s teilerfremde ganze Zahlen sind, so folgt aus der 


EL 
sn eii Nun sollte ọ die 


Ganzzahligkeit von — . (10° — 1) diejenige von 


Rn 
kleinste ganze positive Zahl sein, für die de ganzzahlig ist; daher ist 
Ss 


10° — 
= 23 ganzzahlig aus- 


e=g. Da s nicht durch 2 oder 5 teilbar ist und 
fällt, so besteht, wie unter (B) gezeigt, die Periode g’ des Dezimalbruches, in 
den sich — entwickeln ließ, höchstens aus ọ Gliedern; mithin muß g’ S ọ 
sein. Aus g =ound g' S ọ folgt (= g. 

Wir haben also das Resultat: Ist s nieht durch 2 oder 5 teilbar und 
sind r und s teilerfremd, so ist = gleich einem rein periodischen Dezimal- 


bruch mit o-gliedriger Periode, wobei ọ die kleinste ganze positive Zahl be- 
10° —1 


ò 


deutet, für die ganzzahlig wird.! 


II. Die Zahl s sei nunmehr durch 2 oder 5 teilbar. Sind r und s teiler- 


r-(10°—- 1) 
Ss 


fremde ganze Zahlen, so behaupten wir, daß für keine ganze 


r-(10°— 1) 
s 


positive Zahl ọ ganzzahlig ausfallen kann. Wäre ganzzahlig, so 


1 Die Zahl ọ spielt in der Zahlentheorie (vgl. etwa P. BACHMANN, niedere 
Zahlentheorie, Leipzig 1902, S. 318) eine sehr wichtige Rolle. Man beweist: ọ ist 
gleich der zahlentheoretischen Funktion œ (s) oder gleich einem Faktor von ọ (s), 
wobei @(s) die Anzahl der ganzen positiven Zahlen angibt, die kleiner als s und zu 
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a. ; e 10° — 1 ’ 
würde, da r und s teilerfremd sind, ——— ganzzahlig werden. Ist s durch 
Ss 


2 oder 5 teilbar, also s=2-s, bzw. s=5-s,’, wobei s, bzw. s; ganze 


Zahlen bedeuten, so würde aus der Ganzzahligkeit von diejenige von 


10° —1 10° —1 10° —1 e—1 z 5 
29 e > — bzw. von .y= m - folgen. Nun sind aber 
S rd s 5 
10° -ıX, a 1 10° —1 N 
N 162 bee bew. = 02 — = niemals ganze Zahlen. 
2 OQS 2 5 


r 


Ni 
Hieraugfolt, daß in der Tat, wenn s dureh 2 oder 5 teilbar ist, — +(10° — 1) 


Ss 

niemalEgginzzahlig ist. Mithin kann unter den angegebenen Bedingungen die 
= 

be thau Seite 98 bewiesene Ganzzahligkeit von 1077}. Z (10° — 1) nur 
= s 

t werden, daß ø > 1 ist. Dies heißt aber nach der dort am 


ey z : NEY 
Absatzes gemachten Bemerkung, — ist kein rein periodischer, 
S 


gemischt periodischer Dezimalbruch. Hiermit ist schließlich ge- 


£ z $ r > : , - 
zeist ak: enn r und s teilerfremd sind, — nur dann in einen rein perio- 
i Ss 


< 


Se =, poas er 1 
s teilerfremd sind. Ist s eine Primzahlpotenz p“, so ist (p )=p nz ; 
ist $ ph. p? Eia při, wobei Pi, Pəs »- :, Pi verschiedene Primzahlen bedeuten, 
t 
so ist 
g (s) = g (pY) -o (P2) -o (Pf) =s(1--) : (1- - ee 1--.): 
j i Pı Po pi 
Es ist z. B. — = 0, 3 ... mit ọ =1 und ọ (3) = 2; =, 09... mit ọ = 2 
eaea 2 Saat 
und ọ (11) = 10; n 0, 142857 ... mit ọ = 6 und ọ (7) = 6; 37 9% 095238... 


mit ọ = 6 und 9(21) = 12. Tabellen für die Zahl g, wenn s eine gegebene Prim- 

zahl unter 100000 ist, findet man bei HEINRICH BORK in der elementar gehaltenen 

Schrift ‚„‚Periodische Dezimalbrüche‘‘, Programm Nr. 67 (1895), Kgl. Prinz-Heinrich- 
10° 


— 1 
Gymnasium Berlin. Aus der Notwendigkeit der Ganzzahligkeit von ae folgt, 


daß es nur eine endliche Anzahl von Nennern s derart geben kann, daß die zu- 
gehörigen reduzierten Brüche sich als rein periodische Dezimalbrüche mit vorgeschriebener 
o-gliedriger Periode schreiben lassen. Man findet sie als jene ganzzahligen Faktoren 


der aus ọ Neunern bestehenden Zahl 10° — 1, die nicht schon bei der Zerlegung von 


196 1 auftreten, wobei g’ irgend eine kleinere ganze positive Zahl als ọ bedeutet. 
Da die Zahl 9 bloß 1, 3 und 9 zu Teilern hat, so liefern nur die ganzen Zahlen 
und alle reduzierten Brüche mit den Nennern 3 und 9 eingliedrige Perioden; zwei- _ 
gliedrige Perioden liefern nur alle reduzierten Brüche mit den Nennern 11, 33 und 99, 
da diese Zahlen die nicht in 9 enthaltenen Teiler von 99 erschöpfen. Eine Zusammen- 
stellung aller Nenner s, die rein periodische Dezimalbrüche mit 1-, 2- bis 11-gliedrige 
Perioden ergeben, findet man z. B. bei Jos. MAYER, Über die Größe der Period 
eines unendlichen Dezimalbruches, Programm der Kgl. (bayerischen) Studienanstalt 
Burghausen 1887/88, S.10. Auch Gauss hat sich mit diesem Gegenstand in den 
Disquisitiones arithmeticae, Art. 312—318, ges. Werke I, Göttingen 1863, S. 382, 
sowie die Tabelle auf S. 470, beschäftigt. 
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dischen Dezimalbruch verwandelt werden kann, wenn s weder durch 2 noch 
durch 5 teilbar ist, Satz VI ist also völlig bewiesen. 

Satz VII. Sind r und s teilerfremde ganze positive Zahlen 
und ist s = 2*. 5'.s,, wobei s, weder durch 2 noch durch 5 teilbar 
ist und wenigstens eine der Zahlen k und / nicht verschwindet,! 


so ist — in einen gemischt periodischen Dezimalbruch ent- 


wickelbar. Je nachdem k oder ! die größere Zahl ist, findet man 
pk- y.gi-k 

oder 

1 si 

Dezimalbruch verwandelt und diesen durch 10° dividiert,d.h. das 
Komma des Dezimalbruches um @ Stellen nach links verschiebt, 
wobei G die größere der zwei Zahlen k und / bedeutet; falls k = l, 
so ist G= k=l zu wählen. 


: 3 r 
ihn, indem man 


in einen rein periodischen 


Der Beweis ergibt sich sofort, da — Du: A für k=l gleich 
«5.8 
Dhr getir i 
- und für l= k gleich ist. Nun ist s, weder durch 2 noch 
10%. s, 10°. s; 
k—l l—k 


durch 5 teilbar; daher ist + bzw. x T nach Satz VI in einen rein 


1 4 
periodischen Dezimalbruch entwickelbar. Aus diesem ergibt sich die Ent- 
wicklung von — durch Division mit 10°, wobei @ die größere der zwei 


Zahlen % und Z bedeutet, wenn %k und l ungleich sind; für k = l ist @ diesen 
Zahlen gleich zu wählen. 

Wir haben bisher ausschließlich mit den Dezimalbrüchen operiert. Die 
Bevorzugung der Zahl 10 ist mathematisch durchaus unbegründet. 
Sie beruht, wie schon Aristoteles hervorhebt, einzig darauf, daß wir 10 Finger 
besitzen. Anstatt der Grundzahl 10 kann man auch jede andere ganze positive 
Zahl f> 1 als Grundzahl benützen. Ausdrücke von der Form 

u A Ôn 

ô + rratratre tm 

wobei ô und f zwei beliebige ganze positive Zahlen bedeuten, ô auch Null 

sein kann, hingegen f stets > sein muß, und ô, ôs, ... ganze positive 

Zahlen vorstellen, die zwischen 0 und f— 1 (diese Grenzen eingeschlossen) 

liegen, heißen positive systematische Brüche mit der Grundzahl f. 

Auch bei ihnen ist wie bei Dezimalbrüchen zwischen endlichen, d.h. ab- 

breehenden, und unendlichen zu unterscheiden. Durch einen unendlichen 

positiven systematischen Bruch mit der Grundzahl f sind ebenso wie durch 
einen Dezimalbruch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen, nämlich 


Pas 


ô ô ô ö 
ò, ER TETEE IH tat 
ô 1 ô ô 1 ò ô ô 
ö+1, 4 ta ar tataı ne re 


bestimmt, und man kann demnach unter dem vorgelegten positiven unendlichen 
systematischen Bruch 


1 D, h. s ist durch 2 oder 5 teilbar, 
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ò ò ô 
ò +t +. + +:-. 
ae as 
die durch die zwei obigen Definitionsfolgen eindeutig festgelegte Zahl ver- 
stehen. 


Der negative systematische Bruch mit der Grundzahl f: 


ô ò ò 

(HH rt) 
| ER F 

ist entgegengesetzt zu dem positiven. 

Alle obigen Sätze bleiben auch noch gültig, wenn man statt der Grund- 
zahl 10 irgend eine andere ganze positive Zahl f > 1 als Grundzahl wählt. 
Man erhält daher die folgenden Resultate: 

Jede reelle Zahl kann als systematischer Bruch mit vor- 
gegebener Grundzahl f geschrieben werden. Jede Zahl kann auf 
eine und auch nur auf eine Weise als unendlicher systematischer 
Bruch mit der Grundzahl f ausgedrückt werden. Läßt sich eine 
positive Zahl « auch als endlieher systematischer Bruch mit der 
Grundzahl f schreiben, etwa 

ER LS Ò, 

a Ale EE 
so ist dies ebenfalls nur auf eine Art möglich. In diesem Fall 
lautet der unendliche systematische Bruch mit der Grundzahl f, 
der gleich « ist, 

RE: 0; dg =T f-1ı f-1 
Be a A Na rk. ehe eF? Fara 

Notwendig und hinreichend, damit ein unendlicher systematischer 
Bruch mit der Grundzahl f gleich einer rationalen Zahl sei, ist 
seine Periodizität, d.h. daß er die Form: 


Ò, Ò, ò, AIR ber 
u ie Ve a premi 
Ö, LEEREN I ò, 4 
+ pre rer ae wre er Du 
hat, daß sichalso dg, otrs ++», Òs }o—1ı immerindernämlichen Auf- 


einanderfolge wiederholen. Ist ø =1, so spricht man von einem 
rein periodischen, bei g > 1 von einem unrein periodischen oder 
gemischt periodischen systematischen Bruch mit der Grundzalhl f. 
Die positive Zahl «æ läßtsieh dann und nur dann als endlicher 
systematischer Bruch mit der Grundzahl f schreiben, nämlich 
SR. Ò, 


en ah er 
a=Ö6+ F A a 


f; N { : e 
wenn « = — ist und hierbei r und s teilerfremde ganze positive 
S 


Zahlen bedeuten, von denen s nur durch solche Primzahlen teil- 
bar ist, die auch in f aufgehen. 
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Alle und auch nur diejenigen positiven rationalen Zahlen L, 


bei denen r und s teilerfremde ganze positive Zahlen bedeuten 
und s, abgesehen von 1, durch keine Primzahl teilbar ist, die in f 
aufgeht, sind gleich rein periodischen systematischen rg 


mit der Grundzahl f- Bei der Entwicklung solcher Zahlen — 7 be- 


steht die Periode des systematischen Bruches mit der Grundkahlf 
aus ọ Gliedern, wobei o die kleinste ganze positive Zahl ist, für 


oO _ 
N ei. 
Ss 


ganzzahlig! ausfällt. 


Der Leser entwiekle z. B. 2 in einen systematischen - Bruch mit der 
Grundzahl 2: 


a” Entwicklung ist rein periodisch mit der Periode 0, 1. Allgemein gibt 


f = 
der zweigliedrigen Periode 0, f — 1. 


——- einen rein periodischen systematischen Bruch mit der Grundzahl f und 


Ferner entwickle man in einen systematischen Bruch mit der 


Grundzahl f: 


BEREIT 
arte ni 


Die Entwicklung ist rein periodisch mit der eingliedrigen Periode 1. 


89. 
Kettenbrüche. 


Sind Ps, Ps, *- -, Pa irgendwelche ganze positive Zahlen, und bedeutet 
P, eine ganze positive Zahl oder Null, so heißt ein in der folgenden Schreib- 
weise gebildeter Ausdruck: 
1 


0) E=p t —  — 
Pa + ZH 
P3 = 
Pi TEN 
4 
Pu 
ein positiver endlicher Kettenbruch. Die Zahlen p, Pz, Ps, - + Pu 


heißen die Elemente (auch Teilnenner) des Kettenbruches. 


1 Sind f und s teilerfremd, so heißt die kleinste ganze positive Zahl o, für 


e 
die Ee ganzzahlig ausfällt, der Exponent, zu dem f modulo s gehört. 
8 


O 
- ; - x Eu : SE 
Haben f und s einen gemeinsamen Teiler, so ist Be für keine ganze positive 
8 


Zahl ọ ganzzahlig. 
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Die Berechnung des Kettenbruches geschieht folgendermaßen: Man bilde 
der Reihe nach die Hilfsgrößen 


L = 1 z 1 
Bun Ps T Pa s Su—s 7 Pu— + Fa Sa Pu se f ’ 


u u—? Su—3 


1 
TT =P, + - 
? Ši P E. 


und erhält alsdann ë = p, + 


č 


sı 
Anstatt der obigen, viel Raum beanspruchenden Schreibweise (1) für einen 
Kettenbruch soll die bequemere abgekürzte Bezeichnung: 
1| 1] 1! 
Gy =p +-— t- +... + oder 
) di Ps IPs Pu 
= (Pı; Pir eus Pa) 
verwendet werden. 
Sind 9, Ps, Py -.. unendlich viele ganze positive Zahlen und bedeutet 
p, eine ganze positive Zahl- oder Null, so heißt ein Ausdruck von der Form: 


1 


(2) Pı + = Ta 
Ra ren 

Ps + 
Pat. 


ein positiver unendlicher Kettenbruch; er wird abgekürzt mit 

1| 1| 1| 
eur IPs IPs js IPs 
Pis Pos Pss Pa, - - - heißen auch hier die Elemente (Teilnenner) des Ketten- 
bruches. Ähnlich wie bei den unendlichen Dezimalbrüchen ist 
auch bei den unendlichen Kettenbrüchen die Frage nach dem 
Sinn und der Zulässigkeit eines solchen Gebildes zu stellen. 
Die Beantwortung der prinzipiellen Frage, inwiefern ein unendlicher 
Kettenbruch als reelle Zahl aus P auffaßbar ist, soll noch verschoben werden. 
Vorerst betrachten wir einen unendlichen Kettenbruch (2) ganz formal nur als 
einen Ausdruck, der uns eine unendliche Reihe endlicher Kettenbrüche: 


+... oder (Pi; Ps Ps, Pa » . .) bezeichnet; die Zahlen 


1| 
K, = L e a rer RICH 455 nmel, 2,8, EA 
Te 1m ei 
liefert. K, heißt der nte Näherungsbruch des Kettenbruches (2). Hat 
man einen endlichen Kettenbruch (1), so gehören zu ihm nur eine endliche 
Anzahl von u Näherungsbrüchen A,, Kz, ..., K,„, deren letzter der gegebene 
Kettenbruch ë selbst ist. 
Wir beweisen folgenden 
Satz I. Definiert man ein zweifaches System von ganzen nicht 
negativen Zahlen Z, und N, durch folgende Rekursionsformeln: 


(3) u =h 4 =D :-» La = Pali F Baas 
(4) N, = 0, N, =1, e. N, zr PN. F We ’ 
% 


a 
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wobei n bei einem endlichen Kettenbruch die Werte 1, 2, 3,..., u, 
bei einem unendlichen Kettenbruch alle ganzen positiven Zahlen 
Z, 


N; 
à F ai Ey Z, 
Offenbar ist p, = u oE LEK = T Ferner folgt aus (8) und (4) 
1 1 
für n = 2, dab Z =9, 4 + 5 = PP, +1, N = PN; +N, =p. Mithin ist 
1 _ Pıp + 1 > 2 


durchläuft, so ist der nte Näherungsbruch K, = 


Der zu beweisende Satz, daß K, = 5 ist, gilt also für n = 1 und n = 2. 


Wir setzen nunmehr seine Richtigkeit für die ganze Zahl » = k voraus, d.h. es 
bestehe die Gleichung: 


1| 1| Z, 
5 K= +-— +t... 4-7- = t. 
W iA v2 |Pı N, ’ 
aus ihr folgt nach (3) und (4): 
r Pla E la 
5 K, = > - 
6) * MN: + N 
1| 1| 1| i 
Nun geht K,}, = p, +7— +... ~- aus K, hervor, indem man 
pi |Pı IPı+ı 
a durch ei = 1| , d. h. p, durch p, + ersetzt. Daher erhält 
IP: (Pe [Peti Pr+i 
man aus der Gleichung (5): 
(p. r ) Zu + Za 
K. = Pr+1 
k+1 { 1 
Q $ ) N, + Ns 
Pr+ı 


Pr+ı (Pr Ai + Ze) + Zei 
Pı+1 (Pe Nyi + Nr—) + Nyi 
Prti Ze + Zi 


z ee wie aus (3) und (4) für n = k folgt, 
kti 4k k—1 


= ET , wie sich ebenfalls aus (3) und (4) fürn =k+1 
Nizi 
ergibt. Trifft also der zu beweisende Satz für n = k zu, so gilt er auch noch 
für die nächste ganze Zahl n = k+ 1. Da der Satz für n =1 und n= 2 
richtig ist, so schließt man auf Grund des Verfahrens der vollständigen Induktion, 
daß er sukzessiv für n = 3, 4, 5, ...., also bei einem unendlichen Kettenbruch (2) 
für alle ganzen Zahlen zutrifft; bei einem endlichen Kettenbruch (1) gilt der 
Satz bis zu der Zahl n = u, die der letzten existierenden Größe p, entspricht. 
Hiermit ist der Satz I bewiesen. 
Satz IL Sind Z, und N, Zahlen, die auf die in Satz I def - 
nierte Weise gebildet sind, so bestehen die Gleichungen: 


(6) Za Nei Far NS Z,- mr (= 1", 
(1) Z, N= EY Za = E ip 8,5 
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hierbei durchläuft die Zahl n bei einem endlichen Kettenbruch 
die Werte 2, 3,..., a, bei einem unendlichen Kettenbruch alle 
ganzen positiven Zahlen = 2. 


Nach (3) und (4) ist 
2, J, A = N, 2 T (P, ER T Bu) Nyi ei: (Pn Noi + N. Z,— 
=(- 1) (Z,—ı Da No Za—2) é 


Abgesehen vom Faktor — 1 haben wir also rechts einen ebenso gebauten Aus- 
druck wie links; nur ist der Index rechts um 1 niedriger als links. Wendet 
man das gleiche Verfahren nochmals an, so erhält man 


Za—i Na Ni Zn = (- DZ, N, NZ) 
und daher 


2, N =N, Daa = (= 1)? (Z, ER N, Z, 


n—?2? t'n—2 n—3) > 


wobei der Index rechterhand nunmehr um 2 niedriger ist. Fährt man suk- 
zessiv derart fort, so findet man 


2, Nea N, 2, = (- 7.2 N, — N, 2) 
= (— 171.(p,-0— 1.1), wie aus (8) und (4) folgt, 
= (- 1". 
Mithin ist die Relation (6) bewiesen. 
Nach (3) und (4) ist 


Za Nacar N; AE 3 (Pan fz r 2.-2) Na EF (P, Nisi + Nasa) RR 
= 9, (24,1 Na Nyari Zi) 
=(- 1. Pn, 


wie aus der bereits bewiesenen Gleichung (6) folgt. Hiermit ist auch die 
Richtigkeit der Relation (T) gezeigt. 

Aus der Gleichung (6) folgt, daß Z, und N, teilerfremde ganze Zahlen 
sind. Hätten nämlich Z, und N, eine von 1 verschiedene ganze Zahl d zum 
gemeinsamen Teiler, wäre also Z,=dZ/ und N,=dN,, so würde aus 
6) ZN, - N, Za =(- 1" folgen, daB d(Z/ N, N Zo)=(- 12", 


n—1 


also 3 = (— 1 (Z; N, —ı— N; Zı—) eine ganze Zahl wäre; dies ist aber un- 


z í N j 
„ und N, keinen gemeinsamen Teiler, -= ist, weil 
N, 
n 


auch N, nach Voraussetzung positiv ist, ein reduzierter Bruch. Da sich eine 
rationale Zahl nur auf eine einzige Art als reduzierter Bruch darstellen läßt 
(Kap. I, $ 9, Satz V, Seite 49), so folgt: 

Satz III. Z, ist der Zähler und N, der Nenner des n Nähe- 
rungsbruches 


möglich. Mithin haben Z 


1| 


E ar 
IPs 


IPs 


1| 
? 
|Pn 
wenn man diesen als gewöhnlichen reduzierten Bruch schreibt. 


Man kann daher passend die Größe Z, als den n"" Näherungszähler 
und N, als den n'® Näherungsnenner bezeichnen. 


K, =p, + + a S 
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Aus (6) und (7) ergibt sich: 


er poy ea Neri = N 
r Z, Z,—e E ( ra DES = Pn 
n ) z: N, Nas rs N n N, —? 


Aus den Gleichungen (6°) und (7’) leiten wir einige für das Folgende 
wichtige Ungleichungen her: 
Wählen wir in (T) n = 2m + 1, wobei m bei einem endlichen Kettenbruch 


u= 2 
2 


i falls u ungerade, bezw. bis zu , 


die Werte 1, 2, 3, ... bis zu # 


falls u gerade ist, bei einem unendlichen Kettenbruche alle ganzzahligen 
Werte 1, 2, 3, ... ins Unendliche durchläuft, so wird: 


aki = Zum—ı > (= er 4) *Pom4ı 


Nawta Njaa ENIE Nina 


Der rechts an zweiter Stelle stehende Summand hat einen positiven Wert, weil 
die p; und N; sämtlich positiv sind; mithin ergibt sich die Ungleichung: 


Zam4ı > ei 3 
2m41 Nini 


Ebenso folgt aus (T), indem man n = 2m wählt und m für einen endlichen 
Kettenbruch die Werte 2, 3, ... bis zu der größten in £ enthaltenen ganzen 
Zahl, für einen unendlichen Kettenbruch die Werte 2, 3, ... ins Unendliche 
durchlaufen läßt, daß: 

Zum _ Zn p CN" pin, 


= + 
N, m N; m—?2 N. 2m 3 m—2 


Ü) 


Der rechts an zweiter Stelle stehende Summand enthält, abgesehen von 


(-1)?"'= — 1, nur positive Größen; er fällt also selbst negativ aus, folglich 
ergibt sich die Ungleichung: 
Z, Z, 
II Him 2m—?2 | 
N, m N. 2m—2 


Wählen wir in (6) n = 2m, wobei m für einen endlichen Kettenbruch 


die Werte 1, 2,3,... bis zu der größten in E enthaltenen ganzen Zahl durch- 


läuft, für einen unendlichen Kettenbruch alle Werte 1, 2, 3, ... ins Unend- 
liche annimmt, so ergibt sich 

r 2m 
(8) Zum er Zum-ı d ( 1) 


7 ge 7 7 7 
Nom Na-ı Nom Nina 


Da der zweite Summand rechts in (8) positiv ist, so folgt: 


Z, Z. m— 
2m > 2 ki x 


(ID N, m N, m—l 


Nach Definition (4) ist: 
N =0, N =1, =, N =pm +1, 
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allgemein \„=p,N,_, + N,_,» Da die Größen p,, Ps, -.. lauter ganze posi- 
tive Zahlen sind, die mindestens den Wert 1 haben, so folgt für die positiven 
Näherungsnenner N;: 


(9) KEN << NS NG, 


d.h. die ganzen positiven Zahlen N; nehmen mit wachsendem In- 
dex beständig zu, sie werden für einen unendlichen Kettenbruch 
schließlich größer als jede beliebig vorgegebene noch so große 
Zahl. Für die Anfangswerte ist N, >\,, wobei das Gleichheits- 
zeichen nur für den Fall p, = 1 gilt. 


Nach (9) ist N,„_ı < Nam, also Faaa < ER io hieraus ergibt sich 
Nom Se ARMET 
durch Multiplikation mit der positiven Zahl N die Ungleichung: 
2m—1 
1 S 
3 3 


AT 7 R7 °® 
N 2m N 2m—1 N, m—1 


Da nach der Gleichung (8): 


Z m -i 2, m—1 Ge 1 A 
N, m N, m—1 N, m N, m—1 
so findet man: 
Z Z. 1 
(IV) am. -G 2m—1 = 


72 j 
Nan Maea Dane 


Für die Ungleichung (IV) ist m > 1 vorauszusetzen, weil sonst die Relation 

Ne m—ı < Nam nicht hätte angewandt werden können. Für m = 1 hat man 

a _ 2 

N N 
Da die ganzen positiven Zahlen N,, Nọ, Ny . .. nach (9) mit wachsendem 

Index beständig größer werden und daher bei einem unendlichen Kettenbruch 

1 

N 

sendem ~v beliebig klein. Hieraus folgt nach (IV), daß für einen unendlichen 


= ya , wobei das Gleichheitszeichen nur für p, = 1 gilt. 
1 


über jede noch so große positive Zahl hinauswachsen, so wird mit wach- 


Kettenbruch die Differenz > — Te mit wachsendem m unter jeden noch 
2m 2m—1 
so kleinen Betrag sinkt. 
Wir ordnen nun die Näherungsbrüche —- , D n . eines unend- 
Ni WN Na 


lichen Kettenbruchs in zwei zusammengehörige, ins Unendliche fortschreitende 
Folgen und zwar derart, daß die Näherungsbrüche mit ungeraden Indizes in 
die erste, die mit geraden Indizes in die zweite Folge zu stehen kommen, also. 


VA Z, Z; 
Aa A A 
(10) 1 3 5 
A, A, a 
NM’ N’ N’ 
Wenn wir einen endlichen Kettenbruch haben, für den bisher nur die 
7 Zu 
Näherungsbrüche E. En >... —— definiert waren, so setzen wir fest, daß. 
Ni Ni N, 
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Zur Zur 
en 

N, url u! N; 

sollen. Auf diese Weise haben wir auch bei einem endlichen Kettenbruch in 

(10) zwei ins Unendliche fortschreitende Folgen. Wir bemerken noch, daß 


A Z $ 
alle auf A folgenden Größen 


bei einem endlichen Kettenbruch die Differenz en _ Zen verschwindet, 
2m 2m—1 


falls 2m — 1 = u, also gewiß schließlich kleiner als jede vorgegebene positive 
Größe wird. 

Aus den Relationen (I) bis (III) und der im Anschluß an die Ungleichung (IV) 
gemachten Bemerkung folgt: 


Die zwei in (10) vorliegenden Folgen sind zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen, welche die Bedingungen B,) bis B} 
auf Seite 62 erfüllen. Sie definieren daher eine wohlbestimmte 
Zahl oe. 

| 1 

Hat man einen endlichen Kettenbruch p, + T + +. +. pir a, 

Ir 2 3 
Z, Zu Zu 2 
a ge e N i =..., so ist nach Satz I auf Seite 73 


F } 
pi Niyi Na+: 


und ist daher 


© = E d. h. die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen in (10) definieren 
1| 


den endlichen Kettenbruch p, + +...+ en Der unendliche Ketten- 


i fi 
bruch. war bisher nur ein Zeichen auf dem Papier. Wir können ihn jetzt auch 
als Zahl auffassen. Ein unendlieber Kettenbruch p, + m E tr +. 
2 3 
soll nur eine kürzere Bezeichnung für die Zahl « vorstellen, 


welche durch die aus dem Kettenbruch abgeleiteten zwei zu- 
sammengehörigen Definitionsfolgen der Formel (10) bestimmt 
wird. Kraft dieser Festsetzung ist man berechtigt, was bisher noch nicht 
dargetan war, auch die unendlichen Kettenbrüche als Zahlen aus P 
im Sinne der im § 1 gegebenen Definition. aufzufassen. 

Die durch die zwei Definitionsfolgen (10) bestimmte Zahl « ist nach 
Satz I auf Seite 82 niemals kleiner als irgend eine Zahl der aufsteigenden 
Definitionsfolge und niemals größer als irgend eine Zahl der absteigenden 
Definitionsfolge; daher besteht für jeden positiven ganzzahligen Wert von m 
die Ungleiehung: 


(11) 


Zem—ı ee Zo m 5 


Na BIS er N, 


2m 


das Gleichheitszeichen gilt hierbei nur, falls eine der zwei Definitionsfolgen 
von einer gewissen Stelle an fortwährend die nämliche Zahl enthält, d. h. nur 
für einen endlichen Kettenbruch und zwar linkerhand, wenn m so gewählt 
ist, daß 2m — 1 = u, und rechterhand, wenn 2m > u. 


Ist demnach « ein unendlicher Kettenbruch oder lassen wir, wenn « ein 


endlicher Kettenbruch p, + m +»: re ist, die Zahl 2m nur die geraden 
Ir 2 u 
Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., u — 1 durchlaufen, beschränken wir also für 


einen endlichen Kettenbruch die Zahl 2m — 1 auf die ungeraden Zahlen, die 
kleiner als u — 1 sind, so kann in der Relation (11) weder links noch 
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rechts das Gleichheitszeichen stehen. Man hat daher das System von Un- 
gleichungen: 


Zimi Zom 
en a E 


Aus (12) folgt: 
ER? Piai la pe Zem-—ı 


0<a 
2m—1 Nom N; m—1 


oder 


EN 1 
1 0 BR L BB FEN 
(13) a RE E Ser 


wie sich nach Gleichung (6’) ergibt. Mittels der Ungleichung (9) N, m—1ı = Nam folgt 


Z. 1 
(14) Perry 
2m—1 BERN 


wobei sowohl in (14) als auch in (13) die Zahl 2m — 1 für einen endlichen 
Kettenbruch auf die ungeraden Zahlen, die kleiner als u — 1 sind, zu be- 
schränken ist. 


Nach dem bereits oben angewandten Satz I auf S. 82 ist ferner: 


i 2 
(11°) 2m+1 = a < 2m , 
Nomzı Nom 


Das Gleichheitszeichen gilt hierbei nur, falls eine der zwei zusammengehörigen 
Definitionsfolgen, die œ definieren, von einer gewissen Stelle an fortwährend 
die nämliche Zahl enthält, d.h. nur für einen endlichen Kettenbruch, und 
zwar linkerhand, wenn 2m +1=u, und rechterhand, wenn 2m > u. 

Ist demnach «œ ein unendlicher Kettenbruch oder lassen wir, wenn « ein 
ER. 
Ip: Pu 
geraden Zahlen der Reihe 1, 2, ..., u — 1 durchlaufen, beschränken wir 
also für einen endlichen Kettenbruch die Zahl 2m auf die geraden Zahlen, 
die kleiner als u — 1 sind, so kann in der Relation (11’) weder links noch 
rechts das Gleichheitszeichen stehen. Man hat daher das System von. Un- 
gleichungen: 


endlicher Kettenbruch p, + ist, die Zahl 2m + 1 nur die un- 


Z, Z 
(12 —2m+i1 <a< Beci 7 
Nouti Nom 
Aus (12’) folgt: 
een Zom4ı 
Nam Nomz+ı 
BE Zom 
und durch Addition von —*: 
2m 
Z Z Zem+ı 
0 = zm p- & < m m 
Non Nom Nampi 
oder 
1 Zam 1 
N $ © Nia na Nom Nampi ; 


wie sich aus Gleichung (6’) ergibt. 
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1 1 Š x 
Da ————— SO so erhält man aus :(13) die Ungleichung: 
N, m N 2m +1 N 2m 
Z 
(14) 0< = a< ; 
? 72 
Nom N, m 


wobei sowohl in (14’) als auch in (13°) die Zahl 2m für einen endlichen Ketten- 
bruch auf die geraden Zahlen, die kleiner als 1, 2,..., u — 1 sind, zu be- 
schränken ist. 

Ist n eine beliebige gerade oder ungerade ganze positive Zahl, so be- 
sagen die Gleichungen (14) und (14°), daß 


(— per (« x a) «N, 


An 


einen zwischen 0 und 1 gelegenen Wert hat, die Grenzen 0 und 1 aus- 
geschlossen. Setzt man 
te 2). 
wobei 7, eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl mit Ausschluß der Grenzen 
bedeutet, so folgt durch Auflösung nach « 
Z, — rt! 
TEn 


En N, NE BER Te 

Hat man einen endlichen Kettenbruch, so darf n nur die Werte 1, 2, ..., u— 2 

durchlaufen, da in (14) und (14’) für 2m — 1 bzw. 2m nur die Zahlen < u — 1 
in Frage kommen. Wir erhalten daher 

Satz IV. Jeder Kettenbruch ist größer als einer seiner 

Näherungsbrüche mit ungeradem Index und kleiner als ein 


solcher mit geradem Index; er hat den Wert $ + C, wobei 
n, eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl bedeutet, die Grenzen 0 
und 1 ausgeschlossen, er liegt also stets zwischen 5 Aa und 
ARE Bei einem endlichen Kettenbruch p, + A Me 
N, N: [P (Pu 


dürfen hierbei für v nur die Zahlen 1,2,..., u—2 genommen werden;! 


Z n 
1 Um auch die zwischen einem endlichen Kettenbruch —“ und dem Näherungs- 
u 


Zu— F Zu Zu 
bruch vorhandene Beziehung zu finden, beachte man, daß E x 
u—i R pe u y1 
nach Gleichung (6) gleich ———— wird. Mithin hat man 
Nu Nucı 
Zu ne Fu > y 
N, N, N, Nu-ı 


Nun ist N, = N,„_,, wobei das Gleichheitszeichen nur für u = 2 und p, = 1, also 
l 1i 

|1 

Mithin ist ein endlicher Kettenbruch für den im Text ausgeschlossenen Wert n = u — 1 


bloß für die Entwicklung der ganzen Zahl p, + in einen Kettenbruch gilt. 
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der Kettenbruch selbst ist gleich ar - Bei einem unendlichen 


u 
Kettenbruch durchläuft n jeden ganzzahligen Wert. 

Wir knüpfen noch an die Gleichungen (13) und (13) an. Wenn n eine 
beliebige gerade oder ungerade ganze positive Zahl bedeutet, so besagen 
sie, daß 

(— +1 (« _ =) N. Waki 
einen zwischen 0 und 1 gelegenen Wert hat, die Grenzen 0 und 1 aus- 
geschlossen. Setzt man 
Zu r 
(— ip +! (« u N ) N; Neti = En; 
wobei &, eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl mit Ausschluß der Grenzen 
bedeutet, so wird 
u Zn (= TAG 
m N, N Nati 


(E3 


Für einen endlichen Kettenbruch darf n nur die Werte 1, 2,..., u — 2 an- 
nehmen, da in (13) und (13) für 2m — 1 bzw. 2m nur die Zahlen < u — 1 in 
Frage kommen. Wir können daher noch folgenden Satz formulieren: 


Satz IV’. Jeder Kettenbruch liegt zwischen = - 


N Ni 
3, 1 a zZ, .. {=iy3i, 
ee ei E SE 


zwischen 0 und 1 gelegene Zahl bedeutet, die Grenzen 0 und 1 
1 1 

EA aaa 
v2 Pu 
dürfen für n nur die Werte 1, 2,..., «—2 genommen werden. Der 
endliche Kettenbruch ist gleich! 


, wobei s,eine 


ausgeschlossen. Bei einem endlichen Kettenbruch p, + 


Z Zra (S 1)“ 


u 


r = 7 
N u N V Ny u 


Satz V. Liegt ein rationaler positiver Bruch zwischen 
Ss 


zwei aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen aoi und ne 

29—1 29 
eines endlichen oder unendlichen Kettenbruches, so ist stets 
EE Nas 


Zum (> te. Nu—ı 
-L HE 


Ny? 

pif M— i 
und 1 gelegene Zahl bedeutet; jedoch kann 7,_, (anders als im Text) auch den 
Wert 1 annehmen, nämlich, falls es sich um den speziellen endlichen Kettenbruch 


1! 
Pi + ETE handelt. 


1 Vgl. die voraufgehende Anmerkung. 


auch gleich 


, wobei 7,_, eine zwischen den Grenzen 0 


LoEwy, Algebra. 8 
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Aus der nach Voraussetzung gültigen Ungleichung: 
folgt 


oder unter Berücksichtigung von (6') 
Naga 7 AaS < 1 = 
s- Nogi Nag Nogi 


Aus dieser Ungleichung ergibt sich durch Multiplikation mit den positiven 
Zahlen s und N,,_;: 


0< 


s 
0 < reNag—1— Zeg 'S < Nas 

Die Größe r. Na,_, — Za,_ı*s ist demnach positiv; wegen ihrer Ganzzahlig- 

keit muß sie mindestens gleich 1 sein, und man gewinnt die Ungleichung 


Ss > > . 
1 < ——-,d.h. N,, < s, wie zu beweisen ist. 
Nag 


Aus Satz V folgt 
Satz V. Kommt ein rationaler positiver Bruch — einer als 
Kettenbruch dargestellten Zahl näher als einer ihrer Näherungs- 


brüche, so ist der Nenner des Bruches größer als der Näherungs- 
nenner des fraglichen Näherungsbruches. 


Kommt ein rationaler positiver Bruch -p einer in Form eines Ketten- 


bruches dargestellten Zahl œ näher als einer ihrer Näherungsbrüche, so besteht 
eine der zwei Ungleichungen: 
Zag Zg r 


r 
a<—<— oder == <— <a. 
s 2g 29—1 s 


. . . .. s. Hg 
Da « stets zwischen zwei aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen 22+ 
29—1 


und Nu 


liegt, so folgt aus jeder der beiden Ungleichungen, daß 


17 
Zəg—ı r Z 0, 


Naga s Nsg 


Nach Satz V ist daher s > N,,. Beachtet man die Ungleichung (9) Nag = N; g1, 
so ergibt sich, daß auch s > N,;,_.- 

Mit Hilfe von Satz V beweist man: 

Satz VI. Jeder unendliche Kettenbruch ist eine irratio- 
nale Zahl. 


Angenommen, der unendliche positive Kettenbruch p, + 1 + — +... 
2 


wäre gleich einer rationalen Zahl L, so müßte nach (12) — beständig zwischen 


A und Ze liegen, also die Ungleichung LE TER Zs. bestehen. 


297—1 Ns, 29—1 s Nog 
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Aus ihr würde nach Satz V folgen, daß s > N,, wäre. Bei einem unendlichen 
Kettenbruch wachsen die ganzen positiven Zahlen N,, N,, N,, ... ins Un- 
endliche. Da g jeden ganzzahligen positiven Wert annehmen kann, so würde 
aus s > N,, folgen, daß die vorgegebene endliche Zahl s größer als jede noch 
so große ganze Zahl sein müßte. Aus dem erzielten Widerspruch ergibt sich, 
daß die Annahme falsch ist. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Für das Folgende schicken wir die einfache Bemerkung voraus: Hat 
d + ne. bei dem 
IPu-ı Pu 
das letzte Element p, = 1(u > 1) ist, so kann man ihn statt in der obigen 
Form stets auch mit einem Element weniger, nämlich in der Form 


1| 1| 1| 
T 
y—2 u— 


man einen endlichen Kettenbruch p, + - -< 
. 2 


Pı + 


schreiben, wobei 2 Kt AR = Pit. Man kann daher jeden end- 


1 
Pu 
lichen Kettenbruch so schreiben, daß sein letztes Element = 2 ist, außer 
wenn 2,1 = 0, also u = 2, und p,=1 ist. In diesem Fall liegt der Ketten- 


bruch 0 + el vor. 


Wir beweisen nunmehr 

A) Schreibt man jeden endlichen Kettenbruch derart, daß 
sein letztes Element = 2 ist, so sind irgend zwei endliche oder 
unendliche positive Kettenbrüche dann und nur dann gleich, 
wenn ihre sämtlichen Elemente der Reihe nach übereinstimmen. 


Nach Voraussetzung seien die zwei endlichen oder unendlichen Ketten- 
1| 1| E 1| 


brüche + -— +-— +... und + — +... gleich. Setzt man 
Ne [Po IPs aii |P IPs = 

Pat — +... =$ und 9 + +...=8,/, so ergibt sich 
| Ps | Ps 


1 TrA 

Pı + E =D. 7 g i 
Die ganzen positiven Zahlen p, und p, sind mindestens gleich 1; im be- 
sonderen ist nach Voraussetzung für den Fall, daß &, oder &,’ bereits mit p, 
bzw. py wäre, aS 2 bzw. py = 2. Hieraus folgt, daß stets &, >41, 


1 1 
> 1, also — < 1, < 1 ist. Aus der Gleichung p, + — =p' + — 
3 E Š 5 
ergibt sich p, — p,' = E — = Die rechte Seite ist als Differenz zweier 
1 1 


positiver echter Brücbe Null oder ein echter Bruch, die linke Seite ist 
Null oder eine ganze Zahl; folglich muß p, — p= 0, also p, = p,’ sein. 
Operiert man mit den nunmehr als gleich erwiesenen Kettenbrüchen 


1 1| 5 : ; 
$ = p+ ir +... und &’= —— +... in der nämlichen Weise weiter, 
Irs 


a + 
; A | Ps i 
indem man also p, + - +...=& und py +- | +...= 8, setzt, so folgt 


[P4 Pa 


Í 
aus p, + E =p; + P> daß p, = pý wird. Auf diese Weise fortfahrend, er- 


gibt sich, wie wir beweisen wollten, die Übereinstimmung der zwei Ketten- 
brüche in allen Elementen. 


8* 
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Wir zeigen ferner: 


B) Jede beliebig vorgegebene positive Zahl « läßt sich als 
Kettenbruch sehreiben. 


Zum Beweise vergleichen wir die gegebene positive Zahl « mit den Zahlen 
0, 1, 2,...; alsdann wird æ zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zahlen p, 
und p, +1 dieser Reihe liegen, so dab p, Sa < p, +list. Ist « =p, so 
ist e ganzzahlig, und der Prozeß ist beendet. 
Ist p, < æ < p, + 1, so setze man: 
1 


(15) a = p; h 3 


1 
E 
die Grenzen ausgeschlossen. Mithin ist & > 1. 

Mit &, verfahre man ebenso wie mit «; man bestimme also die größte 
in &, enthaltene ganze positive Zahl p, so daß p, S ë, < pa + 1 ist. Da & >1, 
so ist p, = 1. - Wird &, = pa so ergiebt sich aus (15), daß « gleich dem end- 


hierbei bedeutet — eine positive Größe, die zwischen 0 und 1 gelegen ist, 


lichen Kettenbruch p, + Fi ist. 


v2 
Ist pa <&, < Ppa + 1, so setze man: 
1 


(16) č = pa + E’ 


hierbei bedeutet — eine positive Größe, die zwischen 0 und 1 liegt, die 


Šo 


Grenzen ausgeschlossen. Mithin wird &, > 1. 
Aus (15) und (16) ergibt sich: 


(16%) a =p, + 


Man bestimme weiter die größte in ë, enthaltene ganze positive Zahl p, 
so dab p, = č, < p + 1. Da&,>L1ist, so ist pp = 1. Wird &,=p,, so er- 
gibt sich aus (16), daß œ gleich dem endlichen Kettenbruch 


ist. Findet man p, < ë, < Pa + 1, so setze man: 


1 
(17) h=ptE?’ 
>3 


wobei wieder &, > 1. 
Aus (16’) und (17) folgt: 


(17) e = p, + 


Ps +E 


>8 


Auf diese Weise fortfahrend, erhält man das Resultat: Jede reelle positive 
Zahl « ist entweder gleich einem endlichen Kettenbruch oder die Gleichungen 
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1 
(n) rt E, 


setzen sich ins Unendliche fort und liefern die für jedes ganzzahlige positive n 
gültige Entwicklung: 


(n’) =p + 1 jE 
. p + —— 
Ps + 
1 
1 
Pant E 
Ergibt sich « als endlicher Kettenbruch, so wird einmal &,_,=p, und die 
Gleichungen (n) und (n’) haben nur für die Werte n = 2, 3, ..., u — 1 Gültig- 
keit; in diesem Falle ist œ = p, + ar E PEE = 2.12 
2 IP. 


Ehe wir den Beweis des Satzes B) vollenden, indem wir noch den Fall 
behandeln, daß « ein unendlicher Kettenbruch ist, schieben wir eine Hilfs- 
betrachtung ein. & 

Hat man irgend eine reelle positive Zahl œ durch die Formel (n’) dar- 
gestellt, so nennen wir œ die Ausgangszahl, &,, &,, ... die Folgewerte 
von æ. Bedeuten Z,, Zz, -.., Z, die Näherungszähler und N,, Nz; ..., Na 
die Näherungsnenner des aus der Formel (n’) herleitbaren Kettenbruches 
1| 1| 1| 

+— +... +, 
[Po IPs | Pn 
so gilt folgender Satz: Die Ausgangszahl « drückt sich durch einen 
beliebigen ihrer Folgewerte in der Form: 


AEEY 


K, = Ai Tt 


18 = — i St DE 
> TEL, 
aus. 
Nach Satz I ist nämlich 
1| 1 ee Z, as, I 
re are ae es 
Nach Formel (n) erhält man « aus dem Kettenbruch 
ARE EE IE PR! 
E N nn ice > 
einfach dadurch, daß man p, durch p, + E ersetzt. Daher wird 
1 f le [7 7 u 
P, E p Mi aT Zu Pa A 7 In a E 
n! at Sn 


n = 


: À i 7 7 E n— 
(p. + =) Wii + y E P. EN + 1 de ee 


oder nach den Gleiehungen (3) und (4) auf Seite 105 gleich 


r n—l 
Z, ” Pi u Za A Ku Zi 
N + Na N, 5, + N i 
rn £ 

Sn 


wie gezeigt werden sollte. 


www.rcin.org.pl 


118 Grundlagen der Arithmetik. 


Wir bilden jetzt, indem wir zum Beweis des Satzes B) zurückkehren, 


2 nt: NE — Zu Sn + Z + Bu—ı = Zu N n—1 TE Np lai ut (=I 
N, 3 N N, Si + Nici P} N, (N, Si um I) A N. (N, Er N 2 ? 


wie aus Satz II folgt. Hiernach wird, wenn m eine ganze positive Zahl be- 
deutet, für n = 2m der Ausdruck 


Zom a = — a Sii 
N; m N, m (N: m Š m + N, 2 FRE, 
positiv, während der dem Wert n = 2m — 1 entsprechende Ausdruck 
Zimi a = (= O ” 
Nan-ı Nawas (Niasi Šie € Nano) 
einen negativen Wert hat. Die gegebene Zahl « liegt also beständig zwischen 
Zomi und Zam 
Nini 


2m 2 
Brechen die Gleichungen (n) nicht ab, so kann man aus ihnen die zwei 
ins Unendliche fortschreitenden Folgen: 


4,4, 4 
N,’ R* N, ’ 
Z 4,4 


N T A 
herleiten; diese sind zwei zusammengehörige Definitionsfolgen und bestimmen 
eindeutig eine Zahl, für die wir als abgekürzte Bezeichnung den unendlichen 
a e 
IPs IPs 
liegt, wie bewiesen, beständig zwischen je zwei übereinander stehenden ratio- 
nalen Zahlen der zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen. Mithin muß nach 
Satz II auf Seite 82 æ selbst gleich der durch die zwei zusammengehörigen 
1j 1! 
|P IPs 

Die voraufgehenden Betrachtungen geben auch ein Verfahren, um eine 
vorgegebene Zahl œ wirklich in Form eines Kettenbruches zu schreiben. 

Aus A) und B) folgt unter Beachtung von Satz VI der fundamentale 

Satz VII. Jede positive Zahl läßt sich, wenn man bei einem 
endlichen Kettenbruch die Bedingung stellt, sein letztes Element 
soll >2 sein,! auf eine und auch nur auf eine einzige Weise als 
Kettenbruch schreiben. Rationale Zahlen und auch nur solche 
lassen sich in Form endlicher Kettenbrüche schreiben. 

Das voraufgehend gegebene Verfahren der Darstellung einer positiven 
Zahl « als Kettenbruch soll noch speziell für den Fall untersucht werden, 


Kettenbruch p, + +... schreiben können. Die gegebene Zahl « 


Definitionsfolgen bestimmten Zahl sein, also « = p, + 


> A Br IR P 
daß « eine rationale positive Zahl A ist, wobei s und s, ganze 
1 


positive Zahlen bedeuten. Für «= — lautet die Gleichung (15) 
1 


! Diese Bedingung ist nur für die Entwicklung der Zahl 1 nicht erfüllbar, 
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. . N Ss 
Da s, s, und p, ganze Zahlen sind, so zeigt die rechte Seite von z = S — Pi Si 


1 


t N ; u ; 
daß -> eine ganze Zahl ist und zwar eine positive, weil s, voraussetzungs- 
2 


gemäß einen positiven Wert hatte und &, > 1 bestimmt wurde. Wir setzen 


die ganze positive Zahl m są und erhalten s =p; 3, E sS. Führt man 
1 


s . 2 ; £ 1 
& = in die Gleichung (16) ein, so findet man An Ps + —; aus der rechten 


So S2 Y 
si 8; ei a ' ER a 
Seite von = s, — S, pə folgt, daß -> eine ganze Zahl ist; diese ist positiv, 


È a P 


weil s, und ë, es sind. Setzt man die ganze positive Zahl = = s,, so ergibt 
>2 
sich s, = 98, + 33: 


Fährt man so fort, indem man ba Sn í = spi Setzt, so geht die 
n—1 n 
Gleichung (n): 
1 
nı = Pn + T 
auf Seite 117 über in 
Sn—ı Er Sn+1 
Sa Phn se ma 


Sn—1 zi Pan Sn + Sapi: 


Bei der Entwicklung einer rationalen Zahl z in einen Kettenbruch muß 


1 
das geschilderte Verfahren infolge der Endlichkeit des Kettenbruches not- 
wendig einmal sein Ende erreichen; daher kommt man schließlich zu einer 


. . : P Su—ı 
Gleichung &,_ı = pP. Diese läßt sich, weil „— = s, gesetzt wurde, auch 


RR 


Su—ı = Pu Su Schreiben. 
Wir haben demnach die Gleichungskette: 


s = Pı Sı + S9, 
Sı = PS2 + S3, 
(K) Sa—ı af Pan Sn F Sn+19 


Su—?2 Fi Pu Su— F Su ?, 
Su—ı = Pu Su: 


$; Pe T ... und &>1, &>1,...., 80 ergibt sich s, >8,> 8>.. 
2 
Die Gleichungskette (K), die nur ganze positive Zahlen ent- 
hält, läßt sich, losgelöst von der Kettenbruchentwicklung, auf 
folgende Weise selbständig interpretieren: Man dividiere die ganze 
positive Zahl s durch die ganze positive Zahl s, und findet den Quotienten p, 


und den Rest s,'; alsdann dividiere man die ganze Zahl s, durch s, und findet 


Da S, = 


Its < &, 80 wird p, = 0, also s, = &. 
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den Quotienten p, und den Rest są, usw. Dieses Verfahren muß notwendig 
einmal abbrechen; denn die bei der Division sich ergebenden Reste s,, Sa, ... 
werden beständig kleiner (s, > s, > s >...) und es gibt nur eine beschränkte 
Anzahl ganzer pösitiver Zahlen, die kleiner als eine gegebene positive Zahl s, 
sind. Man muß daher notwendig einmal zu einer Gleichung mit dem Rest 0, 
d. h. zu der letzten Gleichung s,_, = Pp Su der Gleichungskette (K) gelangen. 

Die Gewinnung der Gleichungskette (K), die man bereits bei Evcuipes 
im siebenten Buch seiner Elemente findet, bezeichnet man als Euclidischen 
Algorithmus oder als Euelidisches Divisionsverfahren. 

Zum Studium des Eucelidischen Algorithmus benützen wir folgenden 
Hilfssatz: 

Ist jede der ganzen Zahlen fi, fs, ---, fe durch eine ganze 
Zahl g ohne Rest teilbar, und sind 2,, Ps, -.-, Pr beliebige ganze 
Zahlen, so ist auch jede der ganzen Zahlen fi p, + hPa +... + Pr 
durch g ohne Rest teilbar. 

Da jede der ganzen Zahlen fi, fa» - - ., f+ durch die ganze Zahl g teilbar 
sein soll, so existieren ganze Zahlen @,, Gs, ..., G, von der Beschaffenheit, 
daß fi = g Gu, faz =9Ga, :.:..,fr=9@,. Hieraus ergibt sich 


fi Pı + fa P E ee = fr Pr = g (p Gi +2.0, Bei. + 2. @,); 


diese Gleichung ist der Inhalt unseres Hilfssatzes. 

Aus dem Hilfsatze und der Gleichungskette (K) des Euclidischen Algo- 
rithmus ergibt sich: 

a) Sind die beiden ganzen Zahlen s und s, durch irgend eine ganze positive 
Zahl d teilbar, so ist d auch Teiler einer jeden der Zahlen s,, S3, ..:; Sw 
Dieses Resultat folgt unmittelbar, wenn man die Gleichungskette (K): s — p $, =$% 
Sı — P2 S2 = Sy, ... unter Berücksichtigung des Hilfssatzes durchgeht. 

b) Der letzte Rest s,, ist gemeinsamer Teiler von s,_,, Su—2 ern Sir 
Dieses Resultat folgt, wenn man die Gleichungskette (K) von hinten beginnend: 


Su—ı aS Pu Sw Su—2 ji Pu—ı Su—ı + Sm Sys 3“ Pu—2 Sai sx Sum) a dia 


unter Berücksichtigung des Hilfssatzes durchgeht. 

Aus a) und b) ergibt sich: 

Zwei ganze positive Zahlen s und s, sind dann und nur dann 
teilerfremd, wenn der Euclidische Algorithmus s, =1 liefert. Ist 
s„#1, so ist s, (mach b) gemeinsamer Teiler von s und s, und 
zwar (nach a) der größte gemeinsame Teiler, d. h. es existiert keine 
größere ganze Zahl, die sowohl s als auch s, ohne Rest teilt, als 
dieZahls,; denn jede ganze positive Zahl, die sowohl s als auch s, 
ohne Rest teilt, ist in s, enthalten. 

Schreibt man das System (K) in der Form: 


s 1 1 sa 1 "IEF 
STIL ap en E T. , = Pan 
s Sı S S3 Sg S3 Su x 
So 8; S, 


so hat man die gesuchte Kettenbruchentwicklung: 
s 1| 1| 1| 


up Ri 
sı ý IPs IPs (Pu 
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Z, B. s = 3965, s, = 1234, 
3965 = 3- 1234 + 263, 
1234 = 4.263 + 182, 
263 = 1-182 +81, 
182 = 2:81 +20, 
81 = 4:20 +1, 
i 20 =20 -1. 
us le 3965 1] 1| 1| 1|] 1| 
| | 
7 re; ae: ya” A 


Zur bequemen Verwandlung eines endlichen Kettenbruches 


1| 1] 1| 
i a + +...+- 
Pu 


; i NE ; et 
in einen gewöhnlichen reduzierten Bruches Fr dient folgende 


1 
Vorschrift (Mitteilung von Herrn Prof. K. Bömm in Heidelberg): 
Man schreibe sich das Schema hin: 


Pu Pa—ı Pu—a Pn+ı = 
Sn+1 n 


1 Bu s 
wobei die Zahlen der zweiten Reihe auf folgende Weise gefunden werden: 
Su = i; ER =p 13 Su—2 = Par Su-ı FSu > + +3 Sn = Pa’ Sn E Sapir +- -3 
S =P S, +8. Es wird also allgemein s,_, erhalten durch Multiplikation der 
im Schema links von s,_, untereinander stehenden durehstrichenen Zahlen p, 
und s, und Addition der Zahl s,,,, nach der der Pfeil zeigt. Der Ketten- 


bruch ist gleich Z - Z. B. 


1 
1 
pil 


Pu—ı s... Pı 


: OPE T 3 


u—?2 
4 


Hesi a 
| PR | 


de er 


Der Wert des Kettenbruches ist Der Beweis ergibt sich aus dem oben 


Schema: 
3965. 


3965 
1234 
aufgestellen Gleichungssystem (K), das hier nur in umgekehrter Reihenfolge 
verwendet und bei dem s, = 1 gewählt wurde, so daß s und s, teilerfremd 
werden. Nach Satz III ist, da s und s, teilerfremd bestimmt wurden, s der u'° 
Näherungszähler Z,, s, der u‘ Näherungsnenner N,, des vorgelegten endlichen 
Kettenbruches. 

Aus dem Euclidischen Algorithmus ergibt sich auch ein zahlentheoretiseher 
Satz, den wir schon früher (Seite 49, 97 und 99) benützt haben und dessen 
Beweis wir nachtragen: 

Sind ż, s und s, ganze positive Zahlen, und sinds und s, teiler- 
fremd, st durch s, teilbar, so ist t durch s, teilbar. 

Zum Beweise multiplizieren wir die Gleichungen des Systems (K) der 
Reihe nach mit . Aus st— p,t-s, = $t schließt man nach dem Hilfssatz, 
da s, offenbar durch s, und nach Voraussetzung auch sż durch s, teilbar ist, 
daß s,t durch s, teilbar ist. Weil s, und sẹż durch s, teilbar sind, so folgt 
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nach dem Hilfssatz aus sı t— p,-s,t= $t, daß s,? durch s, teilbar ist. Aus 
Sat — Pa * Szt = s, t folgt, daß s,t durch s, teilbar ist, usw. Schließlich ist s, ? 
durch s, teilbar. Da s und s, nach Voraussetzung teilerfremd sind, so ist 
S„ = 1; mithin ist s„¢ = ¢ durch s, teilbar, wie bewiesen werden sollte. 

Für die Darstellung einer irrationalen positiven Zahl als 
Kettenbruch bemerken wir: Weiß man von irgend einer positiven Zahl «, 
daß sie zwischen zwei positiven Zahlen « und «” liegt, und stimmen die 
Kettenbruchentwicklungen für « und a” in den ersten k Elementen überein, 
so beginnt die Kettenbruchentwicklung von œ mit den nämlichen / Elementen. 

Zum Beweis bezeichnen wir die Folgewerte von «œ mit &,, &,..., die- 
jenigen von oe’ mit &,', &’ ... und die von a” mit &,”, &”,... Der Anfang 
der Entwicklung von «’ laute: 


«=q + 
qa + 


1 
ir 
Pr 
Da die Entwicklungen von «’ und «’” in den ersten X Elementen nach Voraus- 
setzung übereinstimmen sollen, so ist 


a”= q + 


x 
qk E r 


Die Entwicklung von « in einen Kettenbruch sei durch die Gleichung (n’) auf 
Seite 117 gegeben, also 


a 
ah 


Aus der nach Voraussetzung gültigen Ungleichung: «< æ <a” folgt, da 


r 1 1 77 1 
a=q+ Fa e=D. 7 Enr et er 
1 £ 


daß 

ET r NE S 

qı &’ Pı A qı gor 

oder 
(19) EN ER 

H Pı qı & Er 
Weil = und En positive echte Brüche sind und p, — q, eine ganze Zahl 

>l 1 


ist, so ergibt sich aus der Ungleichung (19) p, — qı = 0; denn eine ganze 
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Zahl vermehrt um einen positiven echten Bruch kann nur dann zwischen 
zwei positiven echten Brüchen liegen, wenn der ganzzahlige Bestandteil den 
Wert Null hat. Mithin ist p, = q,» Die Ungleichung (19) geht daher über in: 


1 1 1 F $ 
PAR odar 7 SEa 
S : 1 
Ersetzt man &,”, &, und &,’ dureh ihre Werte 
P 1 1 : 1 
A ur gr anpe a a r 
2 2 S2 


so erhält man 

1 | 1 

A Er ET T a 
Aus dieser Ungleichung kann man analog wie aus (19) schließen, daß p, = q- 
Fährt man derart fort, so ergibt sich sukzessiv P, = 95, Pa = qas - <- Pk = Mh, 
d.h. die ersten k Elemente der Kettenbruchentwicklung von œ sind in der 
Tat identisch mit denjenigen von «’ und «”. 

Um irgend eine Zahl œ, von der nur bekannt ist, daß sie 
zwischen den positiven Zahlen « und «œ” gelegen ist, in einen 
Kettenbruch zu verwandeln und hierbei überflüssige Rechnungen 
zu vermeiden, entwickle man « und «” gleichzeitig in Ketten- 
brüche, und zwar solange, bis man zum erstenmal ungleiche Ele- 
mente erhält; alsdann höre man auf. Die übereinstimmenden Ele- 
mente sind richtige Elemente der Kettenbruchentwieklung von «. 

Wir wenden dieses Resultat zur Entwicklung der Luporpuschen Zahl z 
in einen Kettenbruch an; die Zahl x liegt zwischen 3,1415926 und 3,1415927. 
31415926 
10000000 
erhält man als fünf erste Elemente 3, 7, 15, 1, 243, während die Entwicklung 

‚.. 31415927 


Entwickelt man die rationale Zahl «= in einen Kettenbruch, so 


von aa die Elemente 3, 7, 15, 1, 354 liefert. Mithin ist 
sa ee Tee 


und die Entwicklung ist in den angeführten Elementen exakt. Die Näherungs- 
brüche von m lauten 


4 _, AR, 4.8 2_5 
NER Re BE E N 


Diejenigen mit ungeraden Indizes sind kleiner, diejenigen mit geraden Indizes 
größer als æ. Der Fehler jedes Näherungsbruches ist nach Satz IV’ kleiner 
als die Einheit dividiert durch das Produkt aus dem Nenner dieses Bruches 


und dem des folgenden; so ist der Fehler bei Wahl von 3 kleiner als 4 


1 N 


aei 
bei Wahl von T kleiner als 7.106" 


1 Berechnung der 34 ersten Näherungsbrüche von m in LAGRANGEs Additions 
zu EULERs vollständigen Anleitung zur Algebra, Oeuvres de LAGRANGE, 7, 41; auch 
abgedruckt in EULERI Opera omnia (1) 1, 534 (1911), deutsche Ausgabe in OST- 


22 
WALDs Klassikern der exakten Wiss. Nr. 103. Der Näherungswert — geht bereits 
7 


auf Archimedes zurück. 
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$ 10. 
Die Auflösung der Diophantischen Gleichungen ersten Grades mit 
zwei Unbekannten durch Kettenbrüche. 


Die Kettenbrüche lassen sich zur Auflösung der Diophantischen oder 
unbestimmten Gleichungen ersten Grades mit zwei Unbekannten 
verwenden. Wir schreiben diese in der Form: 


(1) axzx—-by=9, 


wobei a, b und g gegebene ganze positive Zahlen bedeuten sollen. Werden 
x und y keiner Beschränkung unterworfen, so wird die Gleichung (1) durch 
g+by 
a 

Bei Diophantischen Gleichungen werden die „unbestimmten Lösungen“ durch 
die Bestimmung eingeschränkt, daß nicht beliebige, sondern ausschließlich 
ganzzahlige Lösungen der Gleichung ermittelt werden sollen. Diophantus 
von Alexandria (3. bis 4. Jahrhundert n. Chr.), auf den der Name unserer 
Gleichungen hinweist, hat in seinem Werke „Arithmetica“! eine größere Menge 
unbestimmter Gleichungen behandelt; die Beschränkung auf die Ganzzahlig- 
keit der Lösungen ist ihm aber noch fremd, vielmehr läßt er auch Brüche als 
Lösungen zu. Der Forderung, die ganzzahligen Lösungen unbestimmter Glei- 
chungen aufzufinden, begegnen wir erst später bei den Indern, dem Volke der 
Zahl, und noch später im Abendland in Schriften aus dem 16. und 17. Jahr- 
hundert, so in der „Algebra des Initius Algebras“? (1545) und den Zusätzen des 
Bachet de Méziriac zu der von ihm 1621 veranstalteten Diophantausgabe. 

Wir beweisen 

Satz I. Haben die zwei ganzen positiven Zahlen a und b 
einen gemeinsamen Teiler d, so kann, wenn die ganze positive 
Zahl g nicht durch d teilbar ist, die Gleichung: 


(1) ax—by=g 
niemals durch ganze Zahlen x und y befriedigt werden. 

Sollen x und y ganze Zahlen bedeuten können, so muß jeder Teiler d 
von a und b nach dem Hilfssatz auf Seite 120 auch ein solcher von ax — b y = g 
sein; hiermit ist Satz I bewiesen. 

Wir können und wollen für das Folgende voraussetzen, daß a und b 
teilerfremde ganze positive Zahlen sind; ist dies von Anfang an nicht ter 
Fall, sondern haben « und b den größten gemeinsamen Teiler d, so ist nach 
Satz I für die Möglichkeit der ganzzahligen Lösbarkeit der Gleichung (1) er- 
forderlich, daß d auch in g enthalten ist, und man kann daher die ganze 
Gleiehung dureh d dividieren. 

os Yo und &,, Yı seien irgend zwei ganzzahlige Lösungssysteme der 
Gleichung (1), so daß (1) au by, = g und (1”) ax, — by, =g ist. Durch 
Subtraktion folgt aus (1’) und (1”): 


alle Wertepaare x = , y befriedigt, wobei y jede reelle Zahl bedeutet. 


am- t) = bm- y) oder Wo y. 


1 Deutsche Ausgabe von G. WERTHEIM, Leipzig 1890. 
? M. CURTZE in Abhandlungen zur Geschichte der math. Wissenschaften, 
13. Heft, S. 447 und 571—574, Leipzig 1902. 
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Da a und b nach Voraussetzung teilerfremde ganze Zahlen sind und 8) 

ganzzahlig ist, so muß nach dem auf Seite 121 abgeleiteten zahlentheoretischen 

Satz x, — x, durch b teilbar sein, d. h. es mub x, — x, = tb sein, wobei ? eine 
a (£, — To) 


ranze Zahl bedeutet. Alsdann liefert die Gleichung - = yı — y, die 
5 b Yo 
Relation y, — Yọ = ta. Folglich hat man: 

(2) EE E a A 

(3) Y =Ww+rtla. 


Ist also To, Yọ eine ganzzahlige Lösung der Gleichung (1), so 
wird jede andere ganzzahlige Lösung zı, y, der Gleichung (1) durch 
die Formeln (2) und (8) gegeben. Man sieht unmittelbar, ‘daß umgekehrt 
für jeden beliebigen ganzzahligen Wert von £ das Paar ganzer 
Zahlen ©, + b, Y% +ta eine Lösung der Gleichung (1) ist, wenn 
os Yo eine solche bedeutet. Da x,, Yọ eine Lösung von (1) ist, hat man 
aty — by, = g; dies läßt sich auch schreiben a(x, +tb)-b(y, + ta)=g, 
d. h. das ganzzahlige Wertsystem x, + tb, y, + ta genügt der Gleichung (1). 

Nach dem bereits Bewiesenen handelt es sich nur noch darum, eine 
einzige ganzzahlige Lösung x,, yy der Gleichung (1) zu finden. Zu dem Zwecke 


entwickle man die rationale positive Zahl Z in einen Kettenbruch 


b 
1| 1i 1| 
ia ie a a E a 

[P2 | Ps [Pu 

Hierbei kann man es stets so einrichten, daß u eine gerade Zahl wird. Ist 
1| 1 
nämlich | = E a A die Entwicklung von < in einen Ketten- 
b Ps (Pa b 


bruch mit kleinster Elementenzahl 2, so kann ` auch in den Kettenbruch 


Pı + Ak + + 1 + g 
a Eh Pre TE 
en : > E 1| 
mit å + 1 Elementen entwickelt werden. Falls nämlich p, + + +... + T 
2 IFA 
die Entwicklung der positiven Zahl + in einen Kettenbruch mit kleinster 


Elementenzahl darstellt, so ist (vgl. Seite 118) p; = 2, also p; — 1 #0; eine Aus- 
nahme bildet nur die Zahl 1, aber auch diese läßt sich als Kettenbruch mit 
einem Elemente mehr, nämlich 0 + nn schreiben. Ist A eine gerade Zahl, so 
wähle man u = 1; ist hingegen 2 eine ungerade Zahl, so wählemanu=4+1. 
Sind Ni, Na; ..., N, die Näherungsnenner, Z, Za, ..», Z, die Näherungs- 
zähler des Kettenbruches p, + z +... + =- ‚ so ist nach Satz II auf 
Seite 106 ; 


(4) Zu Nga — Nu Du = (— 1)* = + 1, 
Zu URME R; 
—- und — die näm- 


N b 


u 


da u als gerade Zahl gewählt werden soll. Nun haben 


www.rcin.org.pl 


126 Grundlagen der Arithmetik. 


liche Kettenbruchentwicklung p, + in +... + n und sind mithin gleich, 
2 u 
a Zu 
also TA we » Da a und b teilerfremd sind, so ist 5 ein reduzierter Bruch; 
m 
Zu 
gleiches trifft nach Satz III auf Seite 107 für y zu; mithin ist a = Z, und 
b= N„ Infolgedessen geht die Gleichung (4) über in 
(5) a Nm er Dun = 1 
oder durch Multiplikation mit g in 
(6) a(g N.) — b (9 Zu) = 9: 


Die gefundene Relation (6) besagt: Man befriedigt die Gleichung (1) ax — by = 9, 
wenn man g = to = g Nu; Y = Yo = J Zu wählt. Die allgemeinste ganz- 
zahlige Lösung der Gleichung (1) lautet demnach nach (2) und (3): 


= =9 N, +tb, y=9Z,— tta. 
Wir haben daher den 


Satz Il. Man findet alle ganzzahligen Lösungen der Glei- 
chung (l) ax — by =g, wobei a und b teilerfremde ganze positive 
Zahlen, g eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, indem man 


A +...+ a mit einer geraden An- 


[Pa Pu 
zahl von Elementen entwickelt undz= N +tb,y=9Z—ı +ta 
wählt; Zkann jeden ganzzahligen Wert annehmen, Z,_, und N, 
sind der (u — 1)" Näherungszähler bzw. Näherungsnenner des 
Kettenbruches.! 

Wir stellen noch die Frage nach den positiven ganzzahligen Lösungen 
der Gleichung (1); solche werden dann und nur dann erhalten, wenn man ? 


so wählt, daß gleichzeitig gN„—ı +25>0 und gZ, +ta>0, d.h. 


= in einen Kettenbruch p, + 


I Hl: 
i>- : 7 _udt>- a wird. Aus (6) folgt: 
g Zu —1 g Nu—ı g 
e E EEE 
en Ng 

d.h. — u Mae i A genügt also, ? so zu wählen, daß es bloß die 

a 

i 9 Zu-ı “38 . g Ni —1 
eine Ungleichung £ > — a befriedigt, dann ist £ von selbst > — — TA 


Wir haben also das Resultat: 

Die positiven ganzzahligen Lösungen der Gleichung (1) 
as—-by=g werden erhalten, wenn man in z=gN, +tb, 
Y =9Z,ı +ta die Zahl £ alle ganzzahligen Werte durchlaufen 


A7 
er sind. 


läßt, die größer als — 


1 Die Behandlung der Diophantischen Gleichungen mittels der Kettenbruch- 
methode findet sich bei LAGRANGE, Article 43 an dem Seite 123 angeführten Orte, ` 
ferner auch Oeuvres de Lagrange, 2, p. 386. 
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1 
Nach (5) ist F Nua = Z; t Ta mithin hat man 
a [4 
(1) Fg Naci > Zu: 


Nun ist nach der Ungleichung (9) auf Seite 109 N, = N„—ı, wobei das Gleich- 


u = 


heitszeichen nur für u = 2 im Falle p, = 1 gilt. Da N,„ = b, so wird 


(8) b=N 


u—1) 
und aus (7) ergibt sich 


(9) a> Zum: 


Die Ungleichungen (8) und (9) besagen: Die dem Werte ?=0 ent- 
sprechende positive Lösung der Gleichung (1), nämlich g = ER 
und y=9Z,-ı, ist so beschaffen, daß z=gb! und y < ga ist. 

Wir betrachten noch im besonderen die aus (1) durch die Spezialisierung 
9 = 1 hervorgehende Gleichung 


(1°) ax—by=1. 

Für die spezielle Gleichung (1^) wird die Schranke für ż, oberhalb deren sich 
Zu- Zu— 

positive Lösungen ergeben, — g = EN = L und muß wegen (9) größer 


als — 1 genommen werden. Der kleinste Wert von f, der positive Lösungen 
liefert, ist demnach = 0. Hieraus ergibt sich: 


Alle positiven ganzzahligen Lösungen der Gleichung 
ax—by=1sind vonderFormz=N, + tb, y = Z,—ı +ta, wobei t 
die Werte 0, 1, 2,... annimmt. Dem Werte {=0 entspricht die 
Lösung x Sb, y <a. Es existiert nur eine einzige Lösung, für die 
gleichzeitig z=b und y <a ist. (£=1 liefert ersichtlich schon Werte 
t >b y > Uk 


Wir betrachten noch die Diophantische Gleichung 


10) ax+by=g 

mit ganzzahligen positiven Koeffizienten a, b, g; die Zahlen a 
und b sollen wieder teilerfremd sein. Setzt man æ = ë, y =— ņ, 30 
geht die Gleichung (10) über in 

(10) ag&—-bn=g. 


Die Gleichung (10) ist vom Typus der Gleichungen (1) und hat daher nach 
dem obigen die Lösungen $=gN, , + tb, 7n= 9Z,—ı + ta. Folglich hat 
die Gleichung (10) die Lösungen: 


(11) z=gN,. +tb, 
(12) y=-92,—1-ta. 


1 Das Gleichheitszeichen kann nur für — =p + i =p, +1, d.h. da a 
| 


und b teilerfremd sind, für b = 1 eintreten. Für die sich dann ergebende Gleichung 
ax — y = g lautet die allgemeinste ganzzahlige Lösung x = g + t, y = g (a — 1) + ta. 
Der Wert = 0 liefert £ = g und y = g (a — 1), also wird x hier tatsächlich nicht 
kleiner, sondern gleich gb = g. 1 = g. 
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Sollen x und y beide positiv ausfallen, so muĝ INe +tb>0 und 
gleichzeitig g Z„—ı+ ta < 0 sein, d. h. 
Nai pè g Zum 
23) TA b $ a 


Aus (13) schließt man, daß die Variable # für positive Lösungen auf das 
Intervall 
g N iea 9Nu-ı 9 Zu-ı 

ar TES 


(14) 0<t+ 


zu beschränken ist. Da nach Gleichung (5) a N ,„_ı- BZ, —ı = 1, so folgt aus 
(14), daß das für 2 in Frage kommende Intervall auch in der Form 


9Nu-ı g 
(15) 0<t+ rar. R EN 


festgelegt werden kann. 


N, — gN — 
= : J sei die nächste kleinere ganze Zahl von = die ent- 
g 


sprechende Bedeutung habe 3 für =, Alsdann läßt sich die Relation (15) 


aueh so schreiben: 

e7 | | g | 
(15) o<t+| 5 BREITER 
Hierbei ist 


16 9Nu-ı a 
( ) b Fr] b 0, 
A A p 
ao ab 4, ur 
TN gE 


gesetzt; g ist kleiner oder gleich 1, je nachdem nicht ganzzahlig oder 


b 
ganzzahlig ist. Ebenso verhält sich t zu F Die Ungleichung (15) wird 


offenbar dann und nur dann erfüllt, wenn man ż¢ die Werte 


IN a 
a=- | T, EUER, n+ fgl- 


und schließlich # + 4 | beilegt; jedoch ist der letzte Wert nur dann für £ 


zulässig, falls ¢ < z ist. Die Anzahl der positiven Lösungen der Gleichung (10) 
ist demnach endlich und zwar entsprechend den für # in Frage kommenden 


Werten entweder gleich 4 z] oder gleich pa 5] + 1, je nachdem für die durch 


b 
(16) und (17) eingeführten Zahlen o und z die Ungleichungen e = rt oder g < t 
bestehen. nn Anzahl der positiven Lösungen der Gleichung (10) ist daher, da 


E = 5l ORTE z + 1, wie man weniger exakt angeben kann, jedenfalls kleiner 


als x +1. Wir haben also das Resultat: 


ab 


_ 


DA 
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Alle ganzzahligen Lösungen der Gleichung (10) ac + by =g 
sind von der Form z=gN,_, Ftb, y =— gZ, ta, wobei t alle 
ganzzahligen Werte durchläuft. Man findet sämtliche positive 
ganzzahlige Lösungen, indem man ? auf das Intervall 


IN ii g 


(15) 0<t+ 7 N En 


beschränkt. Die Anzahl der positiven Lösungen ist kleiner als 
Ei ämli RT ERS 
Eee nämlich entweder gleich 4 oder gleich [5] +1. 


Man bestimme beispielsweise die ganzzahligen positiven Lösungssysteme 
von 27x + Ty = 300. Es ist 


27 E oi Z a 
— ag —- —— —— = 4 = . 
et St: a Te A 


Um positive Lösungen zu finden, muß ? nach (15) auf das Intervall 


6 300 1 37 
.— < ——, d.h. Re E 
0 < £ + 300 ı ma’ h ae 2 EU LE 25 2 2 
3 1 37 £ g 
beschränkt werden. Da o = T Aa E also a < t, so gibt es ET +1 


= £ + | +1=2 positive Lösungen. Tatsächlich erfüllen nur {= — 256 
und {= — 257 die aufgestellte Ungleichung. 


300-6 — 257-7 = 1, y = — 800 -23 + 257.27 = 39 bzw. 
300-6 — 256-7 = 8, = — 300.23 + 256 - 27 


% 


z 12 


sind: die zwei positiven Lösungssysteme der Gleichung. 
Man bestimme die ganzzahligen positiven Lösungssysteme von 2% + 3y=18. 
Es ist i 


AART gasi 
ay e ne 
M ’ N, 2 


Nach (15) ist # auf das Intervall 


18-2 18 
OSLEF 3 g? d.h. E e A E 
zu beschränken; nur die zwei Werte = — 11, ¢=-— 10 erfüllen diese Un- 


gleichung. Die Gleichung hat die zwei positiven Lösungssysteme 


g = 18.2 — 11:3 = 3 
æ = 18.2 — 10.3 


, Y=-18-1+11-2=4 bzw. 


Il 


6, y=-18:1+10-.2=2. 


Hier ist ¢ = 1, t=1 und daher die Anzahl der positiven Lösungssysteme, 


wie gefunden, | = [3] = 2. 


Loewy, Algebra. 
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gl. 


Periodische Kettenbrüche und quadratische Gleichungen mit 
ganzzahligen Koeffizienten. 


Als Anwendung der Theorie der Kettenbrüche sollen die periodischen 
Kettenbrüche studiert werden. Ein Kettenbruch heißt periodisch, wenn 
sich die zu seiner Bildung verwendeten Elemente von einer gewissen Stelle 
an beständig in der nämlichen Aufeinanderfolge wiederholen. Die Folge der 
Elemente selbst, die sich in dieser Weise bei der Bildung des Kettenbruches 
wiederholen, wird als Periode des Kettenbruches bezeichnet. Ein Ketten- 
bruch p, + m + al +... heißt im besonderen rein periodisch, wenn 

2 3 
seine Periode mit dem ersten Element p, beginnt; gehen der Periode noch 


Elemente voraus, fängt sie also erst mit dem ot" Element p,(o > 1) an, so 
heißt der Kettenbruch gemischt periodisch oder unrein periodisch. 
Da die Periode eines rein periodischen Kettenbruches nach der gegebenen 
Definition mit p, beginnt und von den auf p, folgenden Elementen keines Null 
sein kann, so muß ein rein periodischer Kettenbruch stets einen Wert > 1 
haben. Z.B. sind 


a ee TE SE ra A: 
Te re STE ges 


gemischt periodische Kettenbrüche, bei denen die Elemente 0 bzw. 2, 8 der 
Periode vorausgehen. Unter diejenigen Elemente eines periodischen Ketten- 
bruches, welche seine Periode bilden, sollen Punkte gesetzt werden, wie dies 
in den Beispielen geschah. 

Wir beweisen: 

Satz I. Jeder periodische Kettenbruch befriedigt eine Glei- 
chung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese 
ist durch den periodischen Kettenbruch eindeutig bestimmt, 
wenn wir Gleichungen zweiten Grades, deren linke Seiten sich 
nur durch einen konstanten Faktor voneinander unterscheiden, 
nicht als verschieden ansehen. 

A) Wir beweisen zuerst, daß ein rein periodischer Kettenbruch 


1| 1| 1| 
a a AEA ET ale 
einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten genügt. 
Setzt man 
a = p, + - 1 ’ 
P2 + 
Ps +t. 
1 
zu 
Pr Š, 


so ist infolge der vorausgesetzten Periodizität der eingeführte Folgewert 


&=p + Ah + Bei! +... gleich a; denn zwei Zahlen mit der nämlichen 
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Kettenbruchentwicklung sind gleich. Zwischen der Ausgangszahl « und dem 
Folgewert &, besteht, wenn Z, und N, die k Näherungszähler und Näherungs- 
Zr Srt Za 


nenner von «œ bedeuten, die Gleichung: « = RE (Gleichung (18) auf 
Seite 11T). Weil œ = &,, so wird «œ = a4 + rı oder 

N; & + Ni 
(1) a? Ny + e (N; — Z)- Z = 0. 


Die Gleichung (1) zeigt, daß in der Tat jeder rein periodische Ketten- 
bruch einer Gleichung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten genügt. 
B) Wir betrachten nurimehr einen gemischt periodischen Kettenbruch: 


1| 1| 1| 1| 1| 1| 
=p + +... ++ Heut —- +. 
ıP2 [Po IPo+1 \Po+r—ı IPs IPa+ı 
1| al 
[Potim Da 
dessen Periode mit p,(e.> 1) beginnt. Wir setzen 
1 
œ = Pı + l , 
PaT 
Ps + 
d 1 
o—ı E 
wobei der Folgewert 
Brei 1| i 1! 1| 1| 
jigs ag |Po+ı Š (D Fici [Po |Po+i 


ist. Zwischen œ und &,_, besteht die Gleichung (18) auf Seite 117: 
Z— H Es Z, —? 


a = —— a — I. 
N o—i Ei P o—?2 
Aus der hingeschriebenen Gleichung folgt: 


Z, 


u RN oe 
A [4 
eNi m za 


(2) BR = 
Nun ist &,_,, wie seine Form zeigt, ein rein periodischer Kettenbruch; daher 
genügt $,_,, wie unter A) bewiesen ist, einer Gleichung zweiten Grades: 

(3) ABK_, +BE_, +0=0 


mit ganzzahligen Koeffizienten A, B, C. Setzt man den Wert von &,_, aus 
(2) in (3), so erhält man: 


2 = 7 
4. (I 2. E oa aNs 1 0=0 


en. - Zn 


oder 
PHAN- a SBN, AN a FON} a) 
Tel SAN Aa + B(N,_ı Zoa + Zoa NL) - 2C0N,_ Aa] 
+ 2.5 t BZ 2a OZ =, 
9* 
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d.h. « genügt einer Gleichung zweiten Grades mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten. 

Nachdem hiermit der erste Teil der Aussage des Satzes I bewiesen ist, 
zeigen wir ferner, daß ein periodischer Kettenbruch keiner Gleichung ersten 
Grades mit ganzzahligen Koeffizienten genügen kann, Denn gäbe es zwei 


” N . 
ganze Zahlen r und s, so daß ar + s=0, so wäre «œ =— — eine rationale 


Zahl und daher nach Satz VII des $9 auf Seite 118 nicht als unendlicher 
Kettenbruch darstellbar. 

Zum Beweis der letzten Aussage des Satzes I nehmen wir an, ein peri- 
odischer Kettenbruch «œ genüge zwei Gleichungen-zweiten Grades 


(4) aa+be+ce=0 
(5) de +Va+cd=0 


A 


mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, e und a’, b’, c'. Multipliziert man (4) mit 
a und (5) mit a und subtrahiert die erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich 


(6) ba-ab)a+(a—-ac)=0. 


Da « keiner Gleichung ersten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten genügt, 
so kann die Gleichung (6) nur bestehen, falls 


(7) ba-ab=0 und ed-ac=0. 
Aus dem nämlichen Grunde muß, wie aus (4) folgt, «#0 sein. Wir können 
daher den Quotienten — bilden und 


(T) ein, so wird abe — b’) = 0 und a(cọ — ¢)= 0. Ein Produkt kann nur 
verschwinden, wenn ein Faktor gleich Null ist; da a # 0, so müssen bo — b'= 0 
und cg—c’=0 sein. Mithin hat man «= ao, b’= bọ, € =eg. Wenn « der 
Gleichung a «? + ba + e = 0 genügt, so befriedigt es natürlich, falls ọ irgend 
eine Zahl bedeutet, auch stets die Gleichung y (aa? + bæ +c)=0. Hiermit 
ist die Richtigkeit des zweiten Teiles des Satzes I gezeigt. 

Wir beweisen die Umkehrung von Satz I, eine der schönsten Ent- 
deckungen, womit LasraxGeE! die Arithmetik bereichert hat: 

Satz II. Hat eine quadratische Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten eine positive irrationale Lösung, so ist diese stets 
als periodischer Kettenbruch darstellbar. 

Die Gleichung «2? + bæ + e = 0 mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, e 
habe eine positive irrationale Lösung, d. h. es gebe einen positiven nicht 
rationalen Wert «, der, für x gesetzt, die Gleichung befriedigt, es sei also 


— = ọ setzen. Führt man a’=aog in 


(4) aa+boe+c=0. 


«œ sei in den Kettenbruch p, + = + 5 +... entwickelt; da « nach Voraus- 
2 3 


setzung irrational ist, so ist die Kettenbruchentwicklung für æ eine unendliche. 


1 LAGRANGE, Additions au mémoire sur la résolution des équations numériques 
(1770), Oeuvres de Lagrange 2, 606. 

Beweis nach M. CHARVES, Bulletin des sciences math, (2) 1, 41 (1877). Andere 
Beweise von CH. HERMITE ebenda, 9, 11 (1885) und H. MINKOWSKI, Geometrie der 
Zahlen, Leipzig 1896/1910, S. 171. 
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Bedeuten &,, ə, ... die Folgewerte, Z, und N, den n'™® Näherungszähler und 
Näherungsnenner, so ist 

bii Z, T EN 

y N, ur Nai i 


Setzt man diesen Wert von « in die Gleichung (4) ein, so erhält man 


(Se + Z,a ERS. EAr: FR 


NE EN Wes EN, ER 


oder an n? + bn n+ c„= 0; hierbei bedeuten an, bn, c„ drei ganze Zahlen, die 
folgende Werte haben: 


a,=aZ?+bZ,N, +N}, 
22022 RIEN + MZ_)+eN.N... 
„=aZ}_,+bZ 


n—1 


N, E Rn: 


Wir zeigen nunmehr, daß die absoluten Beträge der drei ganzen 
Zahlen a,, 5„, Ca für jeden Wert n=1, 2, 3, ... kleiner als drei 
von dem Index » unabhängige positive Zahlen sind, die wir aus 
der Gleichung (4) bestimmen werden. 

Zu dem Zweck erinnern wir: Läßt sich eine positive Zahl « in einen 


: z > ; Zn Nm ; 
unendlichen Kettenbruch entwickeln, so ist œ = Y. + MAT , wobei Mn 


eine zwischen — 1 und + 1 gelegene Zahl bedeutet (Satz IV’ des §9 auf 
Seite 113). Setzt man demnach 


Bis PE Nn und Pira a Mm—ı1 N 
N, n N, A +1 Ni u N 


wobei |7,|< 1 und ipl e 1, in 


2 
Q, = Nè (a Z, +o% +e), 


N> N. 
2.2 Z, Z, 
=N I ie 9 u G ai i 2 
AH þe% war (x Ki w) j | 
22 Du 
u=N?, G a ENT Enik o) 
Nii Na—ı 
ein, so erhält man 
; 2aon an bnn \ 
an =N; |aa - ——- + — —_-- +b e - ——+e 
3 i | Na Natı Na Nn +1 NnNn+ı | 
2aa f n M—ı 2a Nain 
b, En wi, aes ei n n Ter 
+ Naa EG Na Ea R - =) E Na N, 1 Nr 
| b(n Me 
9 ke. ALS n n 2 
F 20 N, Br Dt Fr i 
2aan 1 a Na—ı Onni 
hEN laor- s - tba— +e 
I te ARE RT NN 


www.rcin.org.pl 


134 Grundlagen der Arithmetik. 


Da aa?+ ba + c= 0, so ergibt sich 
- (2aa+ b) In Nan 4 am 


a = — —— s 


ý Nası Dr 
et 2A ha 
b =- (2 b k asi Eur eaS 
4 2aa+ y(n t, Am ) F N, Nen ’ 
Naa E R 
ce, =— (2aa + b)n nn 
( ) In 1 N, N} 


Der absolute Betrag einer Summe ist gleich oder kleiner als die Summe 
der absoluten Beträge der einzelnen Summanden, und der absolute Betrag 
eines Produktes ist gleich dem Produkt der absoluten Beträge der Faktoren. 
Hieraus folgt: 


Na | 
an| SE |— 1i- |2aa + bi | 1 | +lal- 
| | | N] i T i 
lici l Nn—ı Mn | 
=” + a Te Nacken 
NEA 12: 
sts | m— ITNE + jal] N? 


Die Größen 7, und 7„_, waren so beschaffen, daß Ina] < 1, [Mm] < 1, 
ferner gilt für die stets positiven Näherungsnenner N, S N,„,+, (vgl. Formel (9) 
auf Seite 109); mithin ist 


N, N, N, 


=i, al Zi: m A | 
nta Na n+1 
und 
N, 1 | 1 
in n— IV. Elm n— 1 t 
n Nass up Nn 1 1? N. +m] < SF 
Hieraus ergibt sich: 
1 
Ay 2a b d e. ——— 
| | < | « + | Nè y: , 


1 
werner, 


|n| <|2aa +b|- 1 +! 


in 
Sa 


Die Näherungsnenner sind ganze positive Zahlen; mithin ist y Si, 
Nn+ı 
1 


N, 


<1. Hieraus folgt schließlich: 
la„|< |2a« +bi+la), 
€ |b.|<2-j2aa +b|+]|2al, 
[Cni < |2aa +bdj+la]. 


Die Größen |an!, |b„|, |e„| können demnach für jedes n = 1, 2, 3, 
drei nur durch die Natur der Gleichung (4) bestimmte, von dem Index n un- 
abhängige positive Zahlen nicht überschreiten. Da an, bn, Cn ganze Zahlen 
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sind, und ihre absoluten Beträge unterhalb bestimmter Schranken liegen, so 
kann es nur eine begrenzte Anzahl von Werten geben, die an, bn, Cn annehmen 
können. Mithin muß wenigsten eine Wertkombination ay, by, ey unendlich 
häufig auftreten, d. h. es muß für unendlich viele Werte von n die Größe £, 
derselben Gleichung: 

ay Šg tbyin ten 09 


mit den nämlichen ganzzahligen Koeffizienten @,, by, Cy genügen. Da eine 
Gleichung zweiten Grades a, 4° + byy + cy = 0 nur zwei Lösungen besitzt, 
so müssen unendlich viele Werte von &, übereinstimmen. 

Es sei &£,_,'! der erste Wert von £,, der einem folgenden, etwa &,+4,—ı, 
gleich ist. Die Zahl p, war definiert als die größte in &,_, enthaltene ganze 


positive Zahl: &_, = Po + ; ebenso war p,+, die größte ganze in &,4,—ı 


1 
Pa | 
enthaltene positive Zahl: &,+,—ı = Pott Pe Da £&,_, = &,41--:80: Belgt 
Po = Pot, und mithin &,=&,+,. Aus der erhaltenen Gleichung £, = &,+; 
schließt man ebenso p,+1 = Potr+is Pota = Potrtss ++- Potr—i = Pot 
Do+r = Paris --- Daher wird 


1| 1] 1] 1] 1] 1] 
a= p +—+...+ +— + +... +- ++... 
[Pa |Po— [Po |Po+ı |Po+r-—ı |Po 
ein periodischer Kettenbruch, dessen Periode von den Elementen Po, Po+ı> 
“+ Po+r—ı gebildet wird. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Eine irrationale positive Zahl «, die einer Gleichung zweiten Grades mit 
ganzzahligen Koeffizienten genügt, heißt eine quadratische positive 
Irrationalzahl. Nachdruck ist auf die Ganzzahligkeit der Koeffizienten der 
Gleichung zu legen. Hierzu ist zu bemerken, daß jede Zahl œ, die einer 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten genügt, auch einer solehen mit ganz- 
zahligen Koeffizienten genügt, wie sich durch Multiplikation der linken Seite 
der Gleichung mit dem Generalnenner der Koeffizienten ergibt. 

Auf Grund der gegebenen Definition lassen sich die Sätze I und II auch 
folgendermaßen formulieren: 

Satz III. Periodische Kettenbrüche und quadratische posi- 
tive Irrationalzahlen sind identische Begriffe. 

Um tiefer in die Theorie der quadratischen positiven Irrationalzahlen 
einzudringen, setzen wir als bekannt voraus, daß das Produkt der zwei 


Wurzeln einer quadratischen Gleichung ag? +bxz+c=0 gleich + — ist. 


Eine quadratische positive Irrationalzahl heißt reduziert,? 
wenn sie selbst größer als 1 ist, während die andere Wurzel der durch sie nach 


1 Es kann g auch den Wert 1 haben. Alsdann ist unter &, die Ausgangs- 
zahl œ zu verstehen; denn auch diese könnte gleich einem der Folgewerte sein. 

2 Ist æ eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl, die einer Gleichung 
ax? + bæ + c=0 mit ganzzahligen Koeffizienten genügt, so heißt ax? + bzy + cy? in 
der Terminologie von GAuss (Disquisitiones arithmeticae, Artikel 183, ges. Werke 1, 
S. 164) eine reduzierte quadratische Form von positiver nicht quadratischer Deter- 
minante. Vgl. die Darstellung der quadratischen Formen in den Lehrbüchern der 
Zahlentheorie, etwa BACHMANN, Grundlehren der neueren Zahlentheorie, Sammlung 
SCHUBERT, Bd. 53, Leipzig 1907, S. 104 ff. oder DIRICHLET-DEDEKIND, Vorlesungen 
über Zahlentheorie, vierte Aufl., Braunschweig 1894, S. 176ff. 
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Satz I eindeutig bestimmten quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten eine negative Zahl ist, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist. 

Wir beweisen als 

Satz IV. Jeder rein periodische Kettenbruch ist eine redu- 
zierte quadratische positive Irrationalzahl. 

Ein rein periodischer Kettenbruch: 


1! 1| DS SN 
e= mte hre + +— +. 
s pe |P IP 


ist, da die ganze Zahl p, # 0 ist, stets > 1. Ferner genügte « der quadra- 
tischen Gleichung 


(1) æ? N, + (N; — Z) - Z, =0 


mit ganzzahligen Koeffizienten, Bezeichnet man die zweite Wurzel dieser 
Gleichung mit f, so ist 


aB =- A oder p= Aim 
k 


Für die in den unendlichen Kettenbruch entwickelte Wurzel « ergibt sich 
nach Satz IV’ auf Seite 113, daß 


_ 2 
(8) al a 


wobei e, eine zwischen — 1 und + 1 gelegene Zahl bedeutet und die Grenzen 
— 1 und + 1 ausgeschlossen sind. Setzt man den Wert für « aus (8) in 


G 


B=- = ein, so erhält man 


k 


(9) =. — 
Zu + — 
kt 


Bei einem rein periodischen Kettenbruch ist p, = 1; daher wird, wie aus 

Z, = p, folgt, Z, >1. Nach der Definition der Näherungsbrüche (Satz I des 

$ 9 auf Seite 105) folgt hieraus, daß Z,=Z,_, +1. Da e, nur Werte zwischen 

— 1 und +1, die Grenzen ausgeschlossen, annehmen kann und N,;, eine 
Er 

Nr+1 

diese ausgeschlossen. Hieraus folgt, daß Z, + 


ganze positive Zahl ist, so liegt zwischen den Grenzen — 1 und +1, 


Er 
Nr+ı 
aus (9), daß ĝ eine zwischen — 1 und 0 gelegene Größe ist. Hiermit ist ge- 
zeigt, daß ein rein periodischer Kettenbruch alle Eigenschaften einer redu- 
zierten quadratischen positiven Irrationalzahl hat, und Satz IV ist bewiesen. 

Bevor wir die Umkehrbarkeit von Satz IV zeigen, beweisen wir: 

Satz V. Entwickelt man eine reduzierte quadratische posi- 
tive Irrationalzahl in einen Kettenbruch, so sind alle ihre Folge- 
werte ebenfalls reduzierte quadratische positive Irrational- 
zahlen. 

Die gegebene reduzierte quadratische positive Irrationalzahl œ genüge 
der Gleichung 


(10) a®+bz+c=0 


> Z,_ı- Daher ergibt sich 


www.rcin.org.pl 


Periodische Kettenbrüche und quadratische Gleichungen usw. 137 


mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, e. Der Folgewert &, von œ wird durch 
die Formel 


(11) ei ee 
definiert, wobei p, die größte ganze in « enthaltene positive Zahl bedeutet. 


Da « als reduzierte Zahl größer als 1 ist, so ergibt sich p, = 1. Setzt man 
für æ seinen Wert aus (11) in (10) ein, so erhält man 


iR a 1 
a(p +5) +o[m+ ý) +e=0 


a tbi taO; 


hierbei bedeuten a,, b,, c, die ganzen Zahlen 


oder 


a =ap’+bp, +e, b =2ap, +b, aÜa=a. 
Bezeichnet man die zweite Wurzel der Gleichung (10) mit $ und definiert n, 
durch ? = p, + zn so ist, m? +b,n+ca=0; denn 8 befriedigt ebenso 
wie «œ die Gleichung (10). Mithin hat die Gleichung 
(10,) art +bz+ea=0 
mit ganzzahligen Koeffizienten die zwei Wurzeln &, mp nı Da p, die größte 


ganze in « enthaltene positive Zahl bedeutet, so ist — = «œ — p, kleiner als 1 


& 
und positiv, also & > 1. Aus = = ĝ — p, folgt, da ĝ nach Voraussetzung 
1 


negativ und p, = 1, daß — —— positiv und größer als 1 ist, also 7, zwischen 


1 

— 1 und 0 liegt. Hiermit ist gezeigt, daß der Folgewert | von « größer als 1 
ist und einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten genügt, 
deren andere Wurzel negativ ist und einen absoluten Betrag kleiner als 1 
besitzt. Folglich ist , eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl. 

Wie sich &, aus «œ ergibt, so ergibt sich der Folgewert ë, aus ë, durch 
die Relation ë, = p, + = wobei p, die größte in &, enthaltene ganze posi- 
tive Zahl ist. Da &,, wie bewiesen, eine reduzierte quadratische positive 
Irrationalzahl ist, so trifft es auch für ë, zu. So fortfahrend, sieht man, daß, 
wenn œ eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl ist, es auch alle 
Folgewerte &,, &, &, ... sind. Hiermit ist Satz V bewiesen. 

Wir bemerken noch für das Folgende: ë, genügt einer Gleichung 


(10,) aT? + bat +e =O, 


die aus (10,) a4, £? +b, % + c, = 0 ebenso folgt, wie sich (10,) aus (10) a x?+ bæ +e = 0 
ergibt. Es ist 


er b,=2a,p +b,, Ca = M. 
Die zweite Wurzel von (10,) ist demnach n,, wobei n, definiert ist durch 
| å 
= Pa + PAN Fährt man auf diese Art fort, so kann man sagen: &, genügt 


2 
einer Gleichung 


(10,) An L? bn E + Cr = 0, 
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1 
deren zweite Wurzel n, lautet und mit 7,_, durch die Relation ņn,—ı = Pa, + — 


zusammenhängt; es ist 
asr 2 Ši MEn 
Qn = n—1 Pn i Dir Pn E Ca—1) b, = 2a,_ı Pan ie N Og ia Anr”. 


Wir heweisen nunmehr die Umkehrung von Satz IV, nämlich 

Satz VI. Jede reduzierte quadratische positive Irrational- 
zahl ist als rein periodischer Kettenbruch darstellbar. 

Die gegebene reduzierte quadratische positive Irrationalzahl « läßt sich 
nach Satz II als Lösung einer ganzzahligen quadratischen Gleichung in einen 
periodischen Kettenbruch entwickeln. Angenommen, die Periode von æ be- 
ginne erst mit p,, wobei e = 2; man habe also 

1| M 1| 1| 1| 1i 

a = p +> +... + —— + .. +- H M 

IPs [Za 2 IPe+ı (Poti |Po 

Die Folgewerte von « seien wie bisher mit &,, &, ... bezeichnet. Die zweite 

Wurzel der ganzzahligen quadratischen Gleichung (10), die durch « befriedigt 
wird, sei mit ĝ bezeichnet. Dann genügt £, einer Gleichung 


(10,) anx? + bnt + ea = O 
mit ganzzahligen Koeffizienten, deren andere Wurzel 7, ist; hierbei ist 
B=n+—, ee e. p pt 
pi: "2 Mm 


(Vgl. die Satz VI voraufgehenden Bemerkungen.) 
Beginnt die Periode von «œ mit p, und umfaßt Æ Elemente, so ist 


1) 1j 1| 1] 
|Po+ı Pots x IPo+r-ı Po 


FR = Po F 


und &,+;—ı hat genau denselben Wert wie &,_,. Da &,_, ein periodischer 
Kettenbruch ist, so ist die quadratische Gleichung mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten, die durch &,_, befriedigt wird, nach Satz I eindeutig bestimmt. Aus 
der Gleichheit &,_, = &,+,—ı folgt demnach, daß &,_, und &,+,—, die näm- 
liche quadratische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten befriedigen. Die 
zweite Wurzel der ganzzahligen quadratischen Gleichung, der &,_, genügt, 
bezeichneten wir mit n,_,; die zweite Wurzel der ganzzahligen quadratischen 
Gleichung, der &,+,—, genügt, bezeichneten wir mit 7,+,—,. Aus der Über- 
einstimmung der beiden Gleichungen folgt n.4,— = %—_ı: 
Nun ist 


1 
(12) No—2 Se Po—ı Ar 


loci j 

sollte « = 2 sein, so ist in (12) unter ņ, die Größe zu verstehen. Ferner ist 
1 

Nc+r—1 

Die Gleichungen (12) und (13) lassen sich auch in der Form: 


(13) Nor Pore i T 


(14) s = Po-ı 7 Noc 
r igo—1 
1 
(15) oH = Potr—ı — o+k—2 
No +k—ı 
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schreiben. Ist « eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl, so sind 
nach Satz V auch alle Folgewerte &,, &,, .. ., reduzierte quadratische positive 
Irrationalzahlen; dies besagt, daß die zweiten Wurzeln der ganzzahligen 
quadratischen Gleichungen, denen «œ und seine Folgewerte genügen, nämlich 
die Größen f, n,, Ns, - . -, lauter zwischen — 1 und 0 gelegene Werte haben. 


In den Gleichungen (14) und (15) sind daher — 


1 Eii 
und — ——— positive 
Ns—1 Natr—1 
Zahlen, die größer als 1 sind, und — 7,_, und — 7,+,— positive echte Brüche; 


1 
No Notk—1 

enthaltenen ganzen positiven Zahlen bedeuten. Aus der Gleichheit 7,_, =n+z—ı 
ergibt sich demnach p,_ı = Po+—ı- Diese Gleichung besagt im Widerspruch 
mit unserer Annahme, daß die Periode von « nicht erst mit einem Element p, 
beginnt, dessen Index o=2 ist, sondern schon bei dem voraufgehenden p,_ı 
ihren Anfang nimmt. Mithin muß « ein rein periodischer Kettenbruch sein. 

Die Sätze IV und VI können auch auf folgende Weise formuliert 
werden: 

Satz VII. Rein periodische Kettenbrüche und reduzierte 
quadratische positive Irrationalzahlen sind identische Begriffe. 

Wir beweisen nunmehr den folgenden 

Satz VIII. Die Folgewerte &, &, ... jeder quadratischen 
positiven Irrationalzahl « sind von einem gewissen &,_, an lauter 
reduzierte quadratische positive Irrationalzahlen. Die Periode 
der Kettenbruchentwicklung von «œ beginnt mit demjenigen Ele- 
ment p,, das durch den ersten reduzierten Folgewert &,_, be- 
stimmt wird. 

Eine quadratische positive Irrationalzahl œ ist nach Satz II als peri- 
odischer Kettenbruch 


hieraus folgt, daß p,_, und p,;,_ı die größten in — und — 


U. 1| 1| 1| 1| 
ntk t n k t e Aeee 
IPs |Ps Ipo.  |Porı Iperen pa 
darstellbar. Die Folgewerte &,, &, ... sind die Kettenbrüche 
i| 1| 1j 1| 1| 
a re IPo+i-ı SAT S 
a DET Heur | 
A a re Tee ie 
Der erste von ihnen, der rein periodisch wird, ist 
Eu =n+ si 1| + ee u S + 
a En IPe+ı [Pots Saar |Po+r:—ı ji [Po ife, 


Nach Satz VII ist demnach &,_, und kein früherer Folgewert von « 
eine reduzierte quadratische positive Irrationalzahl. Bildet man: 


ER ER e N re R 

5 i |Po+2 |Po+r—ı Po IPo+ı y 

EnS 1| N 1| 1 1! 

A ite i iess pA a [Potim y |Po |Po+ı 5; |Po+2 k 
1| 1| 1| 1] 

aan T [po IBo+ti ER; IPo+i—. Bari Ei 
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so sind diese Größen ebenfalls rein periodische Kettenbrüche, bei denen die 
Periode aus derjenigen von &,_, durch einfache Verschiebung der Elemente 
erhalten wird. &,4,—1 stm +++ &o+9,—, Sind nichts anderes als eine Wieder- 
holung der Größen sı; ss +++ &g+r-s} 80 geht es unaufhörlich weiter. 
Nach Satz VII sind &,, &,+1, - - . ebenso wie &,_, als rein periodische Ketten- 
brüche reduzierte quadratische positive Irrationalzahlen. Hiermit sind die 
Aussagen des Satzes VIII bewiesen. 

Wir leiten nunmehr den folgenden Satz von Garoıs! ab: 

Satz IX. Ist «æ ein rein periodischer Kettenbruch 


1| 1| 1| 1] 1] 
Dart e A rt Ha rt e aa 
j Ip» IPs |P v2 [P1 


und ist ĝ die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten, die durch æ befriedigt wird, so ist 


Be a ee EELEE NA, 
b j |P [Pre AE 


R ; ’ ae i 
Er A ist also ein rein periodischer Kettenbruch, dessen Periode 


dieselben Elemente enthält wie die Periode von «, nur in um- 
gekehrter Reihenfolge. 

Zum Beweise des ausgesprochenen Satzes verwenden wir die gleichen 
Bezeichnungen wie beim Satze VI; es wird ø = 1, also &_,=&,=.«. Die 
gegebene Größe « hängt mit ihren Folgewerten durch 

1 


1 1 1 
«œ = pı GA , imp tHg Š = P; + E gr otee it i Š= u 
1 2 Sr 


zusammen. Wir setzen 


1 1 1 1 
= + — = Ps + — = =- —— ERE paa + —.- 
P=Pı m’ 1=Pp m’ 72= P3 m’ ı M—ı "DPD: nn. 
Diese Gleichungen lassen sich auch, mit der letzten beginnend, so schreiben: 
1 1 
Ñ- w.. Ber BD. 
1—1 
u 
vs TES = Mi 3 | ’ 
1—2 
1 1 
aid me = P; -H STA 
Na 
SE 
p Na En Ri u 
N 
1 1 
f N l 


1 GALOIS, Annales math. pures et appliquées, 19 (1828/29), 294; Oeuvres 
de Galois par E. PICARD, Paris 1897, p. 1. 
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Wie beim Beweise von Satz VI betont wurde, nahmen die Zahlen ß, m, 7» »-- 
zwischen — 1 und 0 gelegene Werte an. Mithin sind, wie auch dort gezeigt, 


£ } 1 1 
Prs Pr-ıy -+-+ Pı die größten in — —, — aui - =- enthaltenen 
k k—1 1 
ganzen positiven Zahlen. Man hat daher in: 
1 N 
“—ep 
; 1 
i Bat 
Pı—t - i 
-i J 
1 
S KE TE 
PF wi 


ß 


den Beginn einer Kettenbruchentwicklung für — BR Nun ist, doe=&,, 


ii 
auch ĝ = n,. Daher wird f 
REN Ea N IE 
f A IPr—ı nn |p IP: 


wie gezeigt werden sollte. 
Wir verwenden die voraufgehenden Betrachtungen noch zur Untersuchung 


der Quadratwurzel aus einer rationalen positiven Zahl — ‚die > 1 ist.! Es gilt 


Satz X. Ist die Quadratwurzel aus einer rationalen posi- 
tiven Zahl, die größer als 1 ist, nicht rational, so liefert sie bei 
ihrer Entwieklung in einen periodischen Kettenbruch ein Ele- 
ment, das der Periode voraufgeht, die Periode schließt mit dem 
Doppelten dieses Elementes, von den übrigen Elementen der 
Periode sind je zwei, die vom Anfang und vom Ende gleich weit 
abstehen, einander gleich.? 


1 Ist 1 eine rationale positive Zahl, die < 1 ist, und will man die Quadrat- 


= 
wurzel aus <} bestimmen, so ist diese gleich 1 dividiert durch die Quadratwurzel aus 
21 
8 A rue : 
—; letztere läßt sich nach dem Satz X in einen Kettenbruch entwickeln, da 
Ti 
& 


> 1. Weiteres über das Wurzelziehen in Kapitel IV, § 2. 


2? Die Periode kann aus einer ungeraden oder einer geraden Anzahl von Ele- 
menten bestehen, in welch letzterem Falle sie außer dem Endglied noch ein weiteres 
Element besitzt, das keinem anderen gleich zu sein braucht, z. B. 


ee eh ER a Ei A 
Fa ET EEST Sr a TA 

T E] | 

en En’ 


Era ren) sag Ma ET N 
Veniri ++ ta tat Fe: 


Die Art der Berechnung ergibt sich aus dem Schluß des Paragraphen, wo die Entwicklung 
positiver Wurzeln beliebiger ganzzahliger quadratischer Gleichungen behandelt wird. 
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Die gegebene positive rationale Zahl, aus der die Quadratwurzel zu ziehen 
é r 2 f 
ist, laute 7I und es sei 2 >1. Die Quadratwurzel aus — bedeute 


die positive Lösung der Gleichung sz? —r =0 mit ganzzahligen 
Koeffizienten. Wir setzen 


wobei p, die größte ganze in 7 enthaltene positive Zahl bedeutet. Wegen 


Vene 
RN 2. 


r : | i 
— > 1 ist p 1. Für die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung setzen 


wir nach der angewandten Bezeichnung — A =p + Š: Die Größen &, 
und 7, sind Wurzeln derselben quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 


— 1 
Koeffizienten; &, ist offenbar > 1 und 7, = ————— hat, da p, = 1 ist, einen 


Pr 
Pı + TER 

zwischen — 1 und 0 gelegenen Wert. Hieraus folgt, daß &, eine reduzierte 

quadratische positive Irrationalzahl ist und sich daher nach Satz VI als rein 


periodischer Kettenbruch darstellen läßt; wir setzen &, in der Form an: 


Ne TOPE A | 


+; 
(Pr+ı Ip?» |P 


Š= p 


Da n, die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung ist, die durch ë, be- 
friedigt wird, so ist nach Satz IX: 
1 1| 1] 1| 


Ban) u EEE EEF 
7 en Pr Fr v2 Pr+ı 


Die Addition von 
] ET P: Ši RE Pi nı 


š ai 
ergibt 2p, + E + = = 0. Setzt man die für na und — gefundenen Ketten- 
1 1 


bruchentwicklungen in 2p, + 4 =— — ein, so erhält man: 
1 1 

L 1| 1| 4] 
+ tt —_—+— 
air IPs Pr+rı |22 IPs 

an 1| 1| 1| 1| 

= Ph+ + +...t+7— u 

ER Ip: in [pa [Prti |P: 


Nach Satz VII auf Seite 118 sind zwei unendliche Kettenbrüche nur dann 
gleich, wenn sie in sämtlichen Elementen übereinstimmen; daher ist 


Pı+ı = 2P, Pr = Pe; Pı—ı = Ps, Pia = Pi ..3 


und man hat: 
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r 1| 1| 1| 1| 1) 1| 1| 
ep tt t. + 47 +02 tt., 
s |poe IPs m» |» Ir m Ip 

wie bewiesen werden sollte. 


Der Leser beweise die Umkehrung des Satzes X: Jede Zahl «œ, die 
sich in einen Kettenbruch von der Form: 


1i 1| 
a e aa ee a RE He 
2 IPs IPs IPs 


1} 1| BEL) 
— + +++. 
pe |2pı Ip2 IPs 


+ 


entwickeln läßt, ist die Quadratwurzel aus einer positiven ratio- 
nalen Zahl, die > 1 ist. 

Eine Tabelle für die Entwicklung der Quadratwurzeln aller ganzen 
unter 120 gelegenen nicht quadratischen Zahlen in Kettenbrüche gibt Ever 
(Novi Commentarii Petropolit. 11), abgedruckt bei Lacraxce an dem Seite 123 
angeführten Orte, Article 41. 

An Satz X knüpfen wir die folgende Bemerkung: Die Periode der Ent- 


wicklung von U: in einen Kettenbruch sei %-gliedrig. Bildet man die 
Folgewerte či, &, ... der Ausgangszahl Vz so ist, wie aus der für 
Br gegebenen Entwicklung hervorgeht: 


1 1 gi 
Ès = M+ı + a a na er a 
+1 +1 Šı 


denn es ist &, = &,;,,. Nun ist yz =p + Uei Mithin hat man 


čr = p +y% 


Die Ausgangszahl v: hängt mit ihren Folgewerten nach Relation (18) 
auf Seite 117 durch die Gleichung: 


F 
s ni N, Ši T N,—ı 


zusammen; aus ihr ergibt sieh: 


Zy (2: E TAN FZ 
kat s 
vV 


N; Q T a + N,_ı 


7 r r r 
(N: Pı — Z + Ea = 4M + Z% M 


oder 


pa soll irrational sein; mithin müssen die zwei Gleichungen: 
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N,9 -Z +N, =0; 


r G r 
4m + 4-7 N. yo 
bestehen; denn sonst wäre Vz in der rationalen Form 


Sr. 
Z, mM + 4 N. 
NiP = Z + Nı—ı 
darstellbar. Multipliziert man die erste der zwei letzten Gleichungen mit 
— Z,, die zweite mit N, und addiert sie, so hat man: 


r : 
Ze Fr N,’ TA = 2; Npa zi N, Zr =(— ir 


wie sich aus Satz II auf Seite 106 ergibt. 
Ist m irgend eine ganze positive Zahl, so schließt man für die Viel- 
fachen m k von k% ebenso: 


z? 72 7 k 
Zn Na, =", 


wobei m=1,2,3,... Diese Relationen können wir folgendermaßen inter- 
pretieren: 


Sind r und s ganze positive Zahlen und Vz eine irrationale 
Zahl (aiso 7 kein Quadrat einer rationalen zahl), so hat die 
Gleichung ? — Lu =1 stets ganzzahlige positive Lösungen t, u. 


Entwickelt man E in einen Kettenbruch und ist seine Periode 


+ 


k-gliedrig, so sind für gerades k stets Z,, N, und alle Zmz, Nur, 
deren Indizes beliebige Vielfache von k sind, ganzzahlige positive 


Lösungen ż, u der Gleichung t£? ii 1; für ungerades k sind 
s 


Zias Na, und alle Bin. N;„,, deren Indizes irgend welche gerade 
Vielfache von k sind, ganzzahlige positive Lösungen t, u der 


Gleichung t? — Lu =e 


Für s = 1 ergibt sich die für die Zahlentheorie wichtige und zuerst von 
P. Fermar den Mathematikern vorgelegte Gleichung ??—- ru?®=1. Diese 
heißt allgemein irrtümlich nach einem Zeitgenossen Fermars Joun Perr, der 
sich um sie keine Verdienste erworben hat, die Perrsche Gleichung. Eine 
Tabelle für ganzzahlige Lösungen! der PerLschen Gleichung, falls r < 1000, 
gibt der Canon Pellianus von C. F. Decex, Hafniae (1817), eine Fortführung 
findet man in Cayıry's collected mathematical papers 13, 430. 


1 Daß die oben durch Kettenbruchentwicklung gefundenen Lösungen auch tat- 
sächlich alle ganzzahligen positiven Lösungen der PELLschen Gleichung erschöpfen, 
zeigt man in den Lehrbüchern der Zahlentheorie, vgl. etwa die auf Seite 135 zitierte 
Literatur. 
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Wir geben noch zwei Beispiele: Für ¿? — 12 u? = 1 hat man 


mit zweigliedriger Periode, also k = 2. Es wird 
Z = 3, Zə = T Z; = 45, Z = 97, 
Nest N,=2, N,=13, N, = 28, 
Man hat 
T -12.2 = 1, 97° — 12:28? = 1, 
Für 2? — 17u?= 1 hat man 
1| 


VT =tt itt 


mit eingliedriger Periode, also k = 1. Es wird: 
MSFL MaS N, = 65, N, = 528, 


Man hat 
-17:.12=-1), 33?—17-8?=i, (268?— 17-65? =—1), 
2177? — 17.528? = 
Wir ergänzen den zuletzt bewiesenen Satz durch folgende Bemerkung: 


Ist Z das Quadrat einer rationalen Zahl, so hat die Gleichung 


t?— Z u?=1 niemals ganzzahlige positive Lösungen t, u. Sei 
m 3 ge p g 


— = (3) - Die ganzen positiven Zahlen e und d kann man teilerfremd 


wählen, indem man durch einen etwaigen gemeinsamen Teiler von ihnen fort- 


2 
dividier. Angenommen, die N e— Sr u? = 1 hätte ganzzahlige posi- 


tive Lösungen t, u, so wäre ?—1= Sr u’, wie die linke Seite zeigt, ganz- 
zahlig, also das Quadrat der rationalen Zahl ) = Zu ganzzahlig. Hieraus 


würde aber folgen, wie mit unseren Hilfsmitteln leicht gezeigt werden kann 
und auch noch Seite 200 bewiesen wird, daß 4 selbst ganzzahlig wäre. Mithin 


müßten auch ¢ — I =t-— = uwudt+i=t+ 5 u ganzzahlig sein. Nun ist 


aber t+ Zu = —, also wäre Br ganzzahlig. Nur die Einheit 
t— z u t— 7% 

hat die Eigenschaft, daß sie und die zu ihr reziproke Zahl beide ganzzahlig 

sind. Mithin wäre t — < u = +1 und folglich auch ¢ + Zu = +1. Aus 

diesen zwei Gleichungen würde «= 0 folgen. Mithin gibt es in der Tat- 


keine ganzzahligen positiven Lösungen żź, w der Gleichung £ — Zu =1, falls 


— das Quadrat einer rationalen Zahl ist. 


LoEwy, Algebra. 10 
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Wir zeigen noch, wie die Entwicklung einer reellen Wurzel einer 
quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten a, b, c 


(10) ax? +br+e=0 


in einen Kettenbruch vorgenommen wird. Seien œ und ĝ die Wurzeln von (10), 
so ist i 


b c 
(16) KA a eg 
Hieraus folgt, daß 
s „n bD Aae 
(7) (0—8 = (a +8- 4a: = rM. 
Hat die Gleichung (10) eine reelle Wurzel, so ist, wie aus ĝ =-— «a — 2 


a 
folgt, auch die andere reell. Mithin muß in diesem Fall æ — ĝ reell und daher 
a?» (œ — Bj? = b? — 4ac als Quadrat einer reellen Zahl nicht negativ sein. Wir 
setzen die nicht negative Größe b? — 4a c = D und finden aus (17) die Relation 


1 mn 
(18) e-#=+-—VD, 


wobei VD die nicht negative reelle Lösung der Gleichung z?— D = 0 bedeute. 

Ist œ die größere der zwei Wurzeln « und f, die voneinander verschieden 
seien, was der Annahme D # 0 entspricht, so ist, falls a positiv ist, in der 
Gleichung (18) das positive Vorzeichen und, falls a negativ ist, das negative 
Vorzeichen zu nehmen. Aus (16) und (18) ergibt sich alsdann: 


ar, 

re 
Versteht man unter è sowohl + 1 als auch — 1, so erhält man beide Wurzeln 
in der Form en. Wir denken uns für das Folgende & als einen 
der zwei Werte + 1 oder — 1 fest gewählt und setzen: A,=-eb, B, =2sa; 
dann handelt es sich um die Entwicklung eines Ausdruckes SA in 


einen Kettenbruch. Sollte dieser negativ sein, so entwickle man an seiner 
Stelle den ihm entgegengesetzten, d. h. statt « oder ĝ jeweils die Größen — « 


bzw. — 8. 
Die Entwicklung der positiven Zahl geschieht, wie in §9 


A, +VD 
1 


A, SVD 
b, 


Seite 116 angegeben. Man bestimme die größte ganze in enthaltene 


Zahl p, und setze 


dann ist 
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also Rn 
2 B, _ Bı(p, B, - 4, + VD) _A+VD 
4, — p, B, + yD D — (4, — pi B? B, 


Šı 


wenn 


2 
Dar e a e Kane 


B, 
definiert wird.! Man setze & = Pa + E’ d.h. man bestimme p, als größte 
ganze in A+ V2 enthaltene Zahl und findet &, = BA , wobei 
D-(4L-mB,} 


4,=mB,-A4,, B, = 


ist. Auf diese Art fahre man fort. 
Es soll noch die von Laorange? als Zahlenbeispiel untersuchte Gleichung 
9g? — 118% + 378 = 0 behandelt werden. Sie hat die zwei Wurzeln 


B, 


R a A te 59 - V19. 
9 3 9 
Wir entwickeln « = ab E in einen Kettenbruch; die größte ganze in 
59 4 ; A 3 R 
a ie enthaltene Zahl ist, wie man unmittelbar sieht, 7. Die Zahl D ist 
gleich 79. Die Rechnung ist folgende: 
59 + V79 
A, = 59, B,=9, DEREN 9: pn =T, 
a 79 — 16 4 + V79 
= TOD a um], Ve en ER e, 
79-9 3 V19 
A=1-:.17T-4 = 3, RE Bug 1< i= Me, ps =1, 
79 — 49 T V19 
A, =1:.10-3 = 1, Ken 5 < 6 = — <6, P= 5, 
T9 — 64 8 V19 
A= 58- = $, a Eaa. 3<u= <a, Ps = 3, 
T9 — 49 T+V179 
A=3:.5-8 =, lr a. aa ena i: Ps = 2, 
PE Ei 5 + V79 
g m u“ = =», yoa 6 = 9, I< & s — 9 <2, n=l, 
79 — 16 4 V19 
A=1-:9-5 =4, et, 1<h= <e, P=1. 


1 A, = p, B, — 4, ist ersichtlich ganzzahlig; das gleiche trifft auch für 
D—- (4 — pey 


B= 7 zu; den sit D=b’—-4cc= 4A,’ — 2csB, und 
1 
daher B, = — 2c & — p,? B, + 2p, 4: 
? LAGRANGE an dem Seite 123 angeführten Orte, Article 40. 
10* 
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& = 8; &, ist die erste reduzierte quadratische Irrationalzahl, die Periode 
von « beginnt mit p,. Es ist 


: ES n ee. 


Ira ++ BE 
Kii ig a CUN taS 
Für die RER der a ĝ ist A, = — 59, B, = — 9 zu nehmen, 
Man findet 
ra I. ar A 1| 1| 1| AA 1| 
e a a ae ee AE 


č ist die erste reduzierte quadratische footonit, die Piäpde von ĝ be- 
ginnt mit p, 


§ 12. 
Eigenschaften des Systems der reellen Zahlen. 


Von den Eigenschaften des Systems der reellen Zahlen beweisen wir 
zunächst: 

Satz I. Zwischen irgend zwei ungleichen reellen Zahlen 
liegen stets unendlich viele rationale Zahlen. 


An 
a und ĝ seien irgend zwei ungleiche reelle Zahlen, die durch œ = h N 


bn - y : 
und 9 = G a mit Hilfe zweier zusammengehöriger Definitionsfolgen definiert 


seien. Es sei «>. Dann existiert nach Satz VIII auf Seite 81 in der auf- 
steigenden Definitionsfolge für æ eine rationale Zahl a,, so daß a, > by’ wird. 
Nun ist aber nach Satz I auf Seite 82 für alle a„(n = 1, 2, 3, ...), also auch 
für a,, die Zahl œ = a, und für alle b,’ (n = 1, 2, 8, ...), also auch für 5,, 
die Zahl f Sb. Mithin ergibt sich ?=b,<a,=.«. Zwischen den zwei 
ungleichen rationalen Zahlen b; und a, liegen aber (vgl. Kap. I, § 12) stets 
unendlich viele rationale Zahlen; mithin existieren auch unendlich viele ratio- 
nale Zahlen, die größer als $ und kleiner als « sind, d.h. die zwischen « 
und ĝ liegen. 

Dem Satze I kann man offenbar auch folgende Fassung I’ geben: 
Irgend zwei reelle Zahlen sind dann und nur dann gleich, wenn 
jede rationale Zahl, die größer als die eine von ihnen ist, auch 
größer als die andere ist. 

Ein geordnetes System nannten wir überall dieht (vgl. Kap. I, $ 12), 
wenn zwischen irgend zwei ungleichen Elementen des Systems stets wenigstens 
ein drittes, ebenfalls dem System angehöriges Element lag. Da die rationalen 
Zahlen dem System der reellen Zahlen als Bestandteil angehören, so folgt aus 
Satz I: 

Das System der reellen Zahlen ist ein überall dichtes System. 

Die Gesamtheit aller rationalen Zahlen war abzählbar (vgl. S. 59). Für 
das System der reellen Zahlen gilt hingegen folgender 

Satz II. Die Gesamtheit aller zwischen irgend zwei beliebig 
vorgegebenen ungleichen reellen Zahlen A und B gelegenen 
reellen Zahlen ist nieht abzählbar.! 


l Satz von G. CANTOR, Journ. f. Math. 77, 258 (1874), Math. Ann. 15, 1 
(1879), Jahresbericht d. Deutsch. Math.-Ver. 1, 75 (1892). 
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Wir beweisen zunächst das speziellere Resultat, daß die Gesamtheit der 
im Intervall von 0 bis 1 gelegenen reellen Zahlen nicht abzählbar ist. 

Angenommen, die zwischen 0 und 1 gelegenen reellen Zahlen bildeten 
eine abzählbare Menge, so müßten sie sich, insoweit sie zueinander ungleich 
sind, in eine derartige Reihenfolge &,, &, Œg, ..., &, ... bringen lassen, 
daß sie durch den jedesmal bei œ verwendeten Index eindeutig umkehrbar 
den ganzen positiven Zahlen zugeordnet erscheinen. Diese Zuordnung werde 
durchgeführt und hierbei jede Zahl æ, in Form eines unendlichen Dezimal- 
bruches geschrieben, was nach Satz I auf Seite 91 auf eine und auch nur auf 
eine Weise möglich ist. Der unendliche Dezimalbruch für «, sei: 


pO aS Ya™ y™ 
a A teen 


Un = 


wobei 1”, yo™, y3®, ..., wie es dem Wesen des Dezimalbruches entspricht, 
Ziffern der Reihe 0, 1, 2,...., 9 bedeuten. Wir konstruieren uns nun den 
unendlichen Dezimalbruch: 

ô, ô, ô, ô, 

C E Zu u 
bei dem ô,, ôs, ... beliebige Ziffern aus der Reihe 0, 1, 2, 3, ..., 9 bedeuten, 
die wir nur so wählen, daß sie den Beziehungen 


ò, # y™, ð, # y, 0, # 1:9, FREE Yah 


genügen und daß ferner nicht von einem gewissen » ab für die Größen ô, lauter 
Nullen genommen werden; durch die letzte Bedingung schließen wir aus, daß 
wir einen endlichen Dezimalbruch erhalten. Der auf diese Weise gebildete 
zwischen 0 und 1 gelegene unendliche Dezimalbruch ist von sämtlichen Zahlen 
der Reihe œ, Œs, &, .. +, &, ... verschieden; denn, da ô, # y,?, stimmt er 
mit œ, in der ersten Ziffer hinter dem Komma nicht überein; da ð, # y”, so 
stimmt er mit æ, in der zweiten Ziffer hinter dem Komma nicht überein; da 
Ò; Æ y;®, so stimmt er mit æ, in der dritten Ziffer hinter dem Komma nicht 
überein usw. Mithin enthält die Reihe &,, œs, &, ... nicht alle zwischen 0 
und 1 gelegenen unendlichen Dezimalbrüche. Aus diesem Widerspruch mit 
unserer Annahme folgt, daß die zwischen 0 und 1 gelegenen reellen Zahlen 
keine abzählbare Menge bilden. 

Um zu zeigen, daß die in irgend einem Intervall von A bis B gelegenen 
reellen Zahlen keine abzählbare Menge bilden, führen wir für die im Intervall 
von A bis B gelegenen Zahlen die Variable X, für die im Intervall von 0 
X—A 
B-A 
ist dann jeder Zahl X des Intervalls A bis B eine und auch nur eine Zahl 
des Intervalls 0 bis 1 zugeordnet. Da aus unserer Relation X = (B — A)z + A 
folgt, so sieht man, daß die angegebene Beziehung eindeutig umkehrbär ist, 
d. h. daß auch jeder Zahl x des Intervalls von 0 bis 1 eine und nur eine Zahl X 
des Intervalls von A bis B entspricht. Würden sich nun die Zahlen des Inter- 
valls von A bis B mittels der natürlichen Zahlenreihe numerieren lassen, d. h. 
X—A 
B-A 
ihnen entsprechenden Zahlen des Intervalls von 0 bis 1 dieselben Nummern 
erhalten und mithin ebenfalls eine abzählbare Menge bilden. Die Zahlen des 


bis 1 gelegenen Zahlen die Variable x ein. Durch die Beziehung & = 


eine abzählbare Menge bilden, so würden die durch die Relation x = 
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Intervalls von 0 bis 1 sind aber, wie bereits gezeigt wurde, nicht abzählbar, 
also sind es auch die des Intervalls von A bis B nicht. Hiermit ist Satz II 
bewiesen. 

Hat man irgend eine endliche Anzahl m von abzählbaren Mengen mit 
den untereinander ungleichen Elementen: 


w 
k 


3 
(2) ? 
Oz > a,‘ A 


(3) (3) 
Ray O7, 


a”, a, am, a, ix 
so läßt sich die Gesamtheit dieser Elemente zu einer einzigen abzählbaren 
Menge zusammenfassen,! indem man sie im Sinne der Pfeile in der Reihenfolge: 
u, u, a, N, a, N, a E a 

anordnet und mit 1, 2, 3, 4, ... nummeriert, wodurch sie den ganzen posi- 
tiven Zahlen eindeutig umkehrbar zugeordnet sind. 

Hieraus folgt: 

Satz III. Zwischen irgend zwei ungleichen reellen Zahlen A 
und B liegt stets eine nichtabzählbare Menge irrationaler Zahlen. 

Die zwischen A und B gelegenen reellen Zahlen setzen sich nämlich aus 
rationalen und irrationalen Zahlen zusammen. Die zwischen A und B ge- 
legenen rationalen Zahlen bilden eine abzählbare Menge; denn sogar die Ge- 
samtheit der rationalen Zahlen tut dies, um so mehr irgend ein Teil von ihnen. 
Wären auch die zwischen A und B gelegenen irrationalen Zahlen abzählbar, 
so würde nach der dem Satz III vorausgeschiekten Bemerkung im Wider- 
spruch mit Satz II die Gesamtheit der zwischen A und B gelegenen reellen 
Zahlen abzählbar sein. Mithin ist Satz III bewiesen. 


8 18. 


Zusammengehörige Definitionsfolgen, die aus beliebigen reellen 
Zahlen bestehen. 


Wir erweitern die in § 1 dieses Kapitels gegebene Definition der Zahl 
so, daß die Seite 62 eingeführten zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen 
statt der verwendeten rationalen nunmehr beliebige reelle Zahlen, also auch 
Irrationalzahlen, enthalten dürfen. Demnach seien 


fe A E U } 
a Oaa E a E ai 
zwei unendliche Folgen beliebiger reeller Zahlen, die den folgenden vier 
Bedingungen B,) bis B,) genügen sollen: 
B,). Für jedes ganzzahlige n soll æ,}ı = @, sein. 
B.. Für jedes ganzzahlige n soll @«,,,=e«,’ sein. 


B,). Für jedes ganzzahlige n solle, >a, sein. 


1 Gleiches gilt auch, wenn für die m abzählbaren Mengen eine unendliche abzählbare 
Menge von abzählbaren Mengen tritt, wie aus dem gegebenen Beweise hervorgeht. 
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B,). Ist e irgend eine beliebig gewählte positive Zahl, so soll 
zu jedem & eine derartige ganze positive Zahl k gefunden werden 
können (k hängt von sab), daß die unendlich vielen Ungleichungen 
aro — &k+o < 8 bestehen, wobei ø jeden der Werte 0, 1, 2, 3, .. 
annimmt. Die vierte Bedingung läßt sich auch so ausdrücken: Mit einem 
gewissen k beginnend, soll die Differenz «x —«, unter jeden noch 
so kleinen Betrag sinken oder, wie man sagt, mit unendlich wach- 
sendem k unendlich klein werden. 

Zwei durch die vier Bedingungen B,) bis B,) miteinander zusammen- 
hängende Folgen irgendwelcher reeller Zahlen: 


PN Day On E E an > 

r 1 + P 

My Os, Ag, S k e Ru ... 

nennen wir in Erweiterung der in $ 1 gegebenen Definition zwei zusammen- 


gehörige Definitionsfolgen und fassen sie durch ein Zeichen zusammen, 
indem wir setzen: 
paN en ss a ns y ) 2 Et; 
BGE Sa ae a, 

wir sagen: A wird durch die zwei zusammengehörigen Definitions- 
folgen definiert oder bestimmt. Von den Zahlen «, sagen wir: sie bilden 
die erste oder aufsteigende Definitionsfolge; von den Zahlen «,’ sagen 
wir: sie bilden die zweite oder absteigende Definitionsfolge. Wir 
nennen A zunächst eine Zahl zweiter Ordnung. Da die Zahlen «,, €o% ..», 
+. und A’, Qg, oee O3 ..., die zur Definition von A verwendet wurden, 
auch im besonderen rationale Zahlen sein können, so enthalten die nun ein- 
geführten Zahlen A zweiter Ordnung die früher in $ 1 eingeführten Zahlen als 
Spezialfall. Zahlen, deren Definitionsfolgen ausnahmslos rationale Zahlen ent- 
halten, sollen in diesem Paragraphen als Zahlen erster Ordnung bezeichnet 
werden. Unser Ergebnis wird sein, daß durch die Einführung der Zahlen 
zweiter Ordnung keine Erweiterung des Zahlbegriffes entsteht und daß es also 
nicht nötig ist, zwischen Zahlen erster und zweiter Ordnung zu unterscheiden. 

Für die Zahlen zweiter Ordnung lassen sich zunächst die Hilfssätze des 
$ 2 aufstellen, indem man in diesen statt Zahlen erster Ordnung solche zweiter 
Ordnung und statt rationaler Zahlen Zahlen erster Ordnung verwendet. Für 
die Zahlen zweiter Ordnung als neu eingeführte Gebilde sind die Begriffe 
der Gleichheit, der Addition und der Multiplikation ebenfalls neu zu defi- 
nieren; dies geschieht durch die nämlichen Definitionen, wie sie in $3 
für Zahlen erster Ordnung verwendet wurden. Wir begnügen uns damit, die 
Definition der Gleichheit hier explizit anzugeben: 

Bn 


Pa 
und nur dann gleich heißen, A = B, wenn die zweifach unendlich 
vielen Ungleichungen «, S, und fL Sa, zwischen den sie defi- 


nierenden Zahlen erfüllt sind, wobei n jeden der Werte 1, 2, 3, ... 
zu durchlaufen hat. 

Von dieser Definition zeigt man, ähnlich wie in § 3 auf S. 69—71, daß 
sie die an die Gleichheitsdefinition zu stellenden Forderungen G,) bis G,) er- 
füllt und daher eine wirklich zulässige Definition für die Gleichheit ist. 


Definition I. Zwei Zahlen A = A und B= ( 
Aa 


) sollen dann 
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Geht man die Definitionen und Sätze der § 3—7 durch, so 
überzeugt man sich, daß diese sich auch auf die Zahlen, deren 
Definitionsfolgen beliebige reelle Zahlen enthalten, ausdehnen 
lassen. Hiervon Gebrauch machend, verwenden wir Satz I auf Seite 73 zur 
Herleitung des 


Satzes I. Eine Zahl A = ( 


Ois Aog very Anj e» 


E PAE A 
(d.h. eine solche, bei der die Definitionsfolgen auch irrationale 
Zahlen enthalten können) ist stets gleich einer Zahl erster Ord- 
nung (d. h. einer solchen, bei der die Definitionsfolgen ausnahms- 
los rationale Zahlen enthalten). 

Beim Beweise des Satzes I unterscheiden wir zwei Fälle: a) Jede der 


R P T E 


A 


) zweiter Ordnung 


zwei zur Definition von A = ( ) verwendeten zusammen- 


AE 7 
gehörigen Definitionsfolgen enthält unendlich viele zueinander ungleiche Zahlen; 
b) wenigstens eine der zwei zur Definition von A verwendeten zusammen- 
gehörigen Definitionsfolgen enthält nur eine endliche Anzahl zueinander un- 
gleicher Zahlen. 

Im Falle a) kann man der Untersuchung eine Zahl 


isp ea E. mi 


r g 4 
0; Aa, EnF Cay 


zugrunde legen, bei der die Bedingungen B,) und B,) folgende Form an- 
nehmen: Für jedes n soll stets 


(1) a, < @,}ı1 (also niemals ae,=a,,,) 
und 
(2) a, > 0,41 (also niemals @, = @,41) 


sein. Sollte die ursprünglich vorgelegte Zahl nicht so beschaffen sein, so kann 
man auf Grund des erwähnten Satzes I auf S. 73 sowohl in der aufsteigenden 
als auch in der absteigenden Definitionsfolge alle zueinander gleichen Zahlen 
streichen; alsdann bleiben, da wir den Fall a) vor uns haben, in beiden 
Definitionsfolgen noch unendlich viele Zahlen übrig. Diese definieren eine zu 
der ursprünglichen Zahl gleiche Zahl, bei der die Ungleichungen (1) und (2) 
erfüllt sind. Man kann also im Fall a) das Bestehen der Ungleichungen (1) 
und (2) voraussetzen. 

Finden die Ungleichungen (1) und (2) statt, so kann man nach dem Satz I 
auf Seite 148 für alle ganzzahligen positiven Werte n zwei Systeme rationaler 
Zahlen r, und r, finden, so daß stets «,<r,<a,,, und a,>r,'> a,';, ist. 
Aus den Ungleichungen , < r, < @s <r,<a,<r,<... sieht man, daß die 
Zahlen r,, o, 73, ... eine aufsteigende Folge rationaler Zahlen bilden. Ferner 
ergibt sich aus den Ungleichungen a, >r, >ay’>r/>ay>ry>..., daß 
man in den Zahlen »,’, Ty, Tg, ... eine absteigende Folge rationaler Zahlen 
vor sich hat. 

Da die Zahlen «œ, und «,’ zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen an- 
gehören, so ist nach B,) a,,, S @,4,. Beachtet man, daß für die Zahlen r, 
und r,’ nach der Art ihrer Konstruktion die Ungleichungen r, < o,,, und 
Catı < T, bestehen, so ergibt sich r,< r,- 

Um schließlich noch zu zeigen, daß die Zahlen r, und r,’ auch die 
vierte für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung B4) 
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befriedigen, wählen wir irgend eine positive Zahle. Da die Zahlen «, und æ, 
zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen angehören, gibt es nach B,) eine 
ganze positive Zahl k, so daß die Ungleichungen: 


(3) Orto — %ro< 8 

bestehen, wobei « jeden der Werte 0, 1, 2,... annimmt. Nach der Kon- 
struktion der Zahlen r, und r,’ ist: 

(4) Trta Sitte 

und Trpo > &%.+, oder 

(5) — Trta — Orto: 


Aus (4) und (5) ergibt sich Tipe — Tryo < Orto — ro Oder nach (3) 
(rto fr+o< 8, d. h. die Zahlen r, und r,’ erfüllen auch die vierte für zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung. 


Aus dem Voraufgehenden folgt, daß () eine Zahl erster Ordnung ist. 
Ta 


Aus den oben abgeleiteten Ungleichungen, œ,< r, und r,< r, ergibt sich 
a< T, 3 ebenso erhält man aus den Ungleichungen r,< r, und r; < a,’ die 
weitere Ungleichung r,< «,‘. Nach der Definition I für die Gleichheit be- 
0, 


sagen die zuletzt gewonnenen Ungleichungen, daß die Zahl ) zweiter Ord- 


On 


e 
nung gleich der Zahl | 2 erster Ordnung ist. Hiermit ist unser Satz für den 


Fall a) bewiesen. f 
Im Falle b) können wir die der Betrachtung zugrunde liegende Zahl 


a & ... & ... 
. . , ’ , ’ . 
zweiter Ordnung entweder in der Form ( : ? ) oder in der 
IE a 
Ra Tee 


£ d r 
ME, EEE s ET 


der zweiten Definitionsfolge ausnahmslos die nämliche Zahl steht; denn auf 
Grund des auch im Fall a) verwendeten Satzes I auf S. 73 kann man die in 
endlicher Anzahl vorhandenen zueinander ungleichen Zahlen, die eine der zwei 
Definitionsfolgen enthält, einfach streichen. Wir nehmen an, daß die erste 
Definitionsfolge lauter gleiche Zahlen enthalte. Nach der Bedingung B,) gilt 


Form ( ) annehmen, so daß entweder in der ersten oder in 


ld A 


Ria Gay see; Epaia 


Ungleichung « S œ,'. Die Zahl « als Zahl erster Ordnung läßt sich durch 


für die der Betrachtung zugrunde liegende Zahl ( H N ern ) die 


7 
zwei Definitionsfolgen « = | r) geben, wobei r, und r,’ ausnahmslos rationale 
r 


Zahlen bedeuten. Nach Satz 1 auf S. 82 ist 


(6) Aia 
und 
(6°) er. 


Aus (6) und a S æ, folgt r,<=a,. Das zuletzt gewonnene System von Un- 
gleichungen im Verein mit (6‘) besagt aber, daß die vorgelegte Zahl gleich 


Š 
einer Zahl ( ') erster Ordnung ist, wie bewiesen werden sollte. 
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Sollte die zweite statt der ersten Definitionsfolge lauter zueinander gleiche 


A r, r 
BE 6 B a 


tun haben, so ist der Beweis ähnlich, indem man nur «’ statt « verwendet. 
Hiermit ist der ausgesprochene Satz auch im Falle b) und damit allgemein 
bewiesen. 

Wir werden zwar vielfach mit Zahlen operieren, deren Definitionsfolgen 


y E a e o ER, 
Zahlen enthalten, sollte man es also mit der Zahl ( ) zu 


beliebige reelle Zahlen enthalten; unser Satz I besagt, daß sie nur scheinbar 


allgemeineren Charakter haben, da sie stets durch ihnen gleiche ersetzbar 
sind, deren Definitionsfolgen ausnahmslos rationale Zahlen enthalten. 


$ 14. 


Rationale Operationen bei reellen Zahlen. 


Wir haben an den reellen Zahlen außer der Ersetzung einer Zahl « durch 
eine ihr gleiche folgende Operationen auszuführen gelernt: 

1. Bildung der Summe « + ĝ zweier Zahlen « und 9. 

2. Bildung des Produktes «- zweier Zahlen æ und 9. 

3. Bildung der entgegengesetzten Zahl — « aus æ. 


4. Bildung der reziproken Zahl L aus o, falls «#0. 


Diese vier Operationen bezeichnet man als die Fundamentalopera- 
tionen. «@,ß,7, -.., ) seien endlich viele reelle Zahlen. Wendet man auf 
diese oder auf zu ihnen gleiche Zahlen die Fundamentaloperationen eine end- 
liche Anzahl p-mal an und gewinnt hierdurch einen Ausdruck Fa, B,y,..., 4), 
so bezeichnet man diesen als eine rationale Funktion der Zahlen «, ß, 
Yy.+.+., 4 und sagt: der Ausdruck geht durch rationale Operationen 
aus a, ß, Y% ..., 4 hervor. Der Ausdruck Fe, f, yy =ar; A) heißt 
demnach eine rationale Funktion der Zahlen æ, ĝ, Yy,..., A, wenn 
er aus ihnen oder zu ihnen gleichen Zahlen durch eine endliche 
Anzahlvon Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen und Divi- 
sionen (wobei die Division durch Null ausgeschlossen ist) hervor- 
geht. Eine rationale Funktion Fe, ĝ, y, ..., 4) heißt im besonderen eine 
ganze rationale Funktion, wenn zu ihrer Bildung die vierte Fundamental- 
operation nicht angewendet zu werden braucht. Eine ganze rationale Funk- 
tion F(a,ß,y,...,A) entsteht also aus den Zahlen «, ĝ, y, ...., A, wenn 
sie aus ihnen oder zu ihnen gleichen durch eine endliche Anzahl 
von Additionen, Subtraktionen und Multiplikationen hervorgeht. 


b l 
Sind «œ = Boi b= 1) BER: 1=( 5) jeweils durch zusammengehörige 
An n n 


Definitionsfolgen rationaler Zahlen definiert, so läßt sich die Berechnung jeder 
rationalen Funktion F (æ, ĝ, y, ..., 2) durch wiederholte Anwendung der Sätze 


des § 3 und § 5 ausführen und liefert F (a, ĝ, y, ..., 4) = Hè , wobei sich die 
s 


n 


Zahlen r, und r,’ der zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen aus den ratio- 
nalen Zahlen a,, a,', bns brs --- hs & und zwar als rationale Zahlen be- 


stimmen lassen. Ist e eine beliebig vorgegebene positive Zahl, so kann man 
nach B,) auf Seite 62 stets einen Index % finden, so daß r; — r,< e ist. Da 
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nach Satz I auf Seite 82 r, & F (æ, b, y, =- -y A) 5S Ty; soist F(a, B, y,...., 4) 
7 beliebig vorgegebener Genauigkeit e durch rationale Zahlen ersetzbar; es ist 

— F (æ, ĝ, Y» ... à) < & und Fie, b, y; <- -y åA) — t< 8. Die Bestimmung 
Fön r, und r;' erioklen nur die Kenntnis a rationalen Zahlen a,, a,, by 
bissle ik. Die Berechnung einer rationalen Funktion 
F(a, ß, %; --., 4), wobei o, 8, 9, ..., A irrational sind, läßt sich 
demnach mit beliebiger Genanigkeit mittels le Tation 
durchführen. 


b ß l 
Sei z. B. «= EAA, r=(>) und s= (P) hat man dann 
a. Ea g: r: S 


n n 


die rationale Funktion (a — f) zu bilden, so wird nach § 3 und $5: 


= b, Cn (a,„— b,) 
4-02) reias (SE) 


n Can (a, bii b,) 
1 c 
eca. " (a, — b, 
PA a ae ) 
a; 1 ? ò = ar x 2 
d 1 (a, >: b,) l 


also 


C 
Ta =; s (a,— b,) , 1 = 


by) 


Die für die zusammengehörigen Definitionsfolgen in F(a, ĝ, y, ..., 2) 
verwendeten Zahlen r, und r, sind stets in gleicher Weise aus rationalen 
Zahlen gebildet wie F (æ, ß, y, ..., A) aus den irrationalen Zahlen «, ĝ, y, ...,. 4. 
Für das Ergebnis der einzelnen Fundamentaloperation ist dies nach der Definition 
in § 3 und $5 unmittelbar ersichtlich, und F (æ, ĝ, y, ---, 4) wird ja nur durch 
wiederholte Anwendung von Fundamentaloperationen erhalten. 

Aus der obigen Bemerkung folgt: Versehwindet eine rationale 
Funktion g (ti, %, tay.. s 2%) von den Größen t 24, Mi p-m %, für 
alle rationalen Werte von £i, Ta, Zs; -- +, Za BO verschwindet sie 
auch für jedes System «, f, y, ..., Airrationaler Zahlen. 

Angenommen, es gebe irgend ein System reeller Zahlen æ, ĝ, y, ..., A, 
so daß p(«, f, y, ...,))#0 würde. Es sei z. B. ọ (æ, ß,y,..., 4) = t, wobei 
t eine positive Zahl bedeutet.” Alsdann kann man, wie oben gezeigt, Zahlen r, 
und r, (n = 1, 2, . . .) finden, die ebenso aus rationalen Zahlen wie p (a, ĝ, y, ...,A) 
aus irrationalen Zahlen gebildet sind, und es ist 


Sole, P, Y, e YST. 
1 In diesem Beispiel haben wir œ, ĝ, y, Ô und « — ĝ positiv und durch 


Definitionsfolgen mit ausnahmslos positiven Elementen gegeben vorausgesetzt. All- 
gemein ist nach Seite 84 bei Verwendung des absoluten Betrages 


l ukat dA akori L TS u ir I a A 
5 =t+ 15] + iy gleich “ oder gleic a i 
i Ir -|æ — Pl 
wobei r, und r,’ aus den Zahlen der Definitionsfolgen von FJ zu be- 
i 


stimmen sind. 


2 Der Fall, daß r negativ ist, erledigt sich durch Betrachtung von 
— p (æ, f, Y, --., À) =— r in der nämlichen Weise. 
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Da o(a, b, yy- .-, à) =t, so wird r=sr,'. Nun ist nach der oben ge- 
machten Bemerkung r, von der Form @(c, , Co, C3, +- -, Cq), wobei Ci, Co, Chy +... C 
gewisse rationale Zahlen bedeuten. Die Beziehung t SỌ (c1, Co, C3, = .., C4) 
ist aber nach Voraussetzung unmöglich, da p (£4; Lə, Lg, -.:, %,) für alle 
rationalen Zahlen verschwinden soll. Mithin muß r = 0 sein. 


Drittes Kapitel. 
Abstrakte Theorie der reellen Zahlen.! 


1. 


Die iterierten Gruppenelemente. Die Wurzelgruppe und einige 
für sie gültige Sätze. 


Die folgenden Betrachtungen, die uns auch noch später für die Einführung 
der Potenz nützlich sein werden, knüpfen an den $ 6 des ersten Kapitels an. 
© sei irgend eine Gruppe, d. h. ein System von Elementen, die in gleiche und 
ungleiche zerfallen und durch eine Verknüpfungsregel o miteinander kom- 
poniert werden. Von den Elementen und den Zeichen = und 0, die als Grund- 
begriffe gelten und nicht definiert werden, sei nichts weiter bekannt, als daß 
sie den fünf Gleichheitspostulaten G,) bis G,) und den vier Gruppenpostulaten 
Gr,) bis Gr,) auf Seite 25 genügen. Alsdann können wir aus jedem Element A 
von ®© weitere der Gruppe © angehörige Elemente ableiten, die wir als durch 
Iteration aus A hervorgegangen bezeichnen. Diese Elemente defi- 
nieren wir auf folgende Weise: Aus A bilden wir das Element A0 A, das 


wir mit A? bezeichnen; auf gleiche Weise, wie A® aus A gewonnen wurde, 
leiten wir aus A? das Element APoA= (Ao4A)oA ab, das wir mit Aa» 
bezeichnen; ferner bilden wir das Element APo A = (A04)0A)oA, das wir 
mit A? bezeichnen, usw. 

Das Element A selbst soll auch mit A" bezeichnet werden. 

Alle aus dem Gruppenelement A derart abgeleiteten Elemente 4°, A®, 
Am... gehören auf Grund des Gruppenpostulats Gr,) der Gruppe © an und nach 
Satz VIII auf Seite 31 können auch in den oben für AP, a9, A®, ... auf- 


gestellten Ausdrücken AoA, A0oAoA, AoA0oAoA, ... die Klammern 
fortbleiben. 


1 Als Literatur für die in diesem Kapitel behandelten Fragen seien noch außer 
den ‚schon Seite 33 genannten Arbeiten hervorgehoben: O. HöLDER, Berichte über 
die Verhandlungen der königl. sächsischen Gesellschaft der Wiss. 53, 1 (1901), 
D. HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. Leipzig 1909, E. V. HUNTINGTON 
in Monographs on topics of modern mathematics relevant to the elementary field by 
J. W. A. Young, New York 1911, the fundamental propositions of algebra (erst 
während der Drucklegung erschienen), vgl. auch E. STEINITZ, Journ. f. d, r. u. ang. 
Math. 137, 167 (1910). 
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© enthält als Gruppe (vgl. S.29 und 30) neben jedem Gruppenelement A 
auch ein inverses Gruppenelement; dieses sei mit 41" bezeichnet. Demnach 
definieren wir: Unter A" soll ein zudem Gruppenelement A inverses 
Gruppenelement verstanden werden, also AVoA= A0 AU? =E, 
wobei E ein neutrales Element der Gruppe ist. 

Wie wir aus A die Elemente am, Fe. EN bildeten, so leiten wir 
aus 4" die Elemente BR AT? ATË, ... ab, indem wir definieren: 


47-2 ar2Do AN a3 4-20 ud, ATS = A-o ALDP usw. 


Alle diese Elemente gehören auf Grund des Postulates Gr,) der Gruppe © an. 
Wir definieren schließlich noch: Unter A® soll stets ein dem neu- 
tralen Element E der Gruppe © gleiches Element verstanden 
werden. 
Auf diese Weise erhalten wir die Folge 


Br. A 2y i= Ay A 1 am, A® x am, AB k 


von Elementen, die sämtlich © angehören. 

Die Erzeugung dieser Folge % läßt sich einfach folgendermaßen be- 
schreiben: Aus jedem Element von % geht durch Komposition mit A 
das ihm unmittelbar folgende Element hervor. In der Tat sind die 
Elemente 

4P = AVoA, AM=MoA, AP = A®oA usw. 


oben so definiert worden. Desgleichen folgt auf Grund der Definitionen 
AV EoA=4M04, A= EA do. 

Weiter war nach Definition 

Aboi Dm Aaa AS AAO Da 48 N. 


Komponiert man jede der zuletzt hingeschriebenen Relationen mit A und be- 


achtet dabei, daß A? o A = F ist, so erhält man tatsächlich, wie es unser 
Satz behauptet: 


ATD AoA, AT? ACoA, ATIS ATPoA um. 


Die Folge % kann auch untereinander gleiche Elemente enthalten, wie 
das folgende Beispiel zeigt: Wir betrachten die s ersten ganzen positiven 
Zahlen 1, 2, ..., s. Als Komposition zweier Zahlen werde die gewöhnliche 
Addition erklärt, wobei aber, wenn die Summe > s ausfällt, der sich bei der 
Division der Summe durch s ergebende Rest genommen werden soll. Auf 
diese Weise entsteht eine kommutative endliche Gruppe mit dem neutralen 
Element s. Wählt man für das Element A die Zahl 1, so wird die Folge % von 


der Form: 
Ba ERDE a EB a a Be DE, 


Dies ist ein System vom Typus N,’ auf Seite 7. 
Fordern wir außer den vier Gruppenpostulaten noch weiter, daß die 
Folge % niemals zwei übereinstimmende Elemente enthalten soll, so erfüllt 5 
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alle Postulate, die wir demjenigen System W auf Seite 6 auferlegten, das uns 
auf die vollständige Zahlenreihe führte: 

1. 5% enthält wenigstens ein Element, nämlich das Ausgangselement 
aA. 

2. Jedes der Folge % angehörige Element bestimmt in eindeutiger Weise 
ein weiteres, ebenfalls ‘5 angehöriges Element; man erhält das neue Element, 
indem man das alte mit A komponiert. 

3. Jedes der Folge % angehörige Element geht aus einem und nur einem 
Element von % durch Komposition mit A hervor. 

4. Ist X ein beliebiges Element aus %, so stimmt X mit keinem Element 
überein, das aus ihm durch Komposition mit A sukzessiv gewonnen wird. 

5. Die Folge % enthält nur die durch die Bedingungen 1—3 geforderten 
Elemente und sonst keine weiteren. 

Da % die für das System N in Frage kommenden fünf Postulate erfüllt, 
haben wir die Bezeichnung der Elemente von % an diejenige der vollständigen 
Zahlenreihe angelehnt. Wir könnten die Eigenschaften der vollständigen 
Zahlenreihe aus dem Studium der Folge % gewinnen, indem wir A mit 1 be- 
zeichnen und die unbestimmte Operation 0 als die gewöhnliche Addition der 
Zahlen interpretieren. Da wir mit den Eigenschaften der ganzen Zahlen bereits 
vertraut sind, wollen wir nicht so verfahren, sondern diese und das Rechnen 
mit ihnen als bekannt voraussetzen. Für die Folge % nehmen wir nur die 
Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,) als gültig an, lassen also fürs erste auch noch 
zu, daß die Folge % gleiche Elemente hat. 

Setzt man die ganzen Zahlen und das Rechnen mit ihnen als bekannt 
voraus, so läßt sich die Beziehung zwischen den in % enthaltenen Elementen 
der Gruppe durch die zwei Gleichungen: 


(1) AD = A, 
(2) art) AoA 


beschreiben, wenn man » alle ganzen positiven und negativen Zahlen ein- 
schließlich 0 durchlaufen läßt. 


Wir beweisen nunmehr: 


Satz I. Sind q und q, beliebige ganze Zahlen und ist Airgend 
ein Element der Gruppe ©, so ist stets: 


(3) AD o ala) = alt), 


Da A = E, so gilt die Gleichung (3) offenbar für beliebige ganzzahlige q, 
falls q, = 0 ist. Die Relation (3) möge ferner nach Annahme für irgend eine 
ganze Zahl q, = k richtig sein; es sei also: 


Hieraus folgt 


oder unter Beachtung des Gruppenpostulates Gr) und der Gleichung (2): 
AD o AFtD glark+l), 
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ee 


' Gilt also die Gleichung (3) für irgend eine Zahl q, = k, so trifft sie auch noch 
für q =k + 1 zu. 
Nach Gleichung (2) ist A® = a®-DoA und A“tP = A+tE-DO A. 
Mithin folgt aus (3’), daß 


AD o AED o A = at Do A 
ist, und nach Satz V auf Seite 30 ergibt sich hieraus, daß 
AD o AŽ- = aletk-l 


ist. Die letzte Relation besagt, daß, wenn die Gleichung (3) für irgend eine 
ganze Zahl q, =k gilt, sie auch stets für q, = k — 1 zutrifft. Mithin ist die 
Gleichung (3) auf Grund des Satzes der erweiterten vollständigen Induktion 
für beliebige ganze Zahlen q und q, als gültig erwiesen. 
Satz II. Sind q und q, beliebige ganze Zahlen und ist A 
irgend ein Element der Gruppe ®, so ist stets: 


| 


(4) (ADK _ AID, 


Die Gleichung (4) ist offenbar für beliebige ganzzahlige q richtig, falls 


qı = 0 ist: denn sowohl (APP als auch A® sind gleich E. Wir nehmen 
an, daß die Gleichung (4) für beliebige q und für q, = k zutreffe, daß man 


also die Relation (A{P)® = 4@® habe. Hieraus folgt 
| (4D) 0 AD = AUH o A0 


oder, wenn man links die Gleichung (2) und rechts die Gleichung (3) anwendet, 


(42) +D zarte, 
Da qk +q = q(k + 1) ist, so ergibt sich: 
(AED Akt, 


Trifft also die Gleichung (4) für irgend eine Zahl q, = k zu, so gilt sie auch 
immer noch für q, = k +1. Da die Gleichung (4) für q, = 0 zutrifft, so gilt 
sie nach dem Satz der vollständigen Induktion für jede ganze positive Zahl q,. 

Um die Gültigkeit der Gleichung (4) für negative ganzzahlige q, zu zeigen, 
beachte man, daß nach (8) für jedes ganzzahlige n: 


am o am „rt. U-E 

ist. A® und A” sind also inverse Gruppenelemente. Sei nun 
4 =— q’, wobei q,’ eine ganze positive Zahl bedeute. Für positive q,” ist 
schon gezeigt, daß (aaa? = aaa) ist. Nun sind (a@-4 und ATIN? 
inverse Gruppenelemente von (AP)? und 49”; hieraus folgt nach Satz III, 
auf Seite 30, daß (AP a= Atan’ ist. Mithin ist die Gleichung (4) auch 
für alle negativen ganzzahligen q, richtig, und Satz II ist allgemein bewiesen. 

Bei den Beweisen der Sätze I und II wurde nur die Gültigkeit der vier 


Gruppenpostulate Gr,) bis Gr,) vorausgesetzt. Wir verlangen nunmehr noch 
weiter, daß & eine kommutative Gruppe sei, d. h. daß für © das Postulat gelte: 


C) Sind Aund B irgend zwei Elemente der Gruppe ®, so soll 
stets Ao B = Bo 4 sein. 
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Unter den kommutativen Gruppen betrachten wir nur diejenigen, die 
auch noch den zwei weiteren Postulaten genügen: 

Gr,). Ist © eine kömmutative Gruppe und m eine beliebige 
ganze positive Zahl, so soll die Gleichung X®™® = E, wobei E das 
neutrale Element der Gruppe bedeutet, stets nur durch X = E und 
kein zu E ungleiches Element aus & befriedigt werden. 

Gr,). Ist m eine beliebige ganze positive Zahl und A ein be- 
liebiges Element der kommutativen Gruppe ®, so soll für jedes 
Element A aus ® die Gleichung X" = A mindestens durch ein Ele- 
ment X aus ® befriedigt werden. 

Daß es kommutative Gruppen gibt, die dem Postulat Gr,), aber nicht Gr,) 
genügen, lehrt die Gesamtheit der ganzen positiven und negativen Zahlen ein- 
schließlich 0, wenn ihre gewöhnliche Addition als Komposition erklärt wird. 

Die Existenz kommutativer Gruppen, die dem Postulat Gr,), aber nicht 
Gr,) genügen, zeigt die Gesamtheit aller reellen positiven Zahlen, die gleich 
oder kleiner als eine vorgegebene positive Zahl s sind. Als Komposition 
zweier beliebiger reeller Zahlen werde ihre gewöhnliche Addition erklärt, 
wobei aber, wenn die Summe > s ausfällt, der bei der Division durch s sich 
ergebende Rest zu nehmen ist. Neutrales Element der Gruppe ist die Zahl s. 
Die Relation X” = s wird durch die ungleichen Elemente 


S 2s (m — 1)s 


? ’ a 
m m m 3 į 


befriedigt. Zu einer Gruppe mit den hier geschilderten Eigenschaften gelangt 
man z. B., wenn man die Winkel addiert und sich auf positive Winkel, die nicht 
größer als 360° sind, beschränkt. 

Eine Gruppe ®, die außer den vier Postulaten Gr,) bis Gr,) auch noch 
das kommutative Postulat C) und die zwei Gruppenpostulate Gr,) und Gr,) 
befriedigt, soll eine kommutative Wurzelgruppe heißen, oder kürzer, da 
im folgenden nur solche auftreten, eine Wurzelgruppe. Für diese beweisen 
wir folgende Sätze, von denen Satz III außer den Gruppenpostulaten Gr,) bis 
Gr,) bloß das Postulat C) erfordert, die Sätze IV und V außerdem nur noch 
das Postulat Gr,) voraussetzen, so daß das Postulat Gr,) erst zur Herleitung 
des Satzes VI nötig ist. 

Satz III. Sind A und B irgend zwei Elemente einer kommu- 
tativen Gruppe © und ist q irgend eine ganze Zahl, so besteht die 
Gleichung: 

(5) AÈ o B? = (40 BÈ. 

Für q =0 ist die Gleichung (5) richtig, wie aus A® = E, B® = F, 
(40 B® = E hervorgeht. Für eine ganze positive Zahl q ergibt sich die 
Gleichung (5) aus den Relationen: AP = 40 419.:..04, B? = BoBo...o B, 
(40 BÝ? = (A0 B)o(4o0 B)o...o(40 B) (q-malige Komposition) nach dem 
Satz VIII’ auf Seite 32. Für eine ganze negative Zahl q =— q’ erhält man 
aus der Relation A%’o 32? = (A o B)?’ durch Übergang zu den inversen Ele- 
menten nach den Sätzen III, und IV auf Seite 30: 

BIN a= (40 BK- N}; 


hieraus folgt die gewünschte Gleichung (5) auf Grund des kommutativen 
Postulats C). 
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Aus dem Postulat Gr,) schließen wir, daß die Gleichung X = E auch 
für negatives ganzzahliges m keine zu X = E ungleiche Lösung besitzen kann; 
denn sonst würde, wie sich durch Übergang zu den inversen Elementen ergibt, 
das Postulat Gr,) verletzt sein. Wir beweisen nunmehr: i 

Satz IV. Sind A und B irgend zwei Elemente einer Wurzel- 
gruppe und besteht für irgend eine ganze zu Null ungleiche 
Zahl q die Gleichung AD = B®, so muß A= B sein. 

Aus A® = 5% folgt nämlich nach Satz II durch Komposition mit 
BD, daß APo (BYD = E. Hieraus ergibt sich nach Satz IH die Gleichung 
(4 o B- DKD = E oder auf Grund von Postulat Gr,) Ao B ?= E, d.h. A = B. 

Satz V. Ist A irgend ein Element einer Wurzelgruppe ®, das 
ungleich dem neutralen Element E ist, und bedeuten q und q 
ganze Zahlen, so folgt aus A? = 1, daß q = q ist. 

Komponiert man AP = 4% mit ATW, so erhält man A4 T®= E. Da 
A nach Voraussetzung # E ist, so kann auf Grund des Postulats Gr,) und 
der aus ihm gezogenen Folgerung nur q — q, = 0 sein, d. h., wie bewiesen 
werden sollte, q = q.. 

Gilt also für eine Gruppe © der Satz V, so enthält, wenn A ungleich Æ 
gewählt ist, die Folge 
(8) RER ara ASI: A B am, am, am, am, 


keine gleichen Elemente. 

Wir verwenden nunmehr auch noch das Postulat Gr,). Zunächst schließen 
wir, daß die Gleichung X” = A für jedes ganzzahlige positive m durch ein 
Gruppenelement X aus © befriedigt werden muß. Da nämlich m eine ganze 
positive Zahl und A\D ein Element aus ® ist, so gibt es nach dem Postulat Gr,) 
in © ein Element X, so daß X "= AÌ ist. Aus der letzten Gleichung er- 
gibt sich aber durch Übergang zu den inversen Elementen X{""= A. Wir 
wollen noch zeigen, daß, wenn A ein beliebiges Element aus ® und p eine 
beliebige ganze, zu 0 ungleiche Zahl ist, in © keine zwei zueinander ungleichen 
Elemente X und Y existieren können, so daB XP= A und YP =A ist. 
Hieraus würde nämlich X= YP und nach Satz IV X = Y folgen. Fassen 
wir dies zusammen, so haben wir 

Satz VI. Ist A irgend ein Element aus einer Wurzelgruppe & 
und p irgend eine von Null verschiedene ganze Zahl, so wird die 
Gleichung X'P= A stets durch ein Element aus ® und kein ihm 
ungleiches befriedigt. 

Auf Grund des letzten Satzes definieren wir: Ist Airgend ein Ele- 
ment einer Wurzelgruppe © und p irgend eine von 0 verschiedene 


ganze Zahl, so soll ein in Œ enthaltenes Element, das der Glei- 
1 


chung X®= A genügt, mit Nr bezeichnet werden. Nach Satz VI 


1 
existiert für die Gleichung X'P= A tatsächlich ein Element ir 


als Lösung und ferner wird diese Gleichung auch nur durch zu 
1 N 


A z) gleiche Elemente aus © befriedigt. 
Loewy, Algebra. 11 
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Nach Definition ist 
l AR | (p) 
(6) Ate = Á 


Wir beweisen nunmehr 


Satz VII. Sind p, q, pı und q, beliebige ganze Zahlen, von 
denen p und p, ungleich 0 sind, und ist qp, = pq, so ist 


o N. 


Nach (6) ist 
o E 


Hieraus folgt, da q p, = p q ist, daß 


panee (a 


Wendet man links und rechts den Satz II an, so erhält man: 


Frios Eoi 


und bei nochmaliger Anwendung: 


URT uE. 


Aus dieser Gleichung folgt nach Satz IV die zu beweisende Relation (7). 
Auf Grund von Satz VII kommen wir dazu, an die Bezeichnung der 
AA . 
Brüche anknüpfend, Aii einzuführen. Sind p und q beliebige ganze 
q 


Zahlen, von denen p#0 ist, so soll unter ae das Element 


TERETI GO l 
Ad) verstanden werden. Um nicht gegen die Gleichheitsdefinition 
q 


bei Brüchen zu verstoßen, dürfen wir J e j nur derart definieren, daß, wenn 
q qı 


die Brüche 3 und = gleich sind, auch P und Ar; gleich werden, 
1 


IAE ESN 

z. B. dürfen A T und Al!) nichts Ungleiches bedeuten. Die 
a 

von uns für fi) 4) gegebene Definition ist infolge der Gültigkeit von Satz VII 

tatsächlich mit der für Brüche früher gegebenen Gleichheitsdefinition auf 

Seite 46 in Einklang. 


Aus der Definitionsgleichung 


s ne NAE 
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Rp uhr, 


bei zweimaliger Anwendung des Satzes II geht die rechte Seite über in 


Mi 


Auf Grund der Relation (6) erhält man schließlich die wichtige Gleichung: 


(9) | Pe AÈ, 


ES 


Setzt man Z = a ai , so ist nach Gleichung (9) Z= 4®. Hieraus folgt 
nach Satz VI und der sich anschließenden Definition, daß Z gleich 


ee 


A, 
ist. Das Element i >l wird also auch durch die Gleichung 


q 1 

(9) Rea n ( aotr] 
bestimmt. 

Wir haben hier an die uns schon bekannte Theorie der Brüche an- 

q 
knüpfend die Bezeichnung A'?’ eingeführt. Wir könnten aber auch aus dem 
Studium der Wurzelgruppe selbst zu den Brüchen gelangen. Man hätte ein 
Element A mit 1 zu bezeichnen und die unbestimmte Operation o als Addition 
q 

zu erklären. A 4 wäre alsdann bei positivem p die Zahl, die p mal zu 
sich addiert, die Zahl q ergibt [vgl. Gleichung (9). Da wir uns mit den Brüchen 
bereits früher bekannt gemacht haben, führen wir sie nieht von neuem durch 
die Wurzelgruppen ein, sondern sehen sie und das Rechnen mit ihnen als 
bekannt an. 

Wir erweitern nunmehr die Sätze I bis V, die wir für ganze Zahlen ab- 
geleitet haben, so daß sie auch für Brüche gelten. 

Satz I. Sind p, q, p und q, beliebige ganze Zahlen, p und p, 
ungleich Null, und ist A ein Element einer Wurzelgruppe ®, 


so ist ; ; E 
NER ten 
Nach Satz III ist 
Mena De, Fig 
| l a ) tp) (m) l h | {pı)\ (P) 
(4 A ) ai si ) ) nach Satz II, 


ergibt sich 


= (AID P20 (dp nach Gleichung (9), 
= AI Pit PA nach Satz II und I, 
( [ar PA I 
= \A FR, nach Gleichung (9). 
11* 
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Aus der Gleichung: 


ee L Por wur 


folgt die zu beweisende Relation 


w A FE ai 
Han ya u p k) nach Satz IV. 
Wir beweisen : ; 
Satz II. Sind p, q, pı und q, beliebige ganze Zahlen, p und Pi 
ungleich 0, und ist A ein Element einer Wurzelgrupppe ©, so ist 


Kay... 


Es ist 
al\fal\\tr2) a \\ Sa) |2 p) 
ne AE a m 
( Eg {p} 
EVET E (Gleichung (9)), 
_ı\\{qı P) 
(te) iik 
| are (a) 
PE (Satz IT), 
= (AD Ya) (Gleichung (9)), 
= 4172) (Satz II). 
Aus 


MENE” um 


folgt das gewünschte Resultat auf Grund von Satz VI und der sich ihm an- 
schließenden Definition sowie der Gleichung (9). 


Satz II. Sind A und B irgend zwei Elemente einer Wurzel- 


gruppe © und sind p und g zwei beliebige ganze Zahlen, von denen 
p ungleich 0 ist, so ist 


Ri peN i 
E e 
Durch wiederholte Anwendung von Satz III und Gleichung (9) erhält man: 


LE use 


Aus der Gleichung 
Ki _ı\\tp) 
ie) à a (A o0 B)® 


folgt das gewünschte Resultat nach Satz VI und Gleichung (9°). 
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Satz IV’. Sind A und B irgend zwei Elemente einer Wurzel- 
sL Ea 
gruppe © und besteht die Gleichung A a 3, wobei p und q 
irgendwelche zu 0 ungleiche ganze Zahlen bedeuten, so ist A=B. 
q 


Aus Rii = A 3 folgt 


_ı\\{»} _aı\\t2) 
ar (ed) 
d. h. A® = B, Hieraus ergibt sich nach Satz IV: A = B. 
Satz V’. Ist A irgend ein zum neutralen Element E un- 
gleiches Element einer Wurzelgruppe ®© und sind p,q, pı, q, irgend- 
AA I 
welche ganze Zahlen (p #0, p, #0), so folgt aus = -A A Er daß 


= = — ist. 


Aus A ar, Br. ergibt sich 
Fr Fir ni 


und hieraus nach Satz II’ AP? AP ®), Auf Grund des Satzes V folgt aus 


der letzten Relation qp, =pq, d.h. s = = 
1 


$2. 


Isomorphismus zweier Gruppen. 


Von irgend zwei Systemen P und P sagt man, daß ihre Elemente zu- 
einander eindeutig umkehrbar zugeordnet sind, wenn jedem Element des 
Systems P stets ein und auch nur ein Element aus P entspricht und infolge 
dieser Zuordnung auch umgekehrt zu jedem Element aus P ein einziges Element 
aus P gehört, wobei zueinander gleiche Elemente aus P bzw. aus P als nicht 
verschieden gelten. 

Der Isomorphismus zweier Gruppen, den wir nunmehr studieren wollen, 
stellt eine eindeutig umkehrbare Beziehung der Gruppenelemente von be- 
sonderer Art dar. Zwei Gruppen © und © heißen einander in bezug 
auf die Operation 0 isomorph zugeordnet, wenn sich ihre Ele- 
mente erstens eindeutig umkehrbar entsprechen und zweitens die 
Zuordnung noch die folgende weitere Eigenschaft hat: Ent- 
sprechen zwei Elemente Ä und B aus ®© den Elementen A und B 
aus Ö, so entspricht auch stets das Element Ọ = ão B aus © dem 
Element C = 40B aus ©. 

Für eine isomorphe Beziehung zweier Gruppen gilt 

Satz I. Sind © und ® irgend zwei isomorphe Gruppen, so 
entspricht dem neutralen Element der einen Gruppe das neutrale 
Element der anderen Gruppe. 
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Entspricht nämlich dem Element A aus © das Element A aus ©, ferner 
dem neutralen Element E aus ® das zunächst unbekannte Element X aus ®, 
so muß, damit Isomorphismus zwischen © und ® herrscht, dem Element 
AoE=A das Element ão X = Ä entsprechen. Die letzte Gleichung besagt 
(Satz VII auf Seite 30), daß X gleich dem neutralen Element aus © ist. 


Satz I. Sind © und ® irgend zwei isomorphe Gruppen und 
entspricht einem Element A aus ®© ein Element A aus ®, so ent- 
spricht, wenn çq irgend eine beliebige ganze Zahl bedeutet, jedem 


Element A aus © stets das Element A® aus ©. 

Entsprechen sich die Elemente A und A aus © und ®, so müssen sich 
wegen des Isomorphismus von ®© und ® auch die Elemente A0 A und AoÄ 
entsprechen, die wir mit A” und A? bezeichneten. Infolge des Isomorphis- 
mus müssen sich dann weiter die Elemente A”°o A und A®?o0 A entsprechen; 
diese Elemente bezeichneten wir mit A® und A. Auf diese Weise fort- 


fahrend, sieht man, daß sich A'® und A® für jedes ganzzahlige positive q 
entsprechen. 


Entspricht dem Element AP aus © in der zu O isomorphen Gruppe © 
das zunächst unbekannte Element Z, so entspricht nach Satz I dem neutralen 
Element E = A0 AÍ? aus & in & das Element Ẹ = o Z, wobei Ē das 
neutrale Element von & bedeutet. Aus der Gleichung Ë = 10Z folgt, daß Z 
gleich dem inversen Element A" von A ist. Da sich demnach AT? und 
AD entsprechen, so entsprechen sich nach dem bereits bewiesenen Resultat 
auch (AP? und (ABX, wenn q irgend eine ganze positive Zahl ist, 
d.h. A und A® sind auch für alle negativen ganzzahligen q einander zu- 


geordnet. Daß sich A” und A” entsprechen, ist der Inhalt von Satz I. 
Mithin ist Satz II völlig bewiesen. 


Satz III. Sind © und ®© zwei isomorphe Wurzelgruppen, und 
entsprechen die Elemente A und A einander, so entsprechen auch 
q 


KA 
die Elemente Hi und all einander, wenn p und g beliebige 


ganze Zahlen (p # 0) bedeuten. 
1 


Ist & eine Wurzelgruppe, so bestimmt sich ee! als Lösung der Glei- 


1 
chung X= A. Es sei X ein Element aus ®, das dem Element X = al ? j 
infolge des Isomorphismus entspricht. Nach Satz II geht die Gleichung X® = A 


in X{?}_ A über. Da ® eine Wurzelgruppe ist, so ist die Lösung X der 
1 


1 
Gleichung XP = A mit X = A ? j zu bezeichnen. Mithin entsprechen a P j 
1 


und 15i einander und daher nach Satz II auch 


ee ae ale. 
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8 3. 
Einige Sätze für die Elemente eines Körpers, die in bezug auf die 
Addition eine Wurzelgruppe bilden. 


Die folgenden Betrachtungen knüpfen an die des $7 im ersten Kapitel 
an. & sei irgend ein Körper, d. h. ein System von Elementen, die durch zwei 
Operationen + und - verknüpfbar sind; die Operationen + und + lassen 
wir wie im genannten Paragraphen ganz unbestimmt; den im folgenden ver- 
wendeten, nicht weiter definierten Grundbegriffen „System von Elementen“, 
und den Zeichen =, + und » legen wir nur die Bedingung auf, die Gleichheits- 
postulate sowie die 10 Körperpostulate A,) bis A,), M,) bis M,), ©) und D) auf 
Seite 33 bis 36 zu erfüllen. Diesen Postulaten fügen wir noch das folgende 
Postulat A,) bei: 


A,). Ist N das in einem Körper & auf Grund des Postulats A,) 
und E das in auf Grund des Postulats M,) geforderte Element, 
so soll niemals E+E+...+ E gleich N sein. 

Um Verwechslungen mit den gewöhnlichen Zahlen 0 und 1 auszuschließen, 
soll in diesem Paragraphen, anders als im Kapitel I, § 7, das für die Ad- 
dition neutrale Element mit N, das für die Multiplikation neu- 
trale Element mit E bezeichnet werden. 

Daß es auch Körper gibt, die das Postulat A,) nicht befriedigen, lehrt 
das folgende Beispiel: P sei eine Primzahl. Wir betrachten die ganzen 
Zahlen 0, 1, 2, ...., P— 1, die als ungleich gelten. Addition und Multi- 
plikation seien als Bestimmung des Restes der Division durch P bei der 
Bildung der gewöhnlichen Summe bzw. des gewöhnlichen Produktes dieser 
Zahlen erklärt. Hier ist 1 +1 + 1 +... +1 (P Summanden) = 0. Das kon- 
struierte System bezeichnet man, da es nur eine endliche Anzahl zueinander 
ungleicher Elemente enthält, als einen endlichen Körper.! 

Für jeden Körper È kann man die ganzen Vielfachen eines be- 
liebigen Körperelements A einführen. Nach dem Postulat A,) enthält 
jeder Körper & neben jedem Element A auch noch A + A, (A + A) + A usw. 


1 Für die Theorie der endlichen Körper vgl. das Buch von L. E. DICKSON, 
Linear groups with an exposition of the Galois field theory, TEUBNERs Sammlung 


math. Lehrbücher, Leipzig 1901. Ein endlicher Körper enthält stets pF ungleiche 
Elemente, wobei P eine Primzahl ist. Es gibt übrigens auch unendliche Körper, die 
das Postulat A,) nicht befriedigen. Sei sr die LupoLpHsche Zahl oder irgend eine 
andere transzendente Zahl, d. h. eine solche, die keiner algebraischen Gleichung 
Co + Ri... + en = 0 mit ganzzahligen Koeffizienten c), €, ..., Cn genügt, 
oder auch, was für das folgende auf das Gleiche hinauskommt, eine Variable; be- 
deuten au, Gis ap @ und du, bi; -ry d_ Zahlen der Reihe 0; 1, 2,..., P-1 
(P Primzahl), so bildet das System aller Größen 


„tan tan}... E 


b +rbntbn?t... +bun” 
einen Körper, wenn man diese Größen in gewöhnlicher Weise addiert und multipliziert 
und für die sich ergebenden ganzzahligen Koeffizienten von z und seinen Potenzen 


stets die bei der Division durch P verbleibenden Reste wählt. Der konstruierte 
Körper erfüllt nicht das Postulat A,). 
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Diese Elemente heißen die positiven Vielfachen von A und sollen mit 
1A, 2A, 3A usw. bezeichnet werden. 

Ferner enthält jeder Körper X neben jedem Element A nach dem Postulat A,) 
auch ein zu A entgegengesetztes Element — A (vgl. Satz II auf Seite 34), so 
daB — A+ A= Nist. Aus dem Körperelement — A kann man die weiteren 
dem Körper 8 angehörigen Elemente — A + (— A), (- A+(- 4)) +(- 4) usw. 
bilden. Sie heißen die negativen Vielfachen von A. Unter 0A soll ein zu 
dem für die Addition neutralen Element N des Körpers Q gleiches Element 
verstanden werden. 

Die Elemente eines Körpers & bilden in bezug auf die Addition eine 
kommutative Gruppe (vgl. Seite 41), Ersetzt man in $1 dieses Kapitels 
die Operation 0 durch +, so treten an die Stelle von A”, wobei n eine be- 
liebige ganze Zahl bedeutet, jetzt die Vielfachen n A, die ebenfalls für alle 
ganzzahligen v erklärt sind, An Stelle der Folge % auf Seite 157 hat man 
die Folge: 

FRA, iR. N, A, 22. 84, 


Man beherrscht diese Folge vermöge der zwei Gleichungen: 
(1) 14=A4, 
(2) n+1)A=nA+A, 


in die sich die Gleichungen (1) und (2) auf Seite 158 übertragen, wenn man 
A® durch nA und das Operationszeichen 0 durch + ersetzt. 

Wir beweisen nunmehr: 

Satz I. Genügen die Elemente eines Körpers È auch noch 
dem Postulat A,), so bilden sie in bezug auf die Addition eine 
Wurzelgruppe. 

Zum Beweise des Satzes I ist zunächst zu zeigen, daß die Körper- 
elemente aus & bei ihrer Addition das Postulat Gr,) auf Seite 160 befriedigen. 
X sei ein beliebiges Element aus $, aus dem wir uns X+X+...+X 
(m-malige Addition) bilden. Angenommen, dieses Element aus $ sei gleich 
dem in bezug auf die Addition neutralen Element N aus $; alsdann folgt aus 
X+X+..+X=N,daßB X(E+E+...+E)=Nist. Nach Postulat 4,) 
isst EXE+...+EZN, mithin hat man auf Grund von Satz VIII auf 
Seite 3° X = N, d.h. das Postulat Gr,) ist für die Addition erfüllt; denn N 
ist das für die Addition neutrale Element. 

Um nachzuweisen, daß die Elemente unseres Körpers bei ihrer Addition 
auch ferner das Postulat Gr,) befriedigen, ist zu zeigen, daß sich die Gleichung 
m X = A für jedes ganzzahlige positive m durch ein Element unseres Körpers 
erfüllen läßt. Die Existenz eines solehen Elements ergibt sich folgender- 
maßen: Der Körper enthält das m-fache des Einheitselements E, also m E. 
Dieses Element ist nach Postulat A,) niemals gleich dem für die Addition 
neutralen Element N. Nach Satz XI auf Seite 38 muß der Körper $ daher 
auch das in Beziehung auf die Multiplikation zu m E reziproke Element ent- 


halten, das wir mit m E bezeichnen wollen und das mit m E in der Be- 
ziehung m E. m E= E steht. Da A und m E Elemente aus & sind, so gehört 


auch das Element 4-m E dem Körper an. Wir betrachten nunmehr das 
Vielfache 
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š m(4.mE) = A: mb} KmB+ N: CAm E (m Summanden), 
= A: mB-E+4A-mB-E+...+A-mE-E 


=A. m E(E +E+...+ E) nach dem distributiven 
Postulat D), 


ee Er A 


Das Element A-mE aus Ñ genügt also der Gleichung m X = A. Hiermit ist 
gezeigt, daß die Elemente unseres Körpers auch dem Postulat Gr,) genügen, 
und es ist der Nachweis für die Richtigkeit des Satzes I erbracht. 

Wir können auf Grund des Satzes I alle im $ 1 für Wurzelgruppen ab- 
geleiteten Sätze auf jeden Körper übertragen, dessen Elemente dem Postulat A,) 
genügen; bei dieser Übertragung hat für die Operation 0 das Zeichen + und 
für A® stets nA zu treten. Alsdann erhalten wir aus dem Satz VI auf 
Seite 161 den 

Satz II. Genügen die Elemente eines Körpers È auch noch 
dem Postulat A,), ist A ein beliebiges Element aus $ und be- 
deutet p irgend eine zu Null ungleiche ganze Zahl, so wird die 
Gleichung pX =A stets durch ein Element aus & und kein ihm 


ungleiches befriedigt. Ein solches Element soll mit pi be- 


zeichnet werden. Es ist also 
(3) »(> a) =Á. 


Sind p und gq irgend welche ganze Zahlen, von denen p #0 ist, so soll 


unter = A stets q > 4) verstanden werden. Nach dem Satz VII auf Seite 162 


ist, wenn die Brüche = und A gleich sind, auch 


en Du 


(4) 


Es ist im besonderen, wenn = gleich dem reduzierten Bruch Z ist, 


ERES 
S 


Bruch A schreibt, und er ist daher, wenn A gleich einer ganzen Zahl r ist, 


auch nicht etwa im Widerspruch mit der Bedeutung des bereits oben erklärten 
ganzzahligen Vielfachen r A eingeführt. 
Die Sätze I’ bis V’ auf Seite 163—165 übertragen sich in folgenden 
Satz III. Genügen die Elemente eines Körpers £ auch noch 
dem Postulat A,), sind ferner A und Birgend welche Elemente aus 
&, und bedeuten p, q, p, und q, beliebige ganze Zahlen, von denen p 


| a 
P 
Der Ausdruck 74 hängt mithin nicht von der Form ab, in der man den 
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und p, ungleich 0 sind, so enthält & stets die Elemente 4 und 
f B. Es ist: 
Pı 
(5) Ist (Lrla. 
Pp Pı P Pı 
(6) a(t a) He 
P \Pı P Pı 
(1) 44+1B-2u+B 
p P p 
Aus 
(8) 414-1» 
Pp Pp 


q qı 
9 — A=—A 


folgt, falls A # N ist, daß z = H ist. 


1 
Diesen Relationen fügen wir noch die folgende bei: 


(10) 242.43, 2 Au.B. 
p Pı P Pı 


Um die Richtigkeit von (10) zu zeigen, beweist man zunächst die Gültig- 
keit der speziellen Aussage 
(10°) q4A-B=g(4A-D) 
für alle ganzzahligen positiven q. Für q = 1 ist (10) offenbar richtig. An- 
genommen, die Gleichung (10) sei für qg=n zutreffend, es sei. also 
nA-B=n(4A.B). Alsdann ist 
(a +14)-B=(nA+A4)-B nach (2), 
=(nA)-B+ A.B nach den Postulaten D) und 
C) auf Seite 36, 
=n(A-B)+A-B nach Annahme, 
= (n +1)(4-B) nach (2). 


Ist also die Gleichung (10°) für q = n richtig, so gilt sie auch noch für q = n + 1. 
Da die Gleichung (10) für q = 1 zutrifft, so ist sie nach dem Satz der voll- 
ständigen Induktion für jedes ganzzahlige positive q gültig. 

Wir beweisen nunmehr die Richtigkeit der Aussage 


(10”) (4 4)- (q, B) = qq, (4; B) 


für alle ganzzahligen positiven q und q,. Gleichung (10”) ist für q, = 1 bereits 
als richtig erwiesen.. Wir nehmen sie nun für q, =n als gültig an. Es 
ist also 
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(94)-(n+1)B)=qgAmB + B) nach (2), 
= (q4)-(nB)+(q4)-B nach dem distributiven Postu- 
lat D), 


qn(4A:-B)+g(A-B) nach unserer Annahme und dem 
bereits bewiesenen Resultat, 


n(q(4-B)) +9(4-B) nach (6), 
= (n + 1) (q (4 - B)) nach (2), 
= ((n + 1)q) (4- B) nach (6), 


= (qn +1)) (4- B). 


Ist also die Gleichung (10”) für q, =n richtig, so gilt sie auch noch für 
qı=n +1. Mithin ist sie nach dem Satz der vollständigen Induktion für 
alle ganzen positiven Zahlen q, gültig. 


Sei q = — g, q =— n, wobei g und q,’ ganze positive Zahlen bedeuten; 
alsdann ist 


(4 4)* (a B) = ((- 7) 4) C- a’) B) 

(a (— 4))- (a (— B)) (mach Definition), 

MECN ((- 4)-(— B)) (wie bereits bewiesen), 
=g q (A. B) (Satz VII auf Seite 36), 
=qq(4-B). 

In analoger Weise zeigt man die Richtigkeit der Gleichung (10°), falls 

nur eine der ganzen Zahlen q oder q, negativ ist. Sollte eine der Zahlen q 

oder q, Null sein, so folgt die Richtigkeit der Gleichung (10°) aus der Definition 

von 0A als gleich dem neutralen Element N der Addition. Mithin gilt die 

Gleichung (10°) für alle ganzen Zahlen q und gq.. 


Der Nachweis der Gültigkeit der Gleichung (10) läßt sich nunmehr auf 
Grund des bereits bewiesenen Resultats folgendermaßen erbringen: Man hat 


(24-2) E A arm nun 


Hieraus folgt 


14.4B- 1 (4.DB. 
P Pı P Pı 


Hiermit ist die Gleichung (10) bewiesen. 


g a 
Isomorphismus zweier Körper. Abstrakte Definition der rationalen 
Zahlen. 


Man bezeichnet zwei Körper & und & als isomorphe Körper, 
wenn sich ihre Elemente, insofern sie ungleich sind, einander 
eindeutig umkehrbar so zuordnen lassen, daß der Summe und dem 
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Produkt zweier beliebiger Elemente des einen Körpers stets in 
dem anderen die Summe und das Produkt der entsprechenden Ele- 
mente zugeordnet ist. 

Bei isomorphen Körpern & und & findet, wenn man die Elemente von Ñ 
mit großen lateinischen Buchstaben, die von $ mit großen lateinischen über- 
strichenen Buchstaben bezeichnet, folgende Beziehung statt: 

1. Jedem Element A aus $ entspricht ein Element A aus Ñ; der Klasse 
aller zu A gleichen Elemente aus £ entspricht nur die Klasse aller zu A gleichen 
Elemente aus 8 und infolge dieser Zuordnung gehört zu jeder Klasse gleicher 
Elemente aus 8 eine einzige Klasse gleicher Elemente aus &. 

2. Entspreehen den Elementen A und B aus 8 die Elemente A und B 
aus $, so entsprechen die Elemente C = A + B und Ọ= + B einander 
gegenseitig. 

3. Entsprechen den Elementen A und B aus & die Elemente A und B 
aus Ñ, so entsprechen die Elemente P=4A-B und P=Ä-B einander 
gegenseitig. 

4. Entspricht dem Element A aus 8 das Element A aus ®, so entsprechen 
die Elemente — A und — A einander gegenseitig. 

5. Entspricht dem Element A aus $ das Element A aus 8 und ist eines 
dieser Elemente ungleich dem für die Addition neutralen Element des Körpers, 


1 RN 
so ist es auch das andere. Alsdann entsprechen sich — und 7 gegenseitig. 


Die Beziehungen 1. bis 3. sind in der Definition des Isomorphismus enthalten. 
Die in 4. und 5. ausgesprochenen Beziehungen folgen aus ihnen nach Satz II 
auf Seite 166, da R und Q für die Addition Gruppen vorstellen, Gleiches auch 
für die Multiplikation bei Ausschluß des für die Addition neutralen Elementes 


zutrifft und A und — A bzw. A und z für diese Operationen inverse Ele- 


mente sind. 

Wendet man auf die Elemente eines Körpers die in 2. bis 5. auftretenden 
Fundamentaloperationen in endlicher Anzahl an (vgl. Seite 154), so spricht 
man von rationalen Operationen, durch die man die Körperelemente ver- 
knüpft. Man kann demnach sagen: 

. Bei zwei isomorphen Körpern $£ und Ä sind die Elemente, 
insoweit sie ungleich sind, einander eindeutig umkehrbar so zu- 
geordnet, daß, wenn irgend ein Element P durch rationale Opera- 
tionen aus Elementen aus & hervorgeht, ein ihm entsprechendes 
Element P aus Ñ in der nämlichen Weise aus zugeordneten Ele- 
menten von $ erhalten wird. 

Bei isomorphen Körpern und & muß also jede Gleichung P=F(4, B, C, ..., L), 
wobei F eine rationale Funktion der Elemente A, B, C,..., L von $ ist, in 
eine richtige Gleichung P = F(A,B,(,..., L) übergehen, wobei A, B, Ọ, ..., L 
und P den Elementen A, B, C,..., L und P entsprechende Elemente aus & 
bedeuten. Isomorphe Körper sind nicht identisch, aber das Elementensystem 
des einen Körpers kann stets das des anderen bei allen rationalen Operationen 
vertreten, wie etwa ein System von Metallgewichten ein System gleichsehwerer 
Holzgewichte bei allen Wägungen. 

Wir betrachten nunmehr denjenigen Körper, dessen Elemente den 
Gleichheitspostulaten, den 10 Körperpostulaten (Seite 25 und 33) 
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sowie dem Postulat A,) (Seite 167) genügen und der außer den durch 
die Postulate selbst geforderten Elementen keine zu ihnen un- 
gleichen enthält. Diesen kleinsten möglichen Körper, dessen Ele- 
mente auch noch dem Postulat A,) genügen, bezeichnen wir mit X. 

Dieser Körper enthält nach M,) das Einheitselement E, und dieses kann 
infolge des Postulats A,) auch nicht gleich N sein. Der Körper R muß daher 
offenbar alle rationalen Vielfachen $ E des Einheitselementes Æ enthalten, 
wobei p und g beliebige ganze Zahlen bedeuten (p # 0); da diese Elemente 
einen Körper bilden und R der kleinste Körper sein sollte, so enthält N keine 
zu diesen Elementen ungleichen. 

Wir beweisen nunmehr den folgenden 

Fundamentalsatz: Der kleinste mögliche Körper N, dessen 
Elemente außer den Gleiehheits- und Körperpostulaten noch dem 
Postulat A,) genügen, läßt sich auf eine und auch nur auf eine 
einzige Weise den rationalen Zahlen isomorph zuordnen. 

Sollen sich der Körper ÑN und die rationalen Zahlen in bezug auf die 
Multiplikation isomorph entsprechen, so müssen nach Satz I auf Seite 165 das 
Einheitselement Æ und die Zahl 1 einander entsprechen. Da NR und die rationalen 
Zahlen für die Addition Wurzelgruppen bilden (Satz I auf Seite 168), so müssen 
nach Satz III auf Seite 166 das Element $ E aus R und die rationale Zahl = 


einander entsprechen; hierbei bedeuten q und p beliebige ganze Zahlen, von 


denen nur p # 0 sein muß. Da der Körper R mit den Elementen IE er- 


schöpft ist, entspricht jedem Element aus N eine rationale Zahl. Nach der 
Gleichung (9) auf Seite 170 entsprechen gleichen Elementen aus N gleiche ratio- 


nale Zahlen, und auch nur für gleiche Elemente trifft dies zu. Sind SE 


und {1 E zwei Elemente aus N, denen die rationalen Zahlen L bzw. Li 


Pı ? Pı 
entsprechen, so entspricht dem Element 


1p+%r- S - a) E (Gleichung (5) auf Seite 170) 
p Pı P Pı 


Mi 


Pı 


die rationale Zahl 5 + und dem Element 


154-1. (Gleichung (10) auf Seite 170) 
P Pı PP 


die rationale Zahl 77. Mithin sind die zwei Körper isomorph. 


1 

Wir haben im § 9 des ersten Kapitels die rationalen Zahlen „genetisch“ 
durch Erweiterung des Begriffes aller ganzen Zahlen gewonnen; letztere hatten 
wir durch Postulate eingeführt. Der obige Fundamentalsatz enthält nun noch 
eine abstrakte oder postulatorische Einführung der rationalen 
Zahlen, insofern er diejenigen Voraussetzungen aufzählt, aus denen man alle 
Sätze über die Verknüpfung der rationalen Zahlen durch rationale Operationen 
herleiten kann. Wir haben als nicht definierte Grundbegriffe ein System von 
Elementen, eine Relation = und zwei Operationen + und » verwendet. Von 
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dem System von Elementen, dem Zeichen = und den Operationen + und » sollte 
nichts weiter bekannt sein, als was in den Gleichheitspostulaten, den 10 Körper- 
postulaten und dem Postulat A,) ausgesprochen ist. Unser Satz besagt: Hat 
man den kleinsten solchen Körper N, so kann man jedes Element aus J 
auf eine einzige Weise durch eine rationale Zahl und die zu ihr gleichen be- 
zeichnen, so daß, wenn man für die Elemente aus R die ihnen zugeordneten 
rationalen Zahlen setzt und die für das System N unbestimmt gelassene 
Relation = und die ebenfalls nicht definierten Operationen + und + als ge- 
wöhnliche Gleichheit, Addition und Multiplikation ansieht, alle Sätze, die man 
für das System R herleitet, richtige Aussagen über rationale Zahlen sind. 
Diese Beziehung ist eindeutig umkehrbar, d. h. man kann auch über die ratio- 
nalen Zahlen in bezug auf die Begriffe =, +, und » keine anderen Aussagen 
machen als über das System R. 


8 5. 
Körper, deren Elemente sechs Ungleichheitspostulaten genügen. 


Wir betrachten wieder einen beliebigen Körper 8; über die Elemente 
von Q, die Relation = und die Operationen + und - setzen wir nur voraus, 
daß sie den Gleichheitspostulaten und den 10 Körperpostulaten genügen. Die 
Voraussetzungen sind also die gleichen wie in Kapitel I, $7; hingegen wird 
nicht wie im vorigen Paragraphen das Postulat A,) vorausgesetzt. Zu den ge- 
machten Voraussetzungen nehmen wir aber noch hinzu, daß sich die Elemente 
des Körpers & durch eine Relation < ordnen lassen, die zu den vier bereits 
eingeführten, nicht definierten Grundbegriffen „System von Elementen“, =, + 
und » als fünfter hinzutritt. Von der Relation < sei nichts weiter bekannt, 
als was in den folgenden sechs Ungleichheitspostulaten (vgl. Seite 22 und 57) 
ausgesprochen wird: 

U,) Sind A und B irgend zwei Elemente des Körpers & und 
ist A # B, so trifft wenigstens eine der Relationen A< B oder 
B< A zu. 

U») Sind A und B irgend zwei Elemente des Körpers £ und 
ist A< B,so ist AB. 

U,. Sind A, B und C irgend drei Elemente des Körpers & 
uad ist A<B, B<(,soist A<C. 

U). Sind A, B und C irgend drei Elemente des Körpers & 
undist A<B,soist A+ O< BHU 

U,). Sind A und B irgend zwei Elemente des Körpers & und 
ist N< A, N< B, wobei N ein in bezug auf die Addition neutrales 
Element bedeutet, so ist N < AB. 

Diesen schon früher verwendeten Postulaten fügen wir das sogenannte 
Archimedische Postulat! bei, das wir folgendermaßen aussprechen: 


1 Archimedis Opera, ed. HEIBERG, Vol. I, p. 11, Leipzig 1880; wahrscheinlich 
bediente sich schon einer der Vorgänger von EUCLIDES, nämlich Eupoxus, dieses 
Postulats. Über die Bedeutung des Archimedischen Postulats vgl. G. VERONESE, 
La Geometria Non-Archimedea, Atti del IV. congresso intern. dei matematici, I, S. 197, 
Rom 1909 u. F. ENRIQUES, Prinzipien der Geometrie in Enzyklopädie d. math. 
Wiss. III, S. 34. 
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Us). Sind A und B irgend zwei Elemente aus dem Körper & 
und ist N< A, N< B, wobei N ein in bezug auf die Addition neu- 
trales Element bedeutet, so soll sieh stets, wenn A < B, eine 
ganze positive Zahl p finden lassen, so daß die Relation B< pA 
besteht. 

Wir beweisen zunächst die Widerspruchslosigkeit aller Postu- 
late durch Angabe von Körpern, die uns als logisch widerspruchslos 
gelten und deren Elemente den sechs Postulaten U,) bis U,) genügen. 
Im Kapitel I bzw. Kapitel II haben wir gezeigt, daß, wenn man die 
Relation < in gewöhnlichem Sinn als kleiner interpretiert, sowohl die ratio- 
nalen Zahlen für sich allein als auch die Gesamtheit der reellen Zahlen 


= die Postulate U,) bis U,) erfüllen. Wir wollen noch nachweisen, daß der 


Körper der rationalen Zahlen für sich allein ebenso wie derjenige aller 

reellen Zahlen, wenn man < als kleiner interpretiert, auch dem Archimedischen 

Postulat U,) genügt. Sind £ und = irgend zwei rationale positive Zahlen 
2 2 


mit positiv gewählten Zählern und Nennern, so ist b, S b, a, +b, und daher 


b „us 
S lab,’ = - Ist nun Fr fa F? so ist jede ganze positive Zahl p > a,b, 
2 2 2 2 


von der Beschaffenheit, daß 


<p" m. Mithin bilden die rationalen 


1 

b i. 2 
Zahlen, wenn man das Zeichen < in gewöhnlicher Weise als 
kleiner interpretiert, einen Körper, dessen Elemente den sechs 
Postulaten U,) bis U,) genügen. Gleiches gilt für die Gesamtheit 
der reellen Zahlen. Seien nämlich « und ĝ zwei reelle positive Zahlen, 
œ < 9; alsdann kann man stets zwei rationale Zahlen a und b so finden, daß 
0<a<a<Pß<b (vgl. Satz I auf Seite 148), Nach dem für rationale Zahlen 
bereits bewiesenen Resultat existiert mithin eine ganze positive Zahl p, so 
daß b<pa wird. Aus dieser Ungleichung folgt $< pe, wie gezeigt 
werden sollte. 

Nachdem wir hiermit nachgewiesen haben, daß bei einem Körper die 
obigen sechs Ungleichheitspostulate realisierbar sind, zeigen wir, daß keines 
von ihnen eine logische Folge der übrigen ist. Zu dem Zweck be- 
trachten wir 6 Körper, bei denen die Relation < so definiert wird, daß immer 
fünf der sechs Postulate U,) bis U,) und die Negation des sechsten gleich- 
zeitig erfüllt sind. 

1. Wir betrachten den Körper der rationalen Zahlen. Für zwei ungleiche 
rationale Zahlen, die sich additiv um eine ganze Zahl unterscheiden, sei die 
Relation < in üblicher Weise erklärt; hingegen sei für das Verhältnis zweier 
ungleicher rationaler Zahlen zueinander, die sich nicht um eine ganze Zahl 


‚ additiv unterscheiden, die Relation < überhaupt nicht definiert. Bei dieser Fest- 


legung der Relation < bilden die rationalen Zahlen einen Körper, der dem 
Postulat U,) nicht genügt; denn für zwei ungleiche Zahlen A und B, die sich 
nicht um eine ganze Zahl additiv unterscheiden, trifft keine der Relationen 
A< B oder B< A zu. Hingegen sind alle Postulate U,) bis U,) für alle 
Elemente erfüllt, für deren Verhältnis zueinander die Relation < überhaupt 
erklärt ist. 

2. Wir betrachten den Körper der rationalen Zahlen. Die Relation < 
sei so definiert, daß irgend zwei gleiche oder ungleiche rationale Zahlen stets 
als in der Beziehung < stehend gelten sollen. Alsdann ist U,) durchbrochen; 
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denn für irgend zwei gleiche rationale Zahlen A und B ist im Widerspruch 
mit U,) sowohl A = B als auch A< B. Hingegen gelten alle anderen 
Postulate. 

3. Man betrachte den Körper der rationalen Zahlen. Die Relation < 
sei so definiert, daß stets zwei ungleiche, nie aber zwei gleiche rationale Zahlen 
als in der Beziehung < stehend gelten sollen. Alsdann ist U,) durchbrochen; 
denn sind A und B irgend zwei ungleiche rationale Zahlen, so hat man A < B 
und B < A, woraus man aber nicht, wie es für U,) erforderlich wäre, A < A 
schließen darf. Hingegen gelten alle anderen Postulate. 

4. Man betrachte den Körper der rationalen Zahlen und definiere < 
derart wie auf Seite 57, Absatz 2. Alsdann ist das Postulat U,) durchbrochen, 
während alle anderen erfüllt sind. 

5. Man betrachte den Körper der rationalen Zahlen und definiere < 
derart wie auf Seite 57, Absatz 1. Alsdann ist das Postulat U,) durchbrochen, 
während alle anderen erfüllt sind. 

6. Wir konstruieren uns einen Körper, für den eine Relation < so 
definiert ist, daß sie die Postulate U,) bis U,), aber nicht U,) befriedigt. Einen 
derartigen Körper bezeichnet man als einen Nichtarehimediscehen Körper. 
Um zu einem solchen Körper zu gelangen, benötigen wir einen Hilfssatz. 

Hat man einen Ausdruck 


tm ct T+...+ 0,8" 
Ba TEE ET ER ET u ET 5 S 
a + dc + A, £? + ee Un 0" 
bei dem do &, o-a an As Ar ++ u reelle Zahlen bedeuten, 


Am und a, beide ungleich O sind und v eine veränderliche Größe 

darstellt, so kann man stets eine positive Zahl P so bestimmen, 

daß für alle reellen Werte des x, für diex > P ist, die reelle Größe 
ur uEt...+AmT” 


positiv oder negativ ausfällt, je nachdem =, positives oder 


negatives Vorzeichen hat. 

Wir können den Hilfssatz mit geringerer Präzision auch kurz so aus- 
sprechen: Für genügend große positive x, d.h. für alle x, die größer als eine 
gewisse untere Schranke sind, ist der Ausdruck 

FC ++... + 0m” 

Uo HU THAT... +0,” 
falls am und an, ungleich Null sind, entweder beständig positiv oder be- 
ständig negativ. 

Zum Beweise betrachten wir die Relation: 


’ 


BR. T 
E A a, %| 

(1) RR 1 |” p 1 |” 1 A | 1 
a a er en) 

er er ee a ae 

[anl Et Tanl E] Om | x 


die sich auf Grund der Ungleichung (8) und der Gleichung (5) auf Seite 83 
ergibt. Unter æ sei eine positive Zahl verstanden, die mindestens gleich der 
größten unter den positiven Zahlen 
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a ap Anı 

Am } | m | he: An x 
ist. Wir wollen von jetzt an nur solche œ betrachten, für die |-—| = = S i 
ist. Alsdann wird die rechte Seite der Ungleichung (1) nicht verkleinert, wenn 


A a: 
man für i| 


@=0,1...,m-1) und = 


die jedenfalls nicht zu kleinen 


m | 


1 
Größen a und maS) einführt. Hierdurch gewinnt man die Ungleichung: 


ge | a, 1 (E E! 
a a ae en a 
An % ln Z da 0 
= ar — 
safar) +2) + +0) oder 
a 
eu re 2 m—1 
Sar TARIFE ETI Aap ] oder 
a (a + 1” — 1 (a + 1-1 1 
Ss a ET er ul Se: 
Fu ale eilt 
Mithin ergibt sich bei Weglassung der zu subtrahierenden Größe (arıp’ 
ES 1 
daß für alle Fi = En d. h. für alle x, deren absoluter Betrag nicht kleiner 
als die positive Größe a + 1 ist, die Relation gilt: 
(2) Brp URL THE... — 2 N 
Oa D 0% z 
(E ! l ARS.. w RE j s 
Da demnach — — + — —— +... + —=— für alle z, die gleich oder 
Am % an T Amn % 


größer als æ + 1 sind, zwischen — 1 und + 1 liegt, so hat die Größe 


Be mi; EPSON LT 
x En a x 


m 


einen positiven Wert. Ebenso zeigt man die Existenz einer positiven Größe b, 
so daß für alle v =b + 1 der Ausdruck 
w l a 1 a 


1 
. rt. + +1 
x a © 


'n 


einen positiven Wert annimmt. Wählt man demnach x größer als die größere 
der zwei positiven Zahlen a + 1 und b + 1, so wird der Quotient 


a 1 a 1 Sr ne | 
N, =+ - r t... +. +1 
a. % an % EEE 
u | a, 1 FR: | 
ea re tn 1 
a = ER a £ 


beständig positiv ausfallen; für Werte von x, die größer als die größere der 
zwei Zahlen æ + 1 und b + 1 sind, nimmt demnach 
Loewy, Algebra. 12 
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tet +...+a,x” 
ytraz+a0+...+a,':" 


A a, 1 ee 
R A Tr T 
E ei SF Tre WE £ Men ie PROB. 
er r , r 1 
a a 1 a, 1 EN TRN | 
ý e a a a 
Ei T E N 


nur solche Werte an, die beständig positiv oder negativ sind, je nachdem dies 
g a . 
für ei zutrifft. 


Vermöge des bewiesenen Hilfssatzes sind wir in der Lage, die Existenz 
eines Körpers zu zeigen, bei dem die Postulate U,) bis U,), aber nicht das 
Postulat U,) erfüllt sind. 

Wir betrachten alle reellen Zahlen und außerdem noch ein Element ?. 
Der zu untersuchende Körper bestehe aus dem System aller Elemente 

tutti +.. tant” 
mta tta. Fa" 
wobei m und n beliebige ganze positive Zahlen einschließlich Null, a,, a,, 
Qas 2, Amy do, Ay, Qy, 2.., a, beliebige reelle Zahlen bedeuten, von denen 
nur a,'# 0 sein muß.! Die Begriffe der Gleichheit, der Addition und der 
Multiplikation seien für die angegebenen Größen auf Grund der gewöhnlichen 
Regeln der Algebra erklärt. Sind 
trat +mt’+...+a,t” 
N ERLERNT e 
mFt tt... Ea, t" 
und 
PaRI bo bit + bt? +... +b t 
bo + btt byt? +... + 
zwei Elemente des konstruierten Systems, so soll A dann und nur dann als 
gleich B gelten, wenn in 


(atat. tant D + brt... Ott. AOP Fat a t, 


nachdem man den Ausdruck nach ganzen positiven Potenzen von ¢ geordnet 
hat, das von ? freie Glied und die Koeffizienten sämtlicher Potenzen von { 
einzeln verschwinden. Unter A + B soll der Ausdruck 


(a+ at... + amt”). lb +b t... Hb thtt bit... tbt) (a tat... + a, t”) 
(a + a't.. Ha t) (bt bit. + brt’) 

verstanden werden, wenn man Zähler und Nenner nach ganzen positiven 

Potenzen von A geordnet hat; analog wird A-B definiert. Ist AZ B, so 


definieren wir B< A oder A < B, je nachdem der zu D = A — B gehörige 
Ausdruck: 


C a a bao tba tba t... +50 


Wy + awt ayat... Ha E Hrbatrbiirt... + bia 


(+48... Han”) (b Hb T... Hbr x) lbo tb... +t (a ta T.. Haa) 
(ao + aT... + a, 2) (by + bT.. Ht brw) 


1 D. HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. (1909), S. 31. 
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für genügend große x beständig positiv oder beständig negativ ausfällt! Man 
sieht unmittelbar, daß bei dieser Definition die Postulate U,) bis U,) erfüllt 
sind. Der auf die angegebene Weise konstruierte Körper genügt nicht dem 
Archimedischen Postulat U,). Betrachten wir nämlich die Elemente 1 und ? 
des Körpers, so ist 1 < t; denn v — 1 fällt für genügend große x, nämlich für 
alle x > 1, positiv aus. Für jede ganze positive Zahl p bleibt 9-1 < t; denn 
x — p ist für genügend große positive x, nämlich für alle x > p, positiv. Die 
Elemente 1 und ? sind nach Definition beide > 0. Man hat also im Wider- 
spruch zum Archimedischen Postulat für die zwei positiven Elemente 1 und ? 
die Tatsache, daß jedes beliebige Vielfache von 1 kleiner als t bleibt. 

Die 6 Körper, die wir im Voraufgehenden betrachteten, beweisen, daß 
keines der 6 Ungleichheitspostulate U,) bis U,) eine Folge der anderen ist. 

Wir betrachten nunmehr einen Körper, dessen Elemente sich durch eine 
Relation ordnen lassen, die den Ungleichheitspostulaten U,) bis U,) genügt. 
Für einen solchen Körper gelten die Sätze IV—VII auf Seite 57. Wir be- 
weisen weiter: 

Satz I. Ist N das für die Addition und E das für die Multi- 
plikation neutrale Element eines Körpers $, der mindestens ein 
zu N ungleiches Element enthält und dessen Elemente auch noch 
den Postulaten U,) bis U.) genügen, so ist N < E. 

Angenommen, es wäre E < N, dann wäre, da — N = N, nach Satz V 
auf Seite 57: N < — E. Aus N < — E und N < — E würde nach Postulat U;) 
N-N<(— E): (— E), d.h. N< E folgen. Wegen der Asymmetrie der Relation < 
(vgl. Seite 23) kann nicht gleichzeitig N < E und E < N sein; daher ist die 
Annahme E < N unmöglich. Ist der Körper nicht mit dem Nullelement und 
den ihm gleichen erschöpft, so ist Æ # N (vgl. Seite 36). Mithin muß nach 
Satz III auf Seite 23 N < E sein. 

Satz II. Ist N das für die Addition neutrale Element, A irgend 
ein Element aus einem Körper &, dessen Elemente den 6 Un- 
gleichheitspostulaten U,) bis U.) genügen, und besteht die Un- 
gleichung N < 4, so ist, falls P, 4, P 4, ganze Zahlen (p # 0, p, # 0) 


bedeuten und 7< U ist, stets Lacta Umgekehrt folgt, falls 
E p Pı i 


1 


t 
Seien zunächst ? und m ganze Zahlen, von denen l< m ist. Alsdann 
gibt es eine ganze positive Zahl m’, so dab m =I!+m. Aus N < A folgt 
nach Satz IV auf Seite 57 durch wiederholte Addition N < m A. DalA=14A, 
so ergibt sich nach U,), daß LA < (l + m)A oder ZA < mA. 


Nunmehr sei Z < I, die Nenner p und p, seien als ganze positive 


N < Aist, aus Taiz Aa, daß L < T ist. 
p Pı p 


1 
Zahlen gewählt. Alsdann ist qp, <pqı. Aus N < A folgt, falls p und p, 


ganze positive Zahlen sind, daß N < S&N würde die im 


; denn 
P Pı PPı 
Widerspruch mit unserer Voraussetzung stehende Ungleichung A SN nach 


1 Wegen der Voraussetzung A # B ist im Zähler des zu untersuchenden Aus- 
druckes, wenn man ihn nach Potenzen von æ ordnet, wenigstens ein Koeffizient un- 
gleich 0; im Nenner ist a,'+-5/ # 0. Man kann daher den Hilfssatz anwenden. 


12* 
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sich ziehen. Aus qp, < pq, und N < 3% schließen wir auf Grund des bereits 
1 
bewiesenen Resultates, daß 


A A ) qPı PA q 4 
——|< —— oder: == < Be Ihe 4: e 
IA Fa a key PP EP. P Pı 


Die Umkehrung des bewiesenen Resultates ergibt sich durch indirekten 


Schluß: Sei Za< 4 A, so kann, wenn N < A ist, nicht Er sein; denn 
P Pı Pı p 


hieraus würde im Widerspruch zu unserer Voraussetzung 24 = Fe folgen. 
$ 
1 


Setzt man in Satz II für S die Zahl 1, für irgend eine ganze posi- 
1 

tive Zahl m, die größer als 1 ist, und schließlich für das Element A das 
Einheitselement E, für das nach Satz I N < E ist, so erhält man E< m E; 
hieraus folgt auf Grund der Ungleichung N < E, dab N < m E. Aus dieser 
Tatsache ergibt sich, daß jeder nicht nur aus N allein bestehende 
Körper, der den Postulaten U,) bis U.) genügt, das Postulat A,) 
auf Seite 167 von selbst befriedigt. Hieraus folgt, daß man über den 
im $ 4 studierten Körper N auch folgendes aussagen kann: Jeder Körper, 
der nicht mit dem Nullelement N erschöpft ist und dessen Ele- 
mente den Postulaten U,) bis U,) genügen, enthält wenigstens alle 


Elemente des Körpers R, der aus den rationalen Vielfachen 1p 


des für die Multiplikation neutralen Elements E besteht; dabei 
bedeuten q und p beliebige ganze Zahlen, von denen nur p#0 
sein muß. Wir können demnach den Körper R auch so beschreiben: 

Satz III. R ist der kleinste mögliche Körper, der nicht mit 
dem Nullelement erschöpft ist und außerdem den 6 Ungleichheits- 
postulaten U,) bis U,) genügt. 

Wir beweisen nunmehr 


Satz IV. Jedes Element S eines Körpers f, dessen Elemente 
den Ungleichheitspostulaten U,) bis U.) genügen, ist entweder 
gleich einem Element des in & enthaltenen Körpers R oder es läßt 
sich durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen rationaler 


$ 
Zahlen t-ta- (n=1, 2, ...) eine reelle Zahl o = | r) bestimmen, 
Ta 


die mit dem Element S folgendermaßen verknüpft ist: Bildet man 
die dem Körper R und daher gewiß dem Körper  angehörigen 
Elemente k, =r, E, R =r; E(n=1,2,...), bei denen E das für die 
Multiplikation neutrale Element bedeutet, so ist R<S<R,. 

S sei irgend ein Element aus dem Körper &, das nach Voraussetzung 
nicht dem Körper N angehören möge. Von dem Element S nehmen wir zu- 
nächst an, daß N < S ist. Wir betrachten die Folge N< E<2E<3E... 
Entweder ist nach dem Satz III auf Seite 23 S< E oder E< S; die 
Gleichheit S = E ist ausgeschlossen, da nach Voraussetzung S nicht dem 
Körper R angehören soll. Falls Æ< S ist, muß nach dem Archimedischen 
Postulat U,) eine ganze positive Zahl p existieren, so daß S < p E ist; für 
den FallS<E ist p=1 zu setzen. Wir wählen die kleinste solche 
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Zahl p, so daß noch (p — 1)E < S. Die Gleichheit (p—-1)E=S ist aus- 


geschlossen, da S kein Element aus R sein soll. Wir setzen r, =p-1 
una =p, femer BB=nE&, R’=r’E und haben R, <S<H,. Wir 


bilden das Element Auen 


mn +r’ 


2 
Element aus R sein soll, so kann S nicht gleich Bu E sein und liegt 


E und schließen aus den Ungleichungen 


R< <r; nach Satz II, daß r, E < nEn E< r’ Eist. Da S kein 


daher entweder zwischen r, E und rer oder zwischen Atr yp und 
r : : ritn š 
r ' E. Liegt S zwischen 7, E und ———-E, so setzen wir r, =n, 
akka ar \ s i 
y= nEn, Liegt aber S zwischen DEn E und r’ E, so setzen wir 
n+r Ra 2 
= nin , f2 =r. Wir bilden alsdann die Elemente R, = r, E, Rf =r; E 


aus R. Infolge unserer Festsetzungen ist R, < S< Ry; ferner hat man 
a . Mit den Elementen R,= r, E 
und Ry=r,' E operieren wir in genau der gleichen Weise, wie wir es mit 
den Elementen R, =r, E und R,=r,'E taten. Das Element Steg 


2 
Ta +T? à y $ 
ktr E, so wäre S im Wider- 


E Sr h Sfr e > ra in = t= 


liegt zwischen r, E und r, E. Wäre S = 
spruch mit der Voraussetzung ein Element aus R. Mithin liegt S entweder 
Tatre Poder zwischen Pin E und r/E. Liegt S 


zwischen r, E und 5 


; Ty F Try , Ta H Try i 
zwischen r, E und ———— E, so setzen wir r, = ra, r} = ————. Liegt 
2 2 ? 8 29 3 2 5 
. T: + r £ i r 4- r t i 
aber S zwischen —— apa E und rý E, so setzen wir r, = ——— ,r/=r. 


Wir bilden alsdann die Elemente R, = r, E, Ry = r E aus R, und haben in- 
folge unserer Festsetzungen R, < S < Ry, ferner „er, T3 SE Tg, Ta > T3 
und 7, — r, = —— = — 


Fährt man auf diese Weise fort, so gewinnt man zwei unendliche Folgen 


rationaler Zahlen: 
Dk ay Ta sa ta Ea anA 
H Tea Tae ha F 
und die aus ihnen gebildeten Elemente 
er iur HE ee a A 24 


B'=r'E, R=nE, ..., Rier!E, 


aus R, und es ist R,<S<R,(n=1, 2, 8, .... Für die rationalen 


Zahlen r,, 7, gelten die Ungleichungen: 


B). „ansnhäöns. 
1 [4 L 1 
B) TE E E EE 
, 2 
Bs). 72 fi 
ELAT ri—-r 
É rar n —1 n=l __ JE 1 1 t 
B3). a a ae Tee or 
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Ist & eine beliebig vorgegebene positive Zahl, so existiert, da für ratio- 
nale Zahlen das Archimedische Postulat zutrifft, eine ganze positive Zahl /, so 
daß r,’— r,< le. Wählt man eine ganze positive Zahl % derart, daß l< Eri 
t mT 


. . N k—1 r : # A 
so ergibt sich 7,’ — r, < 2% e. Nun ist ri} o Tko” Er ATE 
-i 
ae en 
ist, wobei ø jeden der Werte 0, 1, 2, ... annehmen kann, so hat man 
r—r 
, a N ER 
Tita Te+o = gk-1 


non 
9k- 1 


nalen Zahlen »,, 7, (n = 1, 2,...) erfüllen also die Bedingungen B,) bis B,) 


Da <œ ist, so ergibt sich schließlich 7%} —fk}o <8- Die ratio- 


auf Seite 62 und definieren daher eine reelle Zahl 9 5 
Ta 


Wir hatten vorausgesetzt, daß N < S sein sollte. Hat man ein Element S’ 
aus $, das nicht dem Körper N angehören möge und für das die Ungleichung 
S’< N besteht, so setze man S’=-— S. Da fi ein Körper ist, so gehört ihm 
gleichzeitig mit — 5 auch S an, und es ist N < S. Wählen wir die Ele- 
mente R,, I, wie oben, so ist R,< S < R,’. Hieraus folgt — R, < — S < — R,, 


wobei - R; =- r, E, —-R,=— r, E (n=1, 2, ...)ist. Die reelle Zahl E fa ) 

-f 
genügt alsdann den Bedingungen unseres Satzes, und dieser ist allgemein 
bewiesen. 


Ist S= 2 E, wobei q und p ganze Zahlen bedeuten, hat man also in S 


ein Element aus R vor sich, so kann man r,= r, = 1 (n= 1, 2, ...) setzen und 


hat Z=S=K,'. Mithin wird der Fall, daß S gleich einem Element 


aus R ist, eingeschlossen, wenn man die Ungleichungen des 
Satzes IV in der Form R, S Ss R; schreibt. 

Wir beweisen nunmehr 

Satz V. S und T seien irgend zwei Elemente eines Körpers, 


$ 
der den 6 Ungleichheitspostulaten U,) bis U,) genügt. e=) 


und t = wA mögen reelle Zahlen bedeuten, die auf Grund des 
q 


Satzes IV so gewählt seien, daß die Elemente R, = 7, E, R,=r/E, 
Q= nE, Q= Qn E (n=1, 2,...) aus R mit den Elementen S und T 
durch die Ungleichungen 


R SSS R n 


n =F 


Qn = TE Q, (n = 


H | 

Hm 

n C) 
u 


verknüpft seien. Weiß man, daß S= T ist, so ist auch die Zahl | 


o=r. Weiß man, daß T< S ist, so ist auch t < o. 
Ist S= T, so ergibt sich aus den Ungleichungen R, S S und TS Q,;, 


daß R,=0,'; ebenso folgt aus Q, = T und S=R, für S = T, daß Q,=R,. 
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Aus den erhaltenen Ungleichungen »,E=q,E und q„,E=r,E folgt nach 
Satz II, dB 7 =, , sr, d.h.o=r. 

Für den zweiten Teil des Satzes sollen die Elemente S und T in der 
Beziehung T < S stehen; alsdann ist N < S — T, wobei N das in bezug auf 
die Addition neutrale Element bedeutet. Mithin existiert nach dem Archi- 
medischen Postulat U,) eine ganze positive Zahl p, so daB E < p(S — T) wird, 


also 5 < S— T. Aus den nach Voraussetzung gültigen Ungleichungen S S R, 
und Q, S T ergibt sich, daß für jedes ganzzahlige positive n stets S — TS R, — Q, 
ist. Mithin wird £ E EN E ATU P 


Da na und (a reelle Zahlen sind, so ist auch >: Si eine solche. 
r q a 


n 


Auf Grund der für reelle Zahlen gültigen Bedingung B,) (Seite 62) kann man 


s HE 1 
daher eine ganze positive Zahl % finden, so dab r; + ot +4 — trto Ir+o< F 


die sich auch 


n? 


wird (o = 0,1,2,.... Aus der Ungleichung = < R- Q 


Z < r, E — q„ E schreiben läßt, ergibt sich nach Satz II, daß 


1 7 
gS mn...) 


Aus dieser Ungleichung folgt, wenn man n = k wählt, dab ,— r; < — > 


wird. Die Addition der letzten Ungleichung zu r% + q — r,— q< rn liefert 


Qk — T< 0 oder gy < rą. Die erhaltene Ungleichung besagt nach Satz VIII 
auf Seite 81, daß t < øo ist. 

Ehe wir weiter gehen, benötigen wir noch den von G. Cantor'! stammenden 
Begriff? der geordneten ähnlichen Systeme oder der geordneten 
Systeme des gleichen ÖOrdnungstypus. Irgend zwei durch eine 
Relation <, die die Bedingungen U,) bis U,) auf Seite 22 erfüllt, geordnete 
Systeme © und © heißen ähnlich oder von gleichem Ordnungstypus, wenn 
man zwischen ihren Elementen, soweit sie ungleich sind, eine eindeutig um- 
kehrbare Zuordnung von der Art hat, daß, wenn A und B Elemente aus ©, 
Ā und B ihnen zugeordnete Elemente aus © sind, aus A < B stets A<B 
folgt und umgekehrt. 

Wir beweisen 

Satz VI. Ordnet man die Elemente des kleinsten Körpers X, 
der mindestens ein dem Nullelement ungleiches Element enthält 
und den Postulaten U,) bis U,) genügt, den rationalen Zahlen iso- 
morph zu, so ist die Zuordnung ähnlich. 

Soll der Körper R den rationalen Zahlen isomorph zugeordnet werden, 
so ist dies nach dem Fundamentalsatz auf Seite 173 nur auf eine einzige 


Weise möglich. Sind z E und nn Elemente aus R, so sind = und 4 
1 1 
ihnen entsprechende Zahlen. DaN < E ist, so bedingen sich die Ungleichungen 


! Math. Annalen 46, 497 (1895). 
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T p< TE und -1< TU nach Satz II gegenseitig; mithin ist die Zuordnung 


Pı 1 
tatsächlich ähnlich. 

Während es bei dem Körper N sehon genügend ist, den Isomorphismus 
zu fordern, um eine eindeutige Zuordnung zu erhalten, reicht dies für einen 
beliebigen Körper &, der den 6 Ungleichheitspostulaten U,) bis U,) genügt, 
nicht aus. Z.B. bildet die Gesamtheit der Zahlen a + b V2, wobei a und b 
rationale Zahlen bedeuten, einen Körper. Dieser kann sich selbst auf zwei 
Arten zugeordnet werden, nämlich entweder so, daß jedes Element sich selbst 
entspricht oder so, daß sich a + b 4/2 und a — bY2 entsprechen. Für beide 
Zuordnungen herrscht Isomorphismus, die zweite Zuordnung kann aber keine 
ähnliche sein; denn es gilt folgender 


Satz VII. Jeder Körper &, dessen Elemente den Gleichheits- 
postulaten, den 10 Körperpostulaten und den 6 Ungleichheits- 
postulaten U,) bis U,) genügen, läßt sich auf eine und auch nur auf 
eine einzige Weise einem einzigen wohlbestimmten Teilsystem 
der reellen Zahlen isomorph und ähnlich zuordnen. 


1. Zum Beweise ist zunächst zu bedenken, daß jeder Körper, dessen Ele- 
mente den Postulaten U,) bis U,) genügen, wenn er nicht mit dem Nullelement 
erschöpft ist, den kleinsten möglichen Körper R dieser Art enthalten muß. 
Soll der Körper & irgend einem Teilsystem der reellen Zahlen in bezug auf 
die Addition und Multiplikation isomorph zugeordnet sein, so müssen nach dem 
Satz I auf Seite 165 und dem Satz III auf S. 166 die in $ enthaltenen Ele- 
mente -7 E, die dem Körper R angehören, den rationalen Zahlen = ent- 
sprechen; denn der Körper & erfüllt nach Seite 180 das Postulat A,) und 
bildet daher nach Satz I auf Seite 168 für die Addition eine Wurzelgruppe. 
Ist S ein dem Körper & angehöriges Element, das nicht aus R ist, so 
kann man nach Satz IV zwei zusammengehörige Definitionsfolgen rationaler 


Zahlen r,, r, (nr =1, 2, ...) finden, die eine reelle Zahl A bestimmen, 
r ` 


so dab -R,< S< R; ud R,= r, E, R/=r E (n=1, 2,...)ist. Den Ele- 
menten R, und R, aus N entsprechen alsdann die rationalen Zahlen r, und r,’. 
Dem Element S aus Ẹ& möge die vorläufig noch unbekannte reelle Zahl o zu- 
geordnet sein. Da die Zuordnung zwischen $ und den reellen Zahlen in bezug 
auf die Relation < ähnlich sein soll, so muß dem größeren Element aus & 
stets die größere Zahl ø entsprechen, d. h. aus R,< S < R, muß die Relation 
Ta <O <T, folgen; durch das System von Ungleiehungen r,< o < r, ist 


(Satz II auf Seite 82) die Zahl ø als gleich der reellen Zahl i definiert. 


Ta 


Hiermit ist gezeigt, daß dem Element S aus ę& die Zahl (e zugeordnet 


n 


sein muß. 
2. S und T seien g zwei Elemente aus ę&. Man habe R, S SS R; 
und 0,5 TSO; (= aa wei R Sr AREE, Q=-48 


Q, = Qr E ist, und r,, r,', Qu gr rationale Zahlen bedeuten, aichi die roolia 


n? 


Zahlen o = K) und i = ý ) bestimmen. Dem Element S ist alsdann die 


Ta q n 
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Zahl o = s und dem Element T die Zahl t = sj zugeordnet. Ist S = T, 
so müssen nach Satz V auch die Zahlen ¢ und t gleich sein. Gleichen Ele- 
menten aus & entsprechen also nur gleiche reelle Zahlen. Im besonderen ist 
in dem abgeleiteten Resultat auch die Tatsache enthalten, daß einem Element S 
aus $ nie zwei ungleiche Zahlen zugeordnet sein können, wie auch immer die 
zwei zusammengehörigen Folgen »,, 7, und qn, 9, (n=1,2,...), die uns die 


n 


Zahlen HA und (38) bestimmen, gewählt sein mögen. Die Folgen r,, r,' 
Ta In 


können nämlich verschiedenartig gewählt werden; in Satz IV fanden wir sie 
durch Halbierung der Intervalle, man hätte aber auch z. B. eine Dezimalteilung 
verwenden können. 

3. Besteht zwischen zwei Elementen S und T aus dem Körper & die Be- 
ziehung T< S, so findet nach Satz V zwischen den zugeordneten Zahlen die 
Beziehung z < o statt. 

4. Nicht jeder reellen Zahl braucht ein Element S aus & zu entsprechen. 
Ist z. B. £ der Körper R, so sind seinen Elementen ja nur die rationalen 
Zahlen zugeordnet. Ist g eine reelle Zahl, der tatsächlich ein Element S aus 
& entspricht, so kann der Zahl o und allen zu o gleichen Zahlen kein zu dem 
Element S ungleieches Element aus $ entsprechen. Angenommen, die reelle 
Zahl t sei gleich ø, und der Zahl t entspreche ein Element T aus $; alsdann 
muß S = T sein. Wäre nämlich S # T, so müßte entweder S < T oder T< S 
sein. Diese Relationen würden aber im Widerspruch mit der Voraussetzung 
nach 3. die Relationen o < t bzw. t < o nach sich ziehen. 

Durch die in 1. bis 4. angestellten Betrachtungen ist gezeigt: Jedem 
Element aus & entspricht eine reelle Zahl; betrachtet man die Gesamtheit I 
aller dieser reellen Zahlen, die den Elementen aus & entsprechen, so sind die 
Elemente von & und das System Æ einander eindeutig umkehrbar zugeordnet, 
wenn gleiche Elemente aus & einerseits, gleiche reelle Zahlen andererseits als 
nicht verschieden gelten; die Zuordnung ist ähnlich. 

Wir beweisen nunmehr den Isomorphismus unserer Zuordnung für die 
Addition. Die Ungleichungen R, S SSR, und Q, S TSQ, ziehen nach 
Satz IV auf Seite 57 die Ungleichungen R,+Q,=S+T=R,+ Q; nach 
sich. Dem Element S + T aus & entspricht daher die Zahl 


ra + y 
f w) = (P) (2) 04s. 
a A Ta An 


Unsere Zuordnung ist also tatsächlich, wie gezeigt werden sollte, in bezug auf 
die Addition isomorph. 

Wir haben sehließlich noch den Nachweis zu führen, daß unsere Zu- 
ordnung auch in bezug auf die Multiplikation isomorph ist. Wir setzen zu- 
nächst voraus, daß die Elemente S und 7 zu dem für die Addition neutralen 
Element N in der Beziehung N < S und N < T stehen. Alsdann kann man 
die rationalen Zahlen r, und 7, ebenso wie q, und q,', die zur Bildung von 
R,= Tt, E, R; =r; E, Q,=4, E, Q =q, E verwendet wurden, ausnahmslos 
positiv wählen; hierdurch werden R,, R,,Q, und Q, sämtlich > N. Infolgedessen 
ergibt sich aus R, S SS R, und Q, S TS Q,’ nach Satz VII auf Seite 58, 
daß R,-Q,=S:T=R,:-0Q, ist. Dem Element S- T entspricht daher die Zahl 


É ; p Ri er) 
, ron nl Pannes 
Ta * An Ta In 
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Nunmehr sei von den miteinander zu multiplizierenden Elementen aus & das 
eine negativ, S=— S’, das andere T positiv. Dem Element $’ sei die reelle 
Zahl g’, dem Element S sei die reelle Zahl ø zugeordnet. Da die Zuordnung 
zwischen den Elementen aus ę und den reellen Zahlen in bezug auf die Addition 
bereits als isomorph erwiesen ist, so folgt aus der Gleichung S + S’= N, daß 
c += 0, d.h.o=- o’ sein muß. Da S’ und T positive Elemente aus & 
sind, so entspricht dem Element S’.7T, wie bereits bewiesen, die Zahl o’- r. 
Aus der Gleichung S.T +5’. T= N folgt, wenn å eine dem Element S. T 
zugeordnete, zunächst unbekannte Zahl ist, daB} + o't = 0, d.h.i=- vo r=or, 
da 0’=— ø. Dem Produkt S- T entspricht also auch, falls ein Faktor negativ 
ist, das Produkt o-r. In gleicher Weise läßt sich der Fall erledigen, daß 
beide Faktoren negativ sind. Mithin ist die Zuordnung zwischen den Ele- 
menten aus Ẹ und den reellen Zahlen in bezug auf die Multiplikation all- 
gemein als isomorph erwiesen. 

Sehen wir das System der reellen Zahlen als bekannt an, so haben wir, 
wie es Satz VII behauptet, nachgewiesen, daß man jedem Element eines 
Körpers &, der den 6 Ungleichheitspostulaten U,) bis U.) genügt, 
eindeutig eine reelle Zahl zuordnen kann. Auf diese Weise erhält 
man ein System I reeller Zahlen, das einen zu dem vorgelegten 
Körper £ isomorphen und ähnlichen Körper bildet. Von dem 
System Z% ist beweisbar und oben auch bewiesen, daß es alle ratio- 
nalen Zahlen enthaltenmuß. Führt man aber nicht noch ein beson- 
deres Postulat über die Natur des Körpers & ein, so kann man 
nicht beweisen, daß das System Æ% die Gesamtheit aller reellen 
Zahlen umfaßt, und dies ist auch im allgemeinen nicht der Fall. 


Ist o = pa eine beliebige reelle Zahl und bildet man aus den rationalen 


Zahlen r,, 7, (n =1, 2,...) die Elemente R,=7, E und Rp =r; E, so 
braucht der Körper & nicht stets ein Element S zu enthalten, für das 
R,<S<R,(n=1,2,... ist: Um bei unserer ähnlichen und. iso- 
morphen Zuordnung eine eindeutig umkehrbare Beziehung 
zwischen den Elementen des Körpers und sämtlichen reellen Zahlen 
zu erhalten, müssen wir einen Körper betrachten, der noch ein 
weiteres Postulat erfüllt. Wir betrachten den Körper X, der die 
Gesamtheit aller Elemente umfassen soll, die mit den Un- 
gleichheitspostulaten U,) bis Us) verträglich sind, so daß es nicht 
möglich ist, aus &* durch Hinzufügen neuer Elemente einen um- 
fassenderen Körper abzuleiten, der alle Elemente des Körpers QX 
enthält und für den ebenfalls die 6 Ungleichheitspostulate U,) 
bis U,) bestehen. Von dem Körper £* sagen wir, daß er das Voll- 
ständigkeitspostulat! erfüllt. 

Nach Satz IV kann ę* keine anderen Elemente $ enthalten als solche, 
fürdie BR, S SSR, ist, wobei R,=r,E, R=r/ E(mn=1,2,...) ist und die 


z 
rationalen Zahlen r,, 7„ eine reelle Zahl | p definieren. Ist nun umgekehrt 


Er) eine reelle Zahl und würde ę* kein Element S enthalten, für das 
Ta 


1 Vgl. HILBERT an dem Seite 156 angegebenen Orte, Seite 22. 
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R, S SS R; (n = 1, 2, ...) wäre, so könnte man aus X einen umfassenderen 
r 

Körper konstruieren; wir würden nämlich mit Hilfe jeder Zahl | g ‚ die im 
Ta 


Körper X kein Abbild hat, ein in X nicht vorhandenes Element S definieren, 
so daß für dieses die Ungleichungen R,< S < R, (n = 1, 2, 3,....) bestehen, 
und alsdann in einem den Körper X umfassenden Körper, der das Abbild 
der Gesamtheit aller reellen Zahlen ist, die Relationen =, < sowie die Opera- 
tionen + und - (soweit sie noch nicht definiert sind) mit Hilfe unserer Kennt- 
nisse über die Elemente aus R so erklären, daß die Körperpostulate und die 
Ungleichheitspostulate wieder erfüllt wären. Dieser Körper würde dann mit 
dem der Gesamtheit aller reellen Zahlen isomorph und ähnlich sein und &* 
umfassen. Der Körper £* würde also gegen die Voraussetzung nicht der 
größte mögliche Körper sein, dessen Elemente allen Postulaten genügen. 

Wir können demnach folgenden Fundamentalsatz aussprechen: Jeder 
Körper 8%, dessen Elemente den 6 Ungleichheitspostulaten U,) 
bis U,) genügen und der außerdem derart vollständig ist, daß er 
alle mit den Postulaten vereinbaren Elemente umfaßt, läßt sich 
auf eine und auch nur auf eine einzige Weise der Gesamtheit der 
reellen Zahlen isomorph und ähnlich zuordnen. Anstatt sich des 
Vollständigkeitspostulats zu bedienen, kann man den Körper &* auch so 
festlegen: &X ist ein Körper, dessen Elemente den Ungleichheits- 
postulaten U,) bis U,) genügen und der außerdem noch ein 
weiteres Postulat erfüllt, zu dem man auf folgende Weise gelangt: 
Tas Tn (n=1,2,...) seien zwei Systeme rationaler Zahlen, die eine 
reelle Zahl er bestimmen. &* muß dann, wie beweisbar ist, 
stets Elemente R,, R, (n = 1, 2, ...) enthalten, die gleich r,E, r, E 
sind. Das zu den Ungleichheitspostulaten U,) bis U.) hinzu- 
kommende Postulat, das den Körper * bestimmt, lautet: QX soll 
für irgend welche zusammengehörige Folgen R, , R, (n = 1, 2, ...) 
von der obigen Beschaffenheit stets wenigstens ein Element S 
enthalten, für das R,=S=R, ist. Man beweist alsdann, daB &X für 
irgend zwei zusammengehörige Folgen R,, R, (n = 1, 2, ...) stets nur ein 
einziges solches Element $ enthält, wenn gleiche Elemente des Körpers 
als nicht verschieden gelten; denn sonst würden ungleichen Elementen von &* 
gleiche reelle Zahlen entsprechen (vgl. Satz VII unter 4). 

Wir haben im zweiten Kapitel die Gesamtheit der reellen Zahlen 
„genetisch“ durch Erweiterung des Systems der rationalen Zahlen eingeführt. 
Die obige Festlegung des Systems &*X enthält nun auch noch eine abstrakte 
oder postulatorische Einführung der reellen Zahlen, insofern sie die- 
jenigen Voraussetzungen aufzählt, aus denen man alle Sätze über die Ver- 
knüpfung der reellen Zahlen durch rationale Operationen und ihre auf der 
Relation < beruhenden Eigenschaften mittels logischer Schlüsse herleiten kann. 
Wir haben als nicht definierte Grundbegriffe: ein System von Elementen, zwei 
Relationen = und <, sowie zwei Operationen + und - verwendet. Die Be- 
zeichnungen haben wir zwar der Arithmetik entlehnt, aber von unseren ge- 
nannten Grundbegriffen sollte nichts weiter bekannt sein, als was in den Gleich- 
heitspostulaten, den 10 Körperpostulaten, den Postulaten U,) bis U,) und schließ- 
lich dem Vollständigkeitspostulat enthalten ist. Wir haben bewiesen: Hat man 
einen solchen vollständigen Körper 8%, so kann man jedem Element aus $* 
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auf eine und auch nur auf eine einzige Weise eine reelle Zahl und die ihr 
gleichen zuordnen, so daß die reellen Zahlen hierdurch erschöpft werden und 
jeder über den Körper * durch logische Schlüsse bewiesene Satz in einen 
richtigen Satz über reelle Zahlen übergeht; dabei hat man die für das System Q* 
unbestimmt gelassenen Relationen = und < und die ebenfalls nicht definierten 
Operationen + und » für die reellen Zahlen als Gleichheit, größer, Addition 
und Multiplikation in gewöhnlichem Sinne aufzufassen und für die Elemente 
von QX die ihnen entsprechenden reellen Zahlen zu setzen. Diese Beziehung 
ist umkehrbar, d.h. man kann auch über die reellen Zahlen in bezug auf 
die Zeichen =, <, + und - keine anderen Aussagen als über das System &X 
machen. Wie man mit Hilfe eines Wörterbuches jedes Wort von einer Sprache 
in eine andere überträgt, so kann man jeden Satz über das System &X, der 
auf den Begriffen =, <, + und - basiert, in einen Satz über reelle Zahlen 
umsetzen und umgekehrt. 


8 6. 


Die reellen Zahlen und die Punkte einer Geraden. 


Die reellen Zahlen lassen sich mit den Punkten einer Geraden in Zu- 
sammenhang bringen. Man kann nämlich rein geometrische Postulate, d.h. 
gewisse möglichst im Einklang mit unserer räumlichen Anschauung stehende 
Annahmen aussprechen! und auf Grund dieser für die Punkte einer Geraden 
eine Addition, Multiplikation und den Begriff „größer“ so einführen, daß die 
Punkte einer Geraden als die Elemente eines Körpers erscheinen, die den 6 Un- 
gleichheitspostulaten U,) bis U,) des vorigen Paragraphen genügen. Von der 
Erörterung der hierzu erforderlichen geometrischen Postulate und Begriffe 
sehen wir ab, wir wollen nur darlegen, was unter Gleichheit, Addition, Multi- 
plikation und der Relation < für die Punkte der Geraden verstanden werden 
soll. Diese Begriffe werden geometrisch auf eine von den für die reellen 
Zahlen eingeführten Begriffen unabhängige und verschiedene Weise erklärt. 
Man wähle auf der Geraden willkürlich einen festen Punkt O. Auf einem 
der zwei Halbstrahlen, in die die Gerade durch den Punkt O zerfällt, nehmen 
wir einen willkürlichen Punkt E an. Den Halbstrahl, auf dem E liegt, 
bezeichnen wir als den positiven, den anderen als den negativen Teil der 
Geraden. 

Jeder Punkt der Geraden gelte als mit sich selbst und nur mit sich 
selbst gleich. Sind A und B zwei beliebige Punkte der Geraden, so soll 
unter ihrer Summe © = A + B der Punkt C verstanden werden, der sich ergibt, 
wenn man von A aus nach Länge und Richtung die Operation vornimmt, die 
von O nach B führt. 

Unter dem Produkt P = A. B soll ein Punkt verstanden werden, der auf 
dem positiven oder negativen Halbstrahl liegt, je nachdem sich A und B auf 
gleichem oder verschiedenem Halbstrahle befinden. Dabei werde die Länge OP 
folgendermaßen bestimmt: Man konstruiere ein rechtwinkliges Dreieck O'A’ E’ 
mit den Katheten O'A’. und O'E’, die die gleiche Länge wie OA bzw. OE 
haben, wähle auf der Kathete O'E’ oder eventuell ihrer Verlängerung einen 
Punkt B’, so daß O’B’ gleiche Länge wie OB hat, und ziehe schließlich 


1 Vgl. HILBERT, an dem Seite 156 angegebenen Orte; F. ScHUR, Analytische 
Geometrie, Leipzig 1898, Einleitung; F. SCHUR, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1909. 
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durch B’ eine Parallele zu A’E’, die die Kathete O'A’ in einem Punkte P’ 
trifft. Man bestimme O P von gleicher Länge wie O’ P’. 

Von zwei Punkten A und B der Geraden heiße A < B, falls es auf dem 
positiven Halbstrahl einen Punkt R gibt, so dB B = A + R ist. 

Die geometrischen Postulate sollen so gefaßt sein, daß die Punkte der 
Geraden, wenn man =, <, + und » im obigen Sinne erklärt, einen Körper 
bilden, der den Postulaten U,) bis U,) genügt. Tatsächlich schreibt man ja 
in der Euclidischen Geometrie den Punkten der Geraden die gewünschten 
Eigenschaften zu. Alsdann können wir auf die Punkte der Geraden die im 
vorigen Paragraphen für einen Körper & abgeleiteten Sätze anwenden: Man 
kann demnach den Punkten der Geraden, nachdem man auf ihr 
den Nullpunkt O und den Einheitspunkt E gewählt hat, auf eine 
einzige Art und Weise reelle Zahlen eindeutig umkehrbar so zu- 
ordnen, daß zwischen den Punkten der Geraden und den zu- 
geordneten reellen Zahlen für die Addition und Multiplikation 
lsomorphismus und für die Relation < Ähnlichkeit herrscht. 

Diese Zuordnung ist nach den allgemeinen im vorigen Paragraphen be- 
wiesenen Resultaten von folgender Art: Jeder rationalen Zahl entspricht ein und 
auch nur ein Punkt der Geraden; im besonderen entsprechen einander die Zahl 0 
und der Punkt OÖ, die Zahl 1 und der Punkt Æ. Hat man einen beliebigen Punkt S 
der Geraden, so lassen sich für ihn stets Bildpunkte R,, R, (n=1,2,...) 
rationaler Zahlen »,,r, (n=1,2,...) finden, so dab R,=S=R, ist und 
ra eine reelle Zahl definiert.! Sind Q,, Q, (n = 1, 2, ...) ebenfalls Bild- 
punkte rationaler Zahlen q,, q, (n = 1, 2, ...) die mit dem nämlichen Punkt $ 
der Geraden in der Beziehung Q, S S5 Q,’ stehen und definiert auch f) 
An 
In 
gleiche Zahlen als nicht verschieden gelten, eindeutig bestimmt; sie ist die 
dem Punkte S entsprechende reelle Zahl und heißt seine Maßzahl oder Ab- 
szisse, präziser ausgedrückt, Maßzahl in bezug auf den Punkt O als Null- 
punkt und E als Einheitspunkt. Während jedem beliebigen Punkte der Ge- 
raden sich eine reelle Zahl und die ihr gleichen zuordnen lassen, kann man 
für eine beliebig vorgelegte reelle Zahl, wofern man von den Punkten der Ge- 
raden nur weiß, daß sie einen Körper bilden, der den 6 Ungleichheitspostulaten 
genügt, logisch bloß beweisen, daß zwischen gleichen Zahlen und ungleichen 
Punkten der Geraden und zwischen ungleichen Zahlen und demselben Punkt 
der Geraden kein Entsprechen stattfinden kann (vgl. Satz VIL unter 4 und 2 
auf Seite 185). 

Es ist aber zunächst nicht beweisbar, daß jeder beliebig ge- 
gebenen reellen Zahl ein Punkt der Geraden entsprechen muß, 


eine reelle Zahl, so ist ( ) wie m . Die so gewonnene Zahl 67) ist, wenn 
Ta Ta 


1 Die Aussage des Textes kann in mehr geometrischer Form folgendermaßen 
gefaßt werden: Man kann zu jedem Punkt der Geraden zwei Punktfolgen 
R, Ry @=1, 2,...) von Bildpunkten rationaler Zahlen, d. h. Punkten, die 
sich durch Teilung der Strecke O Æ und Vervielfachung dieser oder ihrer Teil- 
strecken ergeben, so finden, daß erstens R, S R,+,, zweitens A,’ +, S Ep, drittens 
R, S Rọ, (n =1, 2,...) ist und. viertens der Abstand R, R, mit wachsendem n 
unter jede noch so kleine Strecke O P sinkt und stets den Punkt & einschließt. 
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wenn man von den Punkten der Geraden nicht mehr weiß, als daß 
sie einen Körper bilden, der den sechs Ungleichheitspostulaten 
genügt. 

Es seien r,, r, (n = 1, 2,...) rationale Zahlen aus zwei zusammen- 


gehörigen Definitionsfolgen, die die reelle Zahl A bestimmen. Wenn dieser 
Ta 


Zahl kein Bildpunkt auf der Geraden entspricht, so enthält die Gerade 
zwei Folgen von Bildpunkten R,, R, (n=1, 2, ...) rationaler Zahlen 
Ta Tn (n=1,2,...) aus zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen, ohne 
daß auf ihr ein Punkt existiert, für den R, = SS E; (n=1,2,...) ist; 


es würde also die Zahl, () nicht als Abszisse eines Punktes der Geraden 


n 


auftreten. Diese Möglichkeit ist dann ausgeschlossen, wenn man für die 
Erklärung des an sich undefinierten Begriffes „Punkt“ das Postulat! auf- 
stellt: Auch jeder Komplex von Punkten R,, R, (n=1, 2,...) der 
Geraden, die Bildpunkte rationaler Zahlen aus zwei zusammen- 
gehörigen Definitionsfolgen sind, hat als mindestens ein Punkt S 
der Geraden zu gelten, für den R, S S S R, (n = 1, 2,...)istund mit 
dem ebenso, wie mit jedem anderen auf der Geraden ursprünglich 
angenommenen Punkt operiert werden soll. Diese Punkte haben wir 
nicht gefordert, sondern definiert. Das Postulat bezieht sich nur darauf, daß 
man auch diese Punkte in die geometrische Betrachtung einbeziehen soll, also 
nicht zu enge Geometrie, etwa bloß Geometrie der Bildpunkte rationaler Zahlen, 
treiben soll. Auf Grund des obigen Postulats ist beweisbar, daß jedem Kom- 
plex Ra, Re n=1,2,...) nur ein einziger Punkt der Geraden ent- 
spricht; denn sonst entsprächen ungleiche Punkte gleichen Zahlen. Verlangt 
man, daß auch die zuletzt definierten Objekte als Punkte der Ge- 
raden zu gelten haben, so entsprechen die Punkte der Geraden und 
die Gesamtheit aller reellen Zahlen (nieht etwa möglicherweise 
bloß ein Teilsystem der letzteren) in bezug auf den Punkt Oals 
Nullpunkt und den Punkt Æ als Einheitspunkt einander auf eine 
und nur auf eine Weise eindeutig umkehrbar, isomorph und 
ähnlich. 

Anstatt die eindeutige Umkehrbarkeit der Beziehung zwischen den 
Punkten einer Geraden und sämtlichen reellen Zahlen derart zu gewinnen, 
wie es eben geschehen ist, kann man sie auch erhalten, wenn man für die 
Erklärung des an sich undefinierten Begriffes „Punkt“ postuliert: Als Punkte 
der Geraden soll das vollständige System aller Elemente be- 
trachtet werden, die damit vereinbar sind, daß die Punkte der 
Geraden den Körperpostulaten und den sechs Ungleichheitspostu- 
laten genügen. Es soll also der ganze mögliche Wertreichtum von Punkten 
der Geraden betrachtet werden, so daß zu ihnen kein Element mehr zugefügt 
werden kann, ohne daß wenigstens eine der in den Postulaten ausgesagten 
Beziehungen =, <, + und -~ ihre Gültigkeit verliert. Durch diese Forderung 
der Vollständigkeit werden die Punkte der Geraden ein Körper $%, wie wir 


1 Vgl. hierzu F. SCHUR, Grundlagen der Geometrie, S. 183; siehe auch DEDE- 
KIND, an dem auf S. 63 angegebenen Orte und G. CANTOR, Math. Annalen 5, 
128 (1872). 
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ihn im vorigen Paragraphen studiert haben, d. h. jedem Punkt entspricht eine 
Zahl. Angenommen, irgend eine Zahl K hätte keinen Bildpunkt auf der 
Ta 


Geraden, so würden wir den rationalen Zahlen »,,r, (n = 1, 2, ...) Punkte R,, 
R, auf der Geraden entsprechen lassen und einen bisher nicht vorhandenen 
Punkt S auf der Geraden durch die Festsetzung R, S< SS R, definieren. 
Für die so eingeführten Punkte würde man dann im Anschluß an das bereits 
bekannte Operieren mit den Bildpunkten rationaler Zahlen die Relationen =, 
< und die Operationen + und » erklären, z. B. ist außer S noch T irgend 
ein Punkt, der durch Q, S TSQ, bestimmt ist, wobei ©,, Q; (n=1,2,...) 
Bilder rationaler Zahlen q,a, gn (n =1,2,...) aus zwei zusammengehörigen 
Definitionsfolgen vorstellen, so soll als Punkt U=S+T der durch 
R+ Q SUS R; + 0Q, bestimmte Punkt gelten. In dem erweiterten System 
von Punkten der Geraden würden dann auch die Körperpostulate und die 
sechs Ungleichheitspostulate gelten, also wäre die Gerade, wenn sie nicht zu 
jeder Zahl einen Bildpunkt hätte, nicht in dem Sinne vollständig, wie es für 
die Definition ihrer Punkte gefordert war. Betrachtet man also die 
Punkte der Geraden als einen Körper, der auch noch die 6 Un- 
gleichheitspostulate U,) bis U,) und das Vollständigkeitspostulat 
erfüllt, so kann jede Aussage über die Verknüpfung der reellen 
Zahlen durch die Zeichen =, <, + und » als eine solche über die 
Punkte einer Geraden angesehen werden und umgekehrt. 


Viertes Kapitel. 
Potenz und Logarithmus. 


81. 
Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten. 


. Ist œ eine beliebige reelle Zahl, so versteht man unter «°, æ’, ... ein 
Produkt aus zwei, drei usw. Faktoren, die alle gleich æ sind. Die Zahl «æ 
selbst bezeichnet man auch mit «!. Die so definierten Zahlen g” (n = 1, 2, 3,...) 
heißen die ganzen positiven Potenzen von a. 

AR a} 

» —— — USW. 
a Q a a a 
ableiten; diese bezeichnet man mit a=!, «=?, «=? usw. und nennt sie die 
ganzen negativen Potenzen von æ. Unter «° versteht man, wenn 
a # 0 ist, ausnahmslos die Zahl 1. 

Bei æ” heißt « die Basis oder Grundzahl der Potenz, n der Ex- 
ponent. Wir heben besonders hervor, daß für « = 0 die Potenz a” nur für 
n > 0 definiert wurde und dann ausnahmslos den Wert 0 hat. Daß für « = 0 
und n=0 die Potenz æ” nicht eingeführt wird, hat seinen Grund darin, daß 


Ist « # 0, so kann man aus « auch die Zahlen + , Rn 


für «= 0 früher = ausgeschlossen wurde und sowohl die Definition 0° = 1 
& 


als auch die Definition 0° = 0 die Gleichmäßigkeit unterbrechen würde. 
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Wie wir von früher wissen, bilden die reellen Zahlen bei Ausschluß der 
Null in bezug auf ihre gewöhnliche Multiplikation eine kommutative Gruppe. 
Daher können wir die Betrachtungen zu Beginn des Kapitels III, $ 1 einfach 
auf den Potenzbegriff übertragen und brauchen, um zu den Potenzen einer 
Zahl æ zu gelangen, nur die unbestimmte Operation o als Multiplikation auf- 
zufassen, also für das früher definierte a” nunmehr a” treten zu lassen. 
Hieraus ergibt sich: Ist œ irgend eine zu 0 ungleiche Zahl und versteht man 
unter a” (n = 0, +1, + 2, ...) eine reelle Zahl, so werden alle in der Folge: 


a REN ET, E A 
auftretenden Zahlen durch die zwei Gleichungen 
(1) =a, 
(2) ati mag n=0 3, =#2-..9 


eindeutig definiert (vgl. die Gleichungen (1) und (2) auf Seite 158). Z.B. wird 
für n = 0 nach (2) a’t!=.o°%.«a oder nach (1) a! = «°.«!. Durch Division 


mit a! folgt hieraus 1 = «°. Für n = —1 erhält man aus (2) a=!+!= ar!.« 

oder @ = a!.a, d. h. nach dem bereits bewiesenen Resultat 1 = ar!.« 
1 

oder a=!=—. 


& 

Überträgt man die Sätze I bis III auf Seite 158—160 in die neue Be- 
zeichnungsweise, so findet man die folgenden grundlegenden Gleichungen, 
bei denen «œ und ĝ beliebige zu 0 ungleiche, q und q, irgendwelche ganze 
positive oder negative Zahlen einschließlich Null bedeuten: 


(3) al. atam at £ 
(4) (at = 0? ; 
(5) ate B1 = (a: p). 


Aus (5) ergibt sich 


Mithin ist 
a\T 0? 
6 Ea er 
i (3) g? 
Wählt man in (6) für œ die Zahl 1, so erhält man 
en =}, 
Pr p 


In der Gleichung (3) ist als Spezialfall enthalten, daB «°. a7? = a!"!=a'=1 
ist. Mithin hat man 


7 MET A API Wi j nach (6) 
(1) zz b 
Aus (7) folgt 
Lu 1 Be De 
at at 


www.rcin.org.pl 


Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten, 193 


beachtet man die Gleichung (8), so erhält man; 


q 
G er a9 h 


(8) 7 
Die Gesamtheit der reellen Zahlen bildet nach Ausschluß der Null in 
bezug auf die Multiplikation zwar eine kommutative Gruppe, aber keine 
Wurzelgruppe. Für die Gesamtheit der reellen Zahlen trifft nämlich weder 
das Postulat Gr,) noch das Postulat Gr,) (vgl. Seite 160) zu; denn für ganz- 
zahlige gerade m hat die Gleichung x" = 1 die zwei Lösungen +1 und -1, 
während die Gleichung x? = —1 durch keine reelle Zahl befriedigt wird. 
Daher lassen sich die Sätze IV—VI des Kapitels III, § 1 auf 8.161 nicht 
auf die Potenzen mit ganzzahligen Exponenten übertragen, solange man für 
die Basen beliebige zu Null ungleiche reelle positive und negative Zahlen zuläßt. 
Im $ 3 werden wir nachweisen, daß die positiven reellen Zahlen für sich allein 
in bezug auf ihre multiplikative Verknüpfung eine Wurzelgruppe bilden. 
Beschränkt man daher die Basen derart, daß sie nur positive Werte annehmen 
sollen, so wird man weitergehende Sätze erhalten, als wir sie in diesem 
Paragraphen abgeleitet haben. 

Ehe wir diesen Paragraphen schließen, leiten wir noch drei Hilfssätze 
ab, die uns im folgenden vielfach nützlich sein werden. 

Hilfsatz I. Sind « und ĝ zwei beliebige positive Zahlen und 
ist æ < ĝ, so gilt, wenn m eine beliebige ganze positive Zahl ist, 
die Ungleichung «e”"< ĝ”. Der Beweis ergibt sich durch den Schluß von 
k auf k +1 mit Hilfe von Satz VII auf Seite 58. 

HilfssatzII. Ist k irgend eine reelle Zahl und 1+h>0, so 
ist, falls m eine ganze positive Zahl bedeutet, 1+A”=1+mh, 
wobei das Gleichheitszeichen nur für m = 1 oder für k =0 und be- 
liebiges m gilt. Der Fall m = 1 ist evident, ebenso der Fall k = 0 bei be- 
liebigem m. Wir nehmen daher von nun an #0 an. Für m = 2 hat man 
(1+A)?=1+2h+ k? oder, da k? stets einen positiven Wert hat, (1 + k)? > 1 + 2h. 
Die zu beweisende Ungleichung gilt also für m = 2. Wir nehmen nunmehr 
ihre Richtigkeit für irgend eine ganze positive Zahl m=% an. Aus (1 +h) >1 +h k 
folgt alsdann durch Multiplikation mit der positiven Zahl (1 + k), daß 


C E ERA E A odr (+! ı+k+lDh+kn. 


Da kh? einen positiven Wert hat, so ist um so mehr (1+A*!>1+(k+1)h. 
Findet also die zu beweisende Ungleichung für irgend eine ganze Zahl m = k 
statt, so gilt sie auch noch für m = k +1. Mithin ist unsere Ungleichung 
durch den Schluß von k auf k + 1 für alle m = 2 erwiesen. 
Aus dem Hilfssatz II leiten wir leicht ab 
Hilfssatz III. Ist «> 1 und @ eine beliebig vorgegebene posi- 
tive Zahl, so kann man stets ganzzahlige positive Werte æ finden, 
so daß œ” > @ wird. Diese Ungleichung tritt sicher ein für alle 
ganzzahligen z, die gleich oder größer gewählt werden, als die 
Aa 
Zum Beweise setzen wir im Hilfssatz II A=«-1, ao a=1+h 4 
Alsdann wird 
(9) «= 1 + m(e-— 1). wN N 
Loewy, Algebra. 4s ` yatt 
A | AOL 
www.rcia,rg.pl * 
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nächste oberhalb 


gelegene ganze positive Zahl. 
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Man wähle m als die nächste oberhalb mt gelegene ganze positive Zahl 


1 
Sr folgt, da nach Voraussetzung «@>1, 


also œ — 1 positiv ist, m (x — 1) > G — 1. Demnach ergibt sich aus (9) «" > G. 
Wählt man also für x die nächste oberhalb 


oder größer als diese. Aus m > 


ur: gelegene ganze positive 


Zahl oder irgend eine größere ganze Zahl, so ist, wie bewiesen werden sollte, 
a" >Q. l 


8 2. 
Das Wurzelziehen. 


Satz I. Ist æ eine beliebige reelle positive und m eine be- 
liebige ganze positive Zahl, so gibt es stets eine reelle positive 
Zahl & und keine zu ihr ungleiche, deren m“ Potenz gleich « ist. 
Man drückt diesen Satz auch so aus: Die reine Gleichung z&"=« hat 
für œ > 0 stets eine und auch nur eine positive Lösung. 

Da der Fall m = 1 trivial ist, nehmen wir für das folgende m = 2 an. 
Zum Beweise betrachten wir die Folge von Zahlen 0”, 1”, 2”, 3", .... Diese 
wachsen nach dem Hilfsatz I (S. 193) beständig und zwar über jede noch so 
große positive Zahl hinaus, da, abgesehen von den zwei ersten, jede der Zahlen 
der hingesehriebenen Folge. größer als ihre Basis ist. Hieraus schließt man, 
daß die obige Folge entweder eine ganze positive Zahl y, enthält, für die 
y? =. wird, womit die Existenz einer Zahl & der gesuchten Beschaffenheit 
bewiesen wäre, oder zwei aufeinanderfolgende Potenzen y? und (y, + 1)” auf- 
weist, für die y? < œ < (y, + 1)” ist. 

Im zweiten Falle teile man das Intervall von y, bis y, + 1 in 10 gleiche 
Teile und bilde: 


n {1s po Da u 
Aae E eag ae: e 2 a e a 
Da diese Zahlen nach dem schon oben benützten Hilfssatz I beständig wachsen 


m 
und œ zwischen y? und (y, + 1)” liegt, so muß entweder « = (r + L) 


sein oder es muß sich y, so bestimmen lassen, daß 


ER 1 m 
(n+) <a < [r +t +) 


wird; hierbei bedeutet y, eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., 9. Sollte œ = (r + L) 


sein, so ist y, + 2 eine Zahl &, wie wir sie suchen. Sonst fährt man auf 


diese Art fort, indem man zunächst 
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bildet. Entweder findet man nach einer endlichen Anzahl von Schritten eine 
Zahl &, deren m‘ Potenz gleich « ist, in Form eines endlichen Dezimalbruches 
oder es ergeben sich zwei unendliche Folgen von rationalen positiven Zahlen: 


Qi = Yis m=y tte, n =y tAE +T, ..3 
r 1 5 1 
a =arl, a ha Ser, = ty ... 


so daB an <a < al” ist. Die rationalen Zahlen a,, a,(n=1, 2,3, ...) 


nl nämlich (vgl. S. 85) den unendlichen 
a 


n 


definieren eine reelle Zahl & = | 


Dezimalbruch y, + -2 + -7% ... Nach der Multiplikationsregel (S. 68) ist 


10 10? 
m m m 
(N. ee, 85, RE 
rm m , 
Qi; 9, Az, . 


Nun war ap <œ <a”. Hieraus folgt nach Satz II auf Seite 82, daß "= æ 


ist. Mithin ist der Dezimalbruch ë = y, + r + T +... eine Zahl, wie wir 


sie suchen. 

Wir führen noch den Nachweis, daß keine zwei ungleichen positiven 
Zahlen &, und ë, existieren können, für die f = æ und 7 = æ ist. Aus den 
zwei letzten Gleichungen würde &7 = 7 folgen. Wären &, und ë, ungleich, so 
müßte eine dieser zwei positiven Zahlen größer als die andere sein; es sei 
etwa č, < ë. Aus dieser Ungleichung würde f < %7 im Widerspruch zu der 
Gleichung &7 = ë% folgen. Mithin muß &, = ë, sein. 

Definition: Man bezeichnet die nach Satz I existierende und zwar ein- 
deutig bestimmte positive Zahl &, deren m Potenz (m > 0) gleich æ ist (æ > 0), 


m 
als die m® Wurzel aus « und schreibt &= Væ. Man dehnt diese Definition 


m 
noch auf den Fall œ = 0 aus. Für ø = 0 versteht man unter YO die Zahl 0, 
also die einzige reelle Zahl, deren m' Potenz gleich 0 ist. 


m 
Bei Va heißt æ der Radikand, m der Exponent der Wurzel. Die 
Bestimmung der m“" Wurzel heißt Radizieren oder Wurzelziehen 
(m = 1, 2, 3, ...). 
Bei der Definition des Wurzelziehens haben wir zwei Beschränkungen 
eingeführt, nämlich erstens sollte der Radikand « stets positiv sein, zweitens 


m 
sollte unter ë = Væ die einzige positive Lösung der Gleichung x” = æ ver- 
standen werden. Die Mittel zur Aufhebung dieser Einschränkungen liefert die 
Theorie der imaginären Zahlen. Im folgenden soll an diesen Einschränkungen 
festgehalten werden. Die erste Einschränkung ist erforderlich, weil die 
Gleichung x”= « für negatives « und gerades m keine reelle Lösung hat, die 
zweite, um Zweideutigkeiten zu vermeiden, weil x”= æ für positives « und 


m m 
gerades m zwei’ reelle Lösungen, nämlich æ und — Ye, besitzt. 
Für negatives « und ungerades m könnte man an die Ausdehnung des 


Wurzelbegriffes denken, indem man die reelle Lösung — Y— æ der Gleichung 
13* 


www.rcin.org.pl 


196 Grundlagen der Arithmetik. 


x"= a als Wurzel einführt. Diese Erweiterung des Wurzelbegriffes hat für 
den hier eingenommenen Standpunkt keinen großen Wert, sondern stört nur 
die Einheitlichkeit und unterbleibt daher, 


Durch Satz I haben wir die Existenz von Ya für æ > 0 gezeigt und 
durch den Beweis auch eine Methode zur Bestimmung dieser Zahl gegeben. 


m 
Es wurde æ in Form eines Dezimalbruches erhalten, bei dem die einzelnen 
Dezimalstellen der Reihe nach gefunden wurden. Hätte man beim Beweise des 
Satzes I das Intervall in f (f beliebige ganze positive Zahl > 1) statt in 10 Teile 


m 
eingeteilt, so würde man Væ statt in der Form eines Dezimalbruches in der 
eines systematischen Bruches mit der Grundzahl f erhalten. 


m 
Wir geben noch einen zweiten Beweis für die Existenz von Ve; dieser 
wird ebenso wie derjenige von Satz I auch eine Methode zur numerischen 


m 
Berechnung von Væ liefern, die vor der des Satzes I noch den Vorzug hat, 
einheitlich zu sein und nicht auf Probieren zu beruhen. Wir formulieren dieses 
Verfahren als 
Satz II. Sind a und a irgend zwei beliebige positive Zahlen, 
m irgend eine ganze positive Zahl =2 und bildet man sich die 
zwei Folgen: 


m m rm 
a-—a a — a a — a; 
(1) a =a + et a; = a, + Pre Ba aa F — En ’ 
ma m a ma 
a a 
(2) RT ım—ı ? 7 ım—ı ? hon rm—ı ? aid 
a, 2 s 


so ist die zweite Folge aufsteigend, die erste absteigend, und beide 
bilden zwei zusammengehörige Definitionsfolgen. Die durch 


(=) definierte Zahl ist positiv und hat die Zahl œ zur m!® Potenz. 
An 
Anders ausgedrückt: Die Zahl p 
Ay 

abhängig von der Wahl der Zahl a. 

Unter f sei im folgenden irgend eine beliebige positive Zahl ver- 

EF a — f"\" ef meta a 

standen. Wir bilden e As 7" ) . Dal+ 7 ua) > A positiv 
ist, können wir den Hilfssatz II auf Seite 193 anwenden und erhalten die Un- 
gleichung!: 


) ist die m" Wurzel aus a, un- 


u mm ul m a 
(1+ =i ) y eai oder > -wr' 


TA a m 
(3) (r + rn) =a. 
Die in (1) auftretenden Zahlen a, a’, ay, ... sind, wie aus ihrer Bildung: 
, m-1)a”+.« , m-Va”+o 
u: Be aan Gar i Fee m= d 
ma ma'i 


1 Das Gleichheitszeichen gilt nur für « = f”. 
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sukzessiv hervorgeht, sämtlich positiv, da æ und « positiv angenommen wurden. 
Wir können daher in (3) für f der Reihe nach die Zahlen a, a,’, a,', ... wählen 
und ersehen aus der Art und Weise, wie sie in (1) eingeführt sind, daß alle 
Potenzen a,’”, a5”, a", ... > sind. 


Die Differenz 


hat nach dem zuletzt gewonnenen Resultat einen Zähler, der niemals negativ ist. 
m—1 .i. . . ai , , r 
Da der Nenner ma/”, positiv ist, ergibt sich a — æ = 0, also aar m 


d. h. die Folge (1) ist absteigend. 
Daa,_, = a(n = 2, 3, ...) ist und die a/, positive Zahlen sind, so wird 


t 
n=l 


n—1 = 
Z = e Hieraus ergibt sich durch Erheben in die (m — 1)" Potenz und 
n n—ı mr 
Multiplikation mit der positiven Zahl «, dad —— = —Ž wird. Mithin ist 
an An-ı 


die Folge (2) eine aufsteigende Folge. Die Bildung der Differenz 


n n ‚mu, ‚m—1 
n n 


belehrt uns, da a” =œ war, daß a, — a„= 0 ist. Mithin erfüllen die zwei 

Folgen (1) und (2) auch die dritte für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen 

erforderliche Bedingung B,) auf Seite 150. Um den Nachweis zu führen, daß 
An 

| ) tatsächlich eine Zahl definiert, ist noch zu zeigen, daß, wenn s eine be- 
An 

liebig vorgegebene positive Zahl ist, man stets eine ganze positive Zahl % so 

finden kann, daß 


Gr ~ kpo < E (e=0, 1,2, ...) 


ist, also die Bedingung B,) auf Seite 151 erfüllt wird. Zu dem Zweck be- 
rechnen wir aus (1) und (2) den Wert der Differenz 


m m—i 
f 3 X Er [7 m—l, a t an ) 
n+l ni “n "E /m—1l T mi. m a ‚m—ı Ni m a’ 
MG, n+l n n+l 


Nun ist, da die Folge (1) absteigend ist, a, = a/ Mithin wird 


n+l’ 
a’ \m-ı 
| ki =l, 
An+ı 
also 
a’ m—1 1! 1 
Anti m mM. 


demnach hat man 
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ac a 


und erhält für die Differenz a, 


+i %4+1 die Ungleichung 


oder 


Die wiederholte Anwendung der zuletzt gefundenen Ungleichung liefert 
, DAT a 
Onti — Ongi S (1 P =) (a a). 
Setzt man in dieser Relation n = k + ø — 1, so ergibt sich: 
; 1 \k+o—1 ; 
akto — Akto = (1 I +) (a — a). 


Da 1 — + ein echter Bruch ist, so ist 


k+o—1 k—1 
ae 
m m 


und man hat 


1 i a A 
Da rer > 1 ist, kann man nach dem Hilfssatz III auf Seite 193 eine 
1 — — 
m 


k—1 ii 
ganze positive Zahl % finden, daß EE größer als die Zahl ——— 


nen ier 
m 
wird. Aus der Ungleichung 


i a — a, 


(1 x — € 
m 


ergibt sich schließlich az}, — a,,,<e(e=0,1, 2, ...). Hiermit ist gezeigt, 
daß 


) tatsächlich eine reelle Zahl ist. Diese ist positiv, da dasselbe von 


den Zahlen du, ay (n=1,2,...) gilt. 
Um noch den Wert der durch die Folgen (1) und (2) definierten Zahl zu _ 
bestimmen, beachten wir, daß, wie oben gefunden, a">a(m=1, 2, 3, ...) 


. . a Pr R A m 
ist. Ferner ist an=— —, also a'a," =a. Aus der für die zwei 
a 


n 
zusammengehörigen Definitionsfolgen bereits abgeleiteten Ungleichung B,) 
a, Sa, folgt a) ` Sa”, Mithin ist a” <«. Die Ungleichungen 


D EOST (n=1,2,...) 
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besagen nach dem Satz II auf Seite 82, daß die m‘ Potenz der durch die 


N. } 
zwei Definitionsfolgen (1) und (2) erklärten Zahl | ) gleich æ ist. Daß es 
an 


keine zwei solche ungleiche positive Zahlen gibt, ist bereits auf Seite 195 
gezeigt. Es ist also 
(2 
= x. 


An 


Die angegebene Methode der Bestimmung der m*" Wurzel geht auf 
Newron! zurück. „Die Zahlen der Folge (1) lassen sich geometrisch auf folgende 
Art gewinnen: Man betrachte die Kurve Y = X”- «æ, wobei X und Y die 
variablen Koordinaten bedeuten. Auf dieser Kurve wähle man einen Punkt 
mit der Abszisse X = a, der Ordinate Y = a”-.« und konstruiere in ihm die 
Tangente, deren Gleichung Y— (a”"— «) = ma”"!(X — a) lautet. Der Schnitt- 
punkt dieser Tangente mit der X-Achse hat die Abszisse œ’, = be. ar 
m m aami 
Wählt man für den Kurvenpunkt a, a™— « denjenigen mit der Abszisse a,’ 
und der Ordinate a,’"— «, so gelangt man zu a,’ usw. 

Für die numerische Berechnung sei erwähnt, daß für a praktisch eine 
Zahl gewählt wird, die der Ungleichung a” > œ genügt und von der man 
durch Probieren bereits weiß, daß sie sich der mt Wurzel aus « gut nähert. 
Ist a™ > a, so wird nach (1) 

m— i 


a aeg 
Be ; = ? 
m m. a"! 


und man hat a” > a," > œ, so daß a,’ der m Wurzel aus œ näher kommt 
als a. Wir geben noch als Beispiel einer numerischen Berechnung die Be- 


3 
stimmung von Y4. Die willkürliche Zahl a wählen wir zunächst gleich 
> = 1,66 ... Alsdann wird: 


EHA o eaa 
Tu a E — 1 a a_n l a i La 
een E T , 


und man hat (1,66...)? > (1,5911...) >4. Es ist also sicher 1,5912? > 4. 


3 


Operiert man jetzt statt mit + mit 1,5912 als Ausgangszahl a, so wird 


a R 
a'=+1,5912 + = 1,5874 ...., 


3. 1,5912? 
und man hat 1,5912° > (1,5874 ...) > 4. Man kann alsdann 1,5875 als bessere 
Ausgangszahl wählen und den Prozeß so fortsetzen. Wir begnügen uns 
4 


damit, aus a,’= 1,5874... die Zahl a, = 15874.. JF zu bilden. Dann ist 
3 Fr 


4 3 
| <4< (1,5874... Es ist aber 
y ... 


4 ME 
(1,5874...) 6s 


a,’ < a < a’, also | 


= 1,5872... 


1 Vgl. FOURIER, Analyse des équations déterminées (1831), deutsche Ausgabe 
in OSTWALDs Klassikern der exakten Wiss. Nr. 127, 8. 177. 
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3 
Mithin wird (1,5872 ...)? < 4 < (1,5874 ...)?. Folglich ist Y4 = 1,587... mit 
einer Genauigkeit auf drei Dezimalen. 

Zur Charakterisierung der m‘ Wurzel aus irgend einer positiven Zahl « 
leiten wir folgenden zahlentheoretischen Hilfssatz ab, der auch sonst von 
Wichtigkeit ist: 

Das Produkt zweier oder mehrerer ganzer positiver Zahlen, 
von denen jede einzelne teilerfremd zu einer ganzen positiven 
Zahl % ist, ist selbst teilerfremd zu &k. 

sı und s, seien zwei ganze positive Zahlen, von denen jede teilerfremd 
zu k ist. Angenommen, das Produkt s, »s, hätte mit der Zahl % einen gemein- 
samen Teiler d gemein, so müßten sowohl s, und d als auch s, und d teiler- 
fremd sein; denn sonst hätten s, und % bzw. są und k im Widerspruch mit 
unserer Voraussetzung, daß jede der zwei Zahlen s, und s, teilerfremd zu % 
sein sollte, einen gemeinsamen Teiler. Da s, - s, durch d teilbar, s, und d teiler- 
fremd sein sollten, so wäre nach dem zahlentheoretischen Satz auf Seite 121 
s, durch d teilbar. Die Zahlen s, und d waren aber teilerfremd; aus diesem 
Widerspruch folgt, daß die gemachte Annahme falsch ist, also muß s-s, 
teilerfremd zu k sein. Durch wiederholte Anwendung ergibt sich, daß, falls 
jede der ganzen positiven Zahlen s,, Sə, .. ., Sm teilerfremd zu % ist, dies auch 
für ihr Produkt s,+-s, + + + s,, zutrifft. 

Aus dem Hilfssatz leitet man unmittelbar folgendes Korollar ab: 

. Sind Z und % zwei teilerfremde ganze positive Zahlen, so sind, wenn m 
irgend eine ganze positive Zahl bedeutet, auch !” und %” stets teilerfremd. 

Wir können uns nunmehr die Frage vorlegen: Unter welchen Be- 
dingungen ist die m® Wurzel aus einer positiven Zahl «œ eine ratio- 


m_ 
nale Zahl. Soll Væ gleich der rationalen Zahl A sein, wobei k und Z als 
teilerfremde ganze positive Zahlen angenommen seien, so ergibt sich aus « = Ta , 


daß «œ selbst rational sein muß. « sei nunmehr gleich der rationalen Zahl - , 


wobei r und s teilerfremde ganze positive Zahlen bedeuten sollen. Aus — = Fr 
Al 
folgt r = 1A Da k und / teilerfremd sind, trifft dies nach dem zuletzt be- 


wiesenen Korollar auch für k” und /!” zu. Da %k”.s durch /” teilbar ist, muß 
s durch /!” teilbar sein (vgl. S. 121). Mithin muß eine ganze positive Zahl ọ 
re 3 Er 
existieren, so daß s=g-!" ist. Aus r = x 
und s teilerfremd sein sollten, kann ọ nur den Wert 1 besitzen, und man hat 
s = l”, r = k”. Hiermit ist bewiesen: Die m® Wurzel aus einer posi- 
tiven Irrationalzahl ist irrational; die m Wurzel aus einer posi- 


folgt alsdann r = o-%k”, Dar 


my 
tiven rationalen Zahl ist rational oder irrational. Soll Vz 


rational sein, wobei r und s zwei teilerfremde ganze positive 
Zahlen bedeuten, so müssen sowohl r als auch s m“ Potenzen 
ganzer positiver Zahlen sein. Im besonderen ergibt sich durch die 
Spezialisierung s = 1: Die m" Wurzel aus einer ganzen positiven Zahl 
ist stets ganzzahlig oder irrational. 
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83. 


Die Potenz mit rationalem Exponenten. 


Wir wenden uns zum Satz I des vorigen Paragraphen zurück. Aus ihm 
folgt, daß die Gesamtheit der reellen positiven Zahlen, wenn man sie multi- 
plikativ verknüpft, eine kommutative Wurzelgruppe bildet, die auch die 
Postulate Gr,) und Gr,) auf Seite 160 erfüllt. 

Da die reellen positiven Zahlen bei ihrer Multiplikation eine Wurzel- 
gruppe bilden, kann man bei Beschränkung der Basis «œ auf positive 
Zahlen, wie sie tatsächlich dem Wurzelziehen auferlegt wurde, 
den Potenzbegriff so ausdehnen, daß als Exponenten nicht nur 
ganze, sondern beliebige rationale Zahlen verwendet werden 
dürfen (vgl. Seite 161 und 162). 

Ist — m eine ganze negative Zahl und « eine beliebige positive Zahl, so 
gibt es stets eine positive Zahl ë und keine zu ihr ungleiche, so daß "= « 
ist; denn die durch Übergang zu den reziproken Zahlen entstehende Gleichung 


=al = Be hat, wie bewiesen, eine und keine ihr ungleiche positive 
SAT 
Lösung ğ = = 


Wir können demnach definieren: Ist œ irgend eine positive, p irgend 
eine ganze, positive oder negative, aber zu O ungleiche Zahl, so soll unter 
1 


a?” die positive Zahl verstanden werden, deren p® Potenz gleich 
«œ ist. Bedeutet m eine ganze positive Zahl, so ist, wenn p = m, 


Loyi 


Mm _ 
a? = a” = Ya 


P 
A: 1 
Fse PLYS 

& 


Sind q und p irgendwelche ganze Zahlen, von denen p #0 ist, so defi- 
Ki Eg 
nieren wir, daß unter «? stets La] verstanden werden soll. Da « 
1 q 
und «? stets positive Werte haben, so trifft es auch für «? zu; speziell ist. 


und, wenn p=—m, 


3 Lat 
Iis K ) = 1. DBedeuten i und - gleiche Brüche, so ist nach dem 
1 


4 4 
Satze VII auf Seite 162 œ? = @P:, also im besonderen, wenn = gleich dem 


q r q 
ó A 7 Ge l Day a u 
reduzierten Bruche 53 ist, œ? =a". Die Potenz œ? hängt mithin nicht 


von der Form ab, in der man den Bruch 4 schreibt, und stimmt 


daher, wenn $ speziell gleich einer ganzen Zahl r ist, mit æ” 
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überein, so daß die aus der neuen Definition resultierende ganz- 
zahlige Potenz nicht der schon früher definierten ganzzahligen 
Potenz widerspricht. 

Überträgt man die Sätze I’ bis V’ auf Seite 163 bis 165 in die neue Be- 


zeichnungsweise und setzt hierbei } = FE ài = —, so erhält man die fol- 


1 
genden grundlegenden Gleichungen, bei denen « und ĝ beliebige positive 
reelle Zahlen, 4 und A, beliebige rationale Zahlen bedeuten: 


(1) a. a = ath , 
(2) (atj m ah, 
(3) a. P = (a BR. 


Ist a? = la so ist œ = f, falls } # 0. 
Ist = a*^, so ist} = I, falls -æ t: 


À 
Aus (3) folgt (5) . b= «a, Mithin ist 


W (i-i 


Wählt man in (4) für æ die Zahl 1, so hat man: 


fks 
o + 
1 ß p? 
Die Gleichung (1) enhält als Spezialfall die Relation 


a-a =a = a =1. 
Mithin hat man 
(5) ai 


Aus (5) folgt 


= = Bl nach (4,). 


a 1 & = 
an a? las: aea hof ki nach (1). 
a 1 


Speziell folgt aus der Gleichung (2), wenn p und g ganze Zahlen bedeuten, 
von denen p # 0 ist, daß 
q 1 


(6) Ey a? = (a?)P, 


Setzt man 4 = E T a wobei q und q, beliebige ganze Zahlen, 
1 


p und und p, beliebige ganze positive Zahlen bedeuten, so lassen sich die 
mit (1) bis (6) numerierten Gleichungen auch als solche mit Wurzelzeichen 
schreiben. Die Beschränkung von p und p, auf ganze positive Zahlen findet 
deswegen statt, weil man sich des Wurzelzeichens nur für ganze positive 
Wurzelexponenten zu bedienen pflegt. Es ist also 


q 9ı T -fa Pı tPQı 
(1) ET AE Eu AAR Di 
afea nS a 1i=ga Pı 
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und hieraus 

a) Ya Y= Yantra, 

(2) via)" Ya wa, 
— ? P a 

(8) Ver.YBr = Yag. 


er 
Ist Ve= 8°, so ist «a 


Ya = Van und S 

u et" 3 p 
ee V-ga 
UN yG- aa, 
6) Veri- y Br 


(6) Ya'= Ya. 


8, falls q #0. 


= bedingen sich gegenseitig, falls « # 1 ist. 


Es ist 
REN pPpı 
a, 2 Er 
Met can Yatı. Yat? nach (4,') und (5) 
er Tee 
Ver ad P 


pP, 
= Ya?Pı=P nach (1). 


Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Abhängigkeit einer 
Potenz von ihrem Exponenten. Zu dem Zweck beweisen wir: 
Satz II. Ist « eine positive Zahl und Fa eine beliebige ratio- 


1 
nale positive Zahl, so ist «? größer, gleich oder kleiner als 1, je 
nachdem es für « zutrifft. 


Zunächst sei@ > 1. Bei dem positiven Bruch $ seien sowohl q als auch 


y 
p positiv angenommen. Wäre «a? <1, so würde nach dem Hilfssatz I auf 
a\p 
Seite 193 folgen, daß ka] = 1? und demnach «fS 1 wäre. Aus der ge- 
machten Annahme « > 1 ergibt sich aber nach dem gleichen Hilfssatz im 
Widerspruch hierzu «f> 1. Mithin ist unsere Annahme falsch, und es ist 
q 


«P >1. Ähnlich zeigt man, daß, falls « < 1 und TI ein positiver Bruch ist, 


g T ER 
stets «? < 1 ist. Schließlich ist 1? = [ia =1. 
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Aus Satz II ergibt sich: 
Satz IIIa. Sind œ und ĝ beliebige positive Zahlen und 2 eine 
beliebige positive rationale Zahl, so ist ot <8, wenn ø <?. 


Da œ < f und ĝ positiv ist, so ist 7 <1 und demnach nach Satz II 
(7) < 1. Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit der positiven Zahl 8* 
kommt nach Gleichung (4): a< p. 

Satz IIIb. Sind œ und ĝ beliebige positive Zahlen und A eine 
beliebige negative rationale Zahl, so ist 8< af, wenn æ < ĝ. 

Ist A negativ, so ist — A positiv. Mithin folgt, da « < ĝ, nach Satz IIIa, 
daß «7?< 874. Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit der positiven 
Zahl æ?. 8? ergibt sich’ nach (1), wie wir beweisen wollten, 8? < «*. 

Satz IV. Sind. A und 4, beliebige rationale Zahlen und ist 
4, >A,soist 


(IVa) a^ > of, wenn 1 <œ, 
und es ist 
(IY b) œ < at, wenn 0O<a<1l. 


Da å} >}, so ist 4, — 2 >0. Demnach erhält man nach Satz II, falls 
@>1, die Ungleichung «^7? > 1, und, falls O<a<1 ist, a *<ı. 
Durch Multiplikation der gewonnenen Ungleichungen mit a ergeben sich nach 
(1) die in (IVa) und (IVb) ausgesprochenen Relationen. Hieran schließen wir 
den uns im folgenden Paragraphen nützlichen 

Satz V. Ist œ irgend eine positive Zahl, so kann man für 
jedes beliebig klein vorgegebene positive e stets eine derartige 
ganze positive Zahl m finden, daß für alle rationalen Zahlen v, 
die zwischen -> und > liegen, die Grenzen eingeschlossen, 
die Ungleichung 

Iima<e'<itre 
stattfindet. 

Da 1 + œ> 1 ist, existiert nach Hilfssatz II] auf Seite 193 eine ganze 
positive Zahl m, für die (1 +.” > «œ wird. Aus dieser Ungleichung folgt 
nach Satz IIa: 


1 1 

N er 1 

m m 
(7) l+s>a oder « ey 
Nun ist 1 > 1 — &, d.h. 1 > (1 + &)(1 — ) und daher — >1-e. Folg- 
lich wird 

1 

(8) a ">1-e. 


Zunächst sei « > 1 angenommen. Alsdann ist nach (IVa) in Satz IV für 
alle rationalen Werte x, die der Ungleichung — 1 sss + + genügen, 


1 1 
— | + a 
N eh We 


Hieraus folgt nach (7) und (8) für « > 1 das gewünschte Resultat 1 — e< &”< 1+8. 
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rem A x - 
It O<«@<1, so ist u b 1. Alsdann kann man, wie bereits bewiesen, 


eine ganze positive Zahl m finden, so daß für alle rationalen y, die der Un- 


gleichung 


1 1 
neu 
(9) EY 


1 \% ` $ 
genügen, 1 — e < >) <1-+e wird. Setzt man v = — y, so erhält man die 


in Satz V gewünschte Ungleichung 1 — e < «a7 < 1 +e. 
Aus der Ungleichung (9) folgt, daß, wenn man & = — y setzt, x ebenso 
wie y, nur in umgekehrter Reihenfolge, die rationalen Zahlen des Inter- 


valles von — + bis + e durchläuft; folglich hat man die Ungleichung 


+ 
m 


Zzc<+ = Hiermit ist Satz V auch für positive « < 1 bewiesen. 


84. 


Die Potenz mit irrationalem Exponenten. 


Wir können bisher bilden: y”, wenn y alle reellen Werte durchläuft und 
q 


der Exponent m eine ganze positive oder negative Zahl ist (§ 1), Ferner y?, 
wenn % alle positiven Werte durchläuft und der Exponent sA irgend eine 


rationale, nicht ganze Zahl ist (§ 3). In diesem Paragraphen soll der Potenz- 
begriff bei Beibehaltung der positiven Basis so erweitert werden, daß der 
Exponent, der bisher rational sein mußte, auch eine beliebige irratio- 
nale Zahl sein darf. Wir werden also zu Potenzen y” gelangen, bei denen 
y alle positiven und v alle reellen Zahlen durchlaufen kann. Hält man eine 
positive Zahl œ unveränderlich fest, und läßt man x alle reellen Zahlen durch- 
laufen, so heißt œ” die Exponentialfunktion für die Basis æ. Sind æ 
und ë zwei feste Zahlen (æ > 0), so heißt aë auch für irrationale ë 
eine Potenz mit der Basis œ und dem Exponenten £. 

Zur Einführung von af ist zunächst eine Hilfsbetrachtung nötig. 


a -( 3 sei eine beliebige positive Zahl, von der wir voraussetzen, daß 
An 


a 
a Æ 1 ist. Die Zahl œ = ( %9 sei so vorgegeben, daß in den zwei zusammen- 
n 


gehörigen Definitionsfolgen, die sie bestimmen, alle Zahlen an, ax (n = 1, 2,...) 
ausnahmslos = 1 sind. Die Zahlen «a,, a, können hierbei rational oder irrational 


Tn . . . . 

sein. € = | ) sei eine reelle Zahl, von der wir voraussetzen, daß sie erstens 
Ln 

positiv ist und zweitens so vorgelegt sei, daß alle Zahlen £n, ®„ (n = 1, 2,...) 
der zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen, die ë definieren, ausnahmslos 
positiv und rational sind. Wir bilden uns die zwei Folgen: 


z % z z 
(1) ae Ber A a 
nr 1%’ [24 tn 
(2) a) 5 Ag, Ag’, 20 0,03 
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Von diesen zwei Folgen soll nachgewiesen werden, daß sie 
unter den gemachten Voraussetzungen den Bedingungen B,) bis B,) 
ann 

2 eine Zahl definiert. 
a n 
n 

Aus £, S np und 1=a, folgt nach (IVa) auf Seite 204 agr S ayrt!; 

da ferner a, S anı und Lapp, positiv ist, so ist nach Satz IIla auf Seite 204 


Tu+1 Zn+1 x Zn+1 + Á . . A 
ant S aaah) e Folglich wird a" S ay"', d. h. die erste Folge ist eine auf 


steigende Folge. Ebenso schließt man aus m, = vp und 1=a,, daß 


auf Seite 150 genügen und daß demnach | 


+ + 
a r =a rti; da ferner as >a,;, und @,;, positiv ist, so hat man 


’ l / r 
a, "ti = aeti und erhält schließlich a” = a/? +", dih. die zweite Folge ist 


Zu Pi 


eine absteigende Folge. Ausz, = £, und 1 S a, folgt až" 24 Da a, = an 


und x,’ positiv ist, so erhält man a,r = ažr und mithin a, > a7". Folglich 


wird von den zwei Folgen (1) und (2) auch die Bedingung B;) erfüllt. 

Um noch zu zeigen, daß die Zahlen unserer zwei Folgen (1) und (2) auch 
die Bedingung B,) befriedigen, ist nachzuweisen, daß, wenn e eine beliebig 
vorgegebene positive Zahl ist, man eine ganze positive Zahl k finden kann, daß 


die unendlich vielen Ungleichungen ajfk+o — aut? < e für alle o=0, 1, 2, ... 


erfüllt werden. Da die a," eine aufsteigende, die an eine absteigende Folge 
bilden, so besteht die Ungleichung 


+ F 
‚+0 m EF Ek — gak 
(3) akto” T Okto eia ak > 
Nun ist 
š g ’ 
rt E (a — az”) ~ (am - $, 
(4) 


k 


, ry Tk 
= (ap 1) a" + (8) - | a: 


g bedeute irgend eine ganze positive Zahl, die wir =& wählen. Da 
für Era a Index k a = ë (Satz I auf Seite 82) ist, so ist 


daß (er (2) und folglich 
k 


o NEE 


Da 1 S œ, ist, so wird 


Tk — gI 
(6) aSa. 
Aus (5) und (6) folgt durch Multiplikation 
% bi \ Tk g g 
(7) (+) _ 1) a; = a, —_ = . 
Nun ist, wie man durch Ausmultiplizieren ersieht: 
Hr tat ger, ‚9-3 g? g-1\. 
a? — af = (m; — a) (a; ae a A e EER +0 ); 
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aus dieser Gleichung folgt bei Beachtung der Ungleichung a; = a,, da rechter 
Hand in der Klammer g positive Summanden stehen, daß 


(8) a - as = (a, - a) g+ a9" ; 
Da die a,’ eine absteigende Folge bilden, ist a/=a,’ und folglich 


a~ S a‘9='!, Mithin geht die Ungleichung (7) über in 


a, i Th , ‚gl 
(9) s) -1 a Sla — a)ga . 
k 


Da r, Sx, und 1 Say, so ist a; * Sa". Da die Folge (2) absteigend ist, 


hat man a” <.a/” und erhält folglich 
(10) ara, 
Mittels (4), (10) und (9) geht die Ungleichung (3) über in 
ae - as (a 1) ea + (a ang”. 
Da a; Sa’ und gý — x, nicht negativ ist, wird a/*"%* = a/”:"*, und die 
letzte Ungleichung verwandelt sich in 
an) are agite = (aa) a + age". 


Nach Satz V auf Seite 204 kann man für jedes positive a stets eine ganze 
positive Zahl m derart finden, daß, wenn die positive Zahl 


j 1 
ist, die Ungleichung . 
(13) ai —— 
2a”. 


erfüllt wird. Man bestimme eine ganze positive Zahl k so, daß die Un- 
gleichung (12) gleichzeitig mit der Ungleichung 


(12°) a, — a,< —— 
29a 


eintritt. Die Bestimmung einer solchen Zahl %, wie wir sie wünschen, ist stets 


x 

möglich. Da nämlich | G eine reelle Zahl ist, existiert nach der Bedingung B,) 
Dr 

eine ganze positive Zahl k,, für die z; +, — Dr +o < — ist. Da auch (3e) 

eine reelle Zahl ist, existiert weiter eine ganze positive Zahl %,, für die 

E 


L 
Ak to ™ lr, +o < zgasi 
“ 1 


wird. Hierbei bedeutet ø jede der Zahlen 0, 1, 2,... Wählt man für % die 


größere der zwei Zahlen k, und k», so werden die Ungleichungen (12) und (12) 
befriedigt, und die Ungleichung (11) geht nach (13) und (12) über in 
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re ee ET, 
d. h. 

aje - ae < e. 
Mithin erfüllen die in (1) und (2) vorliegenden Folgen auch die Bedingung B,), 


ar” 


und esist| ”, | unter den gemachten Voraussetzungen eine Zahl. 
"reg 
ar 
Von der gefundenen Zahl | A soll noch bewiesen werden, 
a“ 


daß sie nicht davon abhängt, in welcher Weise «= (7%) und 
a, 


g, 
È -( 9 durch Definitionsfolgen gegeben sind; natürlich müssen 
wir auch hierbei unsere Voraussetzungen aufrecht erhalten (denn 
a?” i ; 
nur dann war E) als Zahl definiert), daß alle Zahlen a,, a, 
gim 


nicht kleiner als 1 und alle Zahlen z,, Œ, rational und positiv sind. 


a a, 
Die Zahl æ sei also einerseits durch | A , andererseits durch f ) | 
An An | 


gegeben, wobei die Zahlen @,, @,’ ebenso wie a,, a,’ sämtlich nicht kleiner 


n 


£ 
als 1 sein sollen. Ferner sei die Zahl ë einerseits durch | 
£ 


[4 
n 


) , andererseits 


Tn E ; ! 
durch E ) gegeben, wobei die Zahlen &,, &,' ebenso wie z,, x,’ sämtlich 
Lr 


positiv und rational sein sollen. Wir wollen zeigen, daß aus den zwei Glei- 
chungen: 


a, a, | 
(14) () = b | 


und 


£ T 
w Ë)-Ẹ) 
Tr Tan 


die Gleichung 


au“ Zen | 
(16) #12 | 
a, Tn an Tn | 


folgt. Sollen die Gleichungen (14) und (15) gelten, so müssen nach Definition I 
auf Seite 151 die Ungleichungen 


(17a) a,„=za, und (17b) a,=a, 
sowie 
(18a) .,=2 und (18b) 2, =, 


bestehen. Aus den Ungleichungen (17a) und (18a) folgt auf Grund der | 
Sätze IIIa und IVa auf Seite 204, da wir lauter positive Zahlen vor uns 
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haben und a, und Z, nicht kleiner als 1 sind, dab a" <a" <a ist. 
Ebenso ergibt sich aus (17b) und (18b), daß gn S a < a, ist. Die er- 


haltenen Ungleichungen a” < 4,” und a% Sajf” besagen, wie bewiesen 
werden sollte, daß die Gleichung (16) stattfindet. 

Aus der bewiesenen Tatsache, daß unter den oben gemachten Voraus- 
En 5 i 
An 


setzungen | nur von «œ und ë abhängt, nicht von der Art und Weise, 


+ 
1dr 
An 


wie « und ë durch Definitionsfolgen bestimmt sind, folgern wir: Ist ë im be- 


sonderen gleich einer positiven rationalen Zahl as also 


ur 4 
PR po SA T E B a i 
En I, a Bere = 
P p p’ 
und 
Bi 5 €, ‚ a, ) 
a = r —- , 
An O“, œ, ‚a, 
so wird 
ki s E 
x. 
a K af, N 
S ? 
a’"n E Ed 4t 
8 P P aP 


d.h. gleich der Potenz a? mit dem rationalen Exponenten ri 


Es ist jetzt möglich, die Potenz auch für irrationale Exponenten 
zu definieren. Wir werden hierbei drei Fälle unterscheiden: 
I. Für «= 1 und ë > 0 definieren wir die Potenz auf folgende 


Weise: Ist a = (%) irgend eine reelle Zahl, die selbst nicht 


Un 
kleiner als 1 ist und ausnahmslos auch durch Zahlen a, und 

In 
a„(n=1,2,..)>1 dargestellt sein soll, und ist ferner = ) 


r 
n 


irgend eine positive Zahl, die durch ausnahmslos positive rationale 
Zahlen %, und z, (n = 1, 2, ...) dargestellt sein soll, so soll unter 


der Potenz « mit der Basis a und dem Exponenten ë die Zahl 


In 
a, 


am" 
n 
| | verstanden werden. 

Der Wert von gf hängt, wie wir sahen, nur von« und & ab, nicht von 
der Art, wie man œ und & durch Definitionsfolgen darstellt. Die für «ë gegebene 
Definition ist auch eine rechtmäßig erweiterte, da sie für rationale Exponenten 
in die früher im $ 3 gegebene übergeht; es ist also «ë nieht etwa für ratio- 
nale ë durch die frühere und die neue Definition in zwei einander wider- 
sprechenden Weisen eingeführt worden. 


LoEwY, Algebra, 14 
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ud 

Fe 
Hierdurch ist der Fall II auf den bereits behandelten Fall I zurückgeführt. 
Würde man für negative & die Potenz af auf eine von der Gleichung 


œf = ——z abweichende Art definieren, so wäre dies unökonomisch; denn eine 
a 


U. Füra>1 und ë < 0 definieren wir of als gleich Li 
a 


solche Definition könnte nur für irrationale ë gegeben’ werden, da für ratio- 
nale ë die Potenz «f bereits im vorigen Paragraphen definiert und hierfür 


die Gleichung aë = BN gültig war. Ist eine negative Zahl und defi- 
; & 


Ün 


niert durch & = ( ) , wobei die x, und x, sämtlich ausnahmslos negative 


TP und of wird für 


rationale Zahlen sein sollen, so ist — = || = ( 


a 
a= | 5 , wenn a, und a, (n = 1, 2, ...) ausnahmslos Zahlen bedeuten, die 
An 


=1 sind, auf Grund der gegebenen Definition durch den reziproken Wert von 


a” 
| 4 | dargestellt, d. h. (vgl. Seite 78) 


1 —Tg 
In 
1 
v—En tTn 
E An An 
a“ = 1 = , 
T. 
’ an 
—Tn 


An 


II. Ist Oo<e=s1l, so setzen wir a = F alsdann ist ĝ=1. In 
iA 
4 
Fall III auf die Fälle I und II zurückgeführt. Die neue Definition geschah 


wieder möglichst ökonomisch, nämlich so, daß zwischen rationalen und irratio- 
nalen Exponenten kein Unterschied besteht; denn für rationale ë war die 


& 
diesem Fall definieren wir aë als gleich ( ) = 2 Hierdurch ist der 


Gleichung of = r nach dem vorigen Paragraphen bereits als gültig erwiesen, 


Der Fall III teilt sich in zwei Klassen: 


An a: 
Ma. Es sei0<e<1und&>0. Ist æ= ( 2 wobei die a„ und 
an (n = 1, 2, 3, ...) ausnahmslos positive Zahlen sein sollen, die <1 sind, so ist 
1 N 
1 An 
r[®) 
\ ER | 


Ist die positive reelle Zahl & gegeben durch ë = wi , wobei die x, und x,’ für 
Tn 


n = 1, 2, ... ausnahmslos positive rationale Zahlen bedeuten, so ist nach I. 
die Potenz 
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1 
a, 
Bf Fr 1 
an» 
ar 
und demnach aë = na N 
8 ain» 
HI b. Es sei0<a=s1und ë< 0. Für « liegen die Verhältnisse wie 


unter IIa. Ist die negative reelle Zahl gegeben durch ë = rr wobei 
Ln 


die x, und ©, für n = 1, 2, ... ausnahmslos negative- rationale Zahlen be- 
deuten, so ist nach II die Potenz 


1 \Zn l 
gÈ | An ) an" 
ER j Trog 
0 a’ Bn 
a’ 7” 
und demnach «° = A = | k 
€ x 
An 


Da sich jede Zahl « mittels Definitionsfolgen in der Form © RER: ) 


Re 


schreiben läßt, so ist, wenn & = (3) ist, in den Fällen I und II, bei denen 


Ln 
a = 1 ist, 
E |” 
(A) a= p 
und in den Fällen IIIa und IIIb, bei denen 0 < aœ S 1 ist, 
an 
(B) aë = fd ; 


Zur theoretischen Definition von af“ wären die Gleichungen (A) 
und (B) ausreichend!; für die numerische Berechnung wird man aber 


1 Definiert man «ë durch die Gleichungen (A) und (B), so ist es übrigens nicht 


£ 
nötig, wie in den Fällen I bis III die Zahl = | A derart präpariert anzunehmen, 
En 


daß für positives ë alle ©, und x,’ ausnahmslos positiv und für negatives & alle x, 


und x, ausnahmslos negativ sind. Vielmehr brauchen bei der Zahl ë = ( ") nur 
sämtliche x, und x,’ rational zu sein, und auch dann sind, wie sich der Rn über- 
zeugt, bei $) für æ = 1 und bei a für æ S 1 die vier Bedingungen B,) bis 
B,) erfüllt. ` j 

14* 
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die voraufgehend durchgeführten Untersuchungen nicht entbehren können, 


da « selbst zumeist nur durch zusammengehörige Definitionsfolgen om E) 
a 


z. B. als unendlicher Dezimalbruch, gegeben ist. 
Durch die unter I bis III gegebenen Definitionen ist aë für alle posi- 
tiven Basen œ und für beliebige reelle Exponenten ë definiert, und es ist 


. . An Ün . . 
auch gezeigt, wie man, wenn « = ,| und ë= | | gegeben sind, zwei zu- 
n Tn 


sammengehörige Definitionsfolgen ọ, und g, (n = 1, 2, 3, ...) finden kann, 
so daB af = e) ‚also ọ, S aS Q, (n = 1, 2,...) ist. Wählt man die Zahlen 
Qn 


an und a, (n = 1, 2, ...) sämtlich rational, so brauchen die Zahlen ọ„ und Qn 
zwar im allgemeinen nicht rational zu sein, sie sind aber in gleicher Weise 


È 


aus rationalen Zahlen gebildet, wie «ë aus irrationalen. Man hat og, = b3", 


oe), = b”; hierbei ist ba= an, bn = a,’ oder b, = Qn, bn = An, je nachdem # > 0 
oder &<Oist. Es ist ,=2,, On = 2, oder un =, On = Ln, je nachdem 
a = 1 oder 0 < œ S1 ist. Iste eine beliebig klein vorgegebene positive Zahl, 
so kann man eine ganze positive Zahl k so finden, daß ọ;— ọ,< & ist; da 
0, = afs 0, ist, so kann man durch entsprechend große Wahl von k, d. h. bei 
Verwendung von genügend vielen Zahlen aus den Definitionsfolgen a,, a, 
und Ta, Xa’ die Potenz aë mit beliebiger Genauigkeit berechnen. 

Fa, ß, Y, -.», 2) bedeute eine Rechenvorschrift, die angibt, daß aus 
den Zahlen «, ß, Yy, ..., A eine Zahl abgeleitet werden soll, indem man sie 
eine endliche Anzahl mal rationalen Operationen unterwirft und als Exponenten 
bei Basen anwendet, die positive Zahlen sind. Zu den Fundamentalopera- 
tionen auf Seite 154 soll also jetzt noch die nicht rationale Operation des 
Potenzierens hinzutreten. 

Sind « = ( 2,3 ‚= a Ar (7) jeweils durch zusammengehörige 

n n n 
Definitionsfolgen rationaler Zahlen definiert, so läßt sich, wie aus Kap. II, $ 14, 


Seite 154 und dem über Potenzieren Gesagten folgt, F (e, 9,9, ..., 4) = Ka 
” 


berechnen, wobei sich die Zahlen r, und »„ (n = 1, 2, ....) der zwei zusammen- 
gehörigen Definitionsfolgen in gleicher Weise aus den rationalen Zahlen an, a,', 
ba, Bay o- -s Zu, ln. bestimmen, wie F(a, f, y, ..., 4) aus irrationalen Zahlen. 
Da wir uns nieht mehr wie im Kap. II, $ 14 auf die rationalen Operationen 
beschränken, so brauchen die Zahlen r, und r, (n = 1, 2, ...) allerdings nicht 
mehr rationale Zahlen zu sein, wie es für die auf Seite 155 verwendeten 
Zahlen r,„ und r, zutraf. Aber von der Rationalität der Zahlen r, und r, 
hängt der dort gegebene Beweis nicht ab; da sich bei ihm alles Wesentliche 
nicht ändert, so gelangen wir zu dem 

Satz I. Verschwindet ein Ausdruck o (£i, £z, ..., X4), der aus 
den Größen Tı, %,, ..., &, durch rationale Operationen und ihre 
Verwendung als Exponenten positiver Basen abgeleitet ist, für 
alle rationalen Werte von ©, £s ..., 2&,, so verschwindet er auch 
für jedes System a, @, ..., æ; irrationaler Zahlen. 

Aus dem eben gefundenen Satz folgt: Alle Gleichungen, die 
für Potenzen mit rationalen Exponenten abgeleitet wurden, 
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behalten auch für Potenzen mit irrationalen Exponenten ihre 
Gültigkeit. 
Es gelten also vor allem die Gleichungen auf Seite 202: 


(1) Sa A pii dth, 
(2) (a) i. qtti ; 
(3) at. Bl = (a. A, 


bei denen œ und f beliebige positive Zahlen bedeuten, nicht nur für alle 
rationalen Exponenten 4 und },, sondern auch für alle irrationalen. Dies er- 
gibt sich unmittelbar aus dem voraufgehend bewiesenen Satz I, z. B. ist, wie 
im $ 3 gezeigt, a”. a” — a7tY = 0 eine richtige Gleichung für alle positiven « 
und für alle rationalen Werte x und y. Mithin gilt sie auch für alle irratio- 
nalen Werte x und y, und Gleichung (1) ist bewiesen. 

Wir wollen nunmehr auch die für Potenzen aufgestellten Unglei- 
chungen auf den Fall irrationaler Exponenten ausdehnen. Zu dem Zweck 
beweisen wir in Verallgemeinerung des Satzes II auf S. 203 den folgenden 


Satz II. Ist œ eine positive Zahl und & eine beliebige posi- 
tive (auch irrationale) Zahl, so ist af größer, gleich oder kleiner 
als 1, je nachdem es für «a zutrifft. 

Ln 

Die positive Zahl $= fa 5 


) sei durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen 


Tn 
mit ausnahmslos positiven rationalen Zahlen dargestellt; alsdann ist a = | m 
& n 


zn 

oder gleich E ) je nachdem «œ > 1 oder æ < 1 ist (vgl. die mit (A) und (B) 
a n 

bezeichneten Gleichungen auf Seite 211). Da x, und T, rationale positive 


Zahlen sind, so hat man für «>1 nach Satz II auf S. 203 a" > 1 


‚ [an — 1 
und a" > 1. Mithin ist af— 1 = | z positiv, also a> 1. Füra<1 
ar — i 
z x, ; è l= a” P 
hat man «® < 1 und «®” < 1, und demnach wird 1 — o° = 2 positiv, 
l-e 


also @® <1. Die Gleichheit a = 1 für « = 1 ist unmittelbar klar. 

Aus dem soeben bewiesenen Satz II ergibt sich, daß sich auch die Sätze III 
und IV des $ 3 auf irrationale Exponenten ausdehnen lassen; die Beweise sind 
genau wie früher zu führen. Es gelten also ; 

Satz III. Sind « und ĝ beliebige positive Zahlen, ist æ < ĝ 
und ist à eine beliebige (auch irrationale) Zahl, so ist a?< 8* oder 
8*< a?, je nachdem A positiv oder negativ ist, 

Satz IV. Sind A und å, beliebige (auch irrationale) Zahlen 
und ist A, >å, so ist 


(IVa) a> at, wenni<a, 
und es ist 
(IVb) a< at, wenn 0<a<l. 
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Die Ungleichungen (IV a) und (IV b) besagen: Wächst x beständig, seständig, so 
nimmt œ” beständig zu oder ab, je nachdem «œ > 1 oder < 1 ist. > <List. 

Aus dieser Aussage folgt unmittelbar, daß der Satz V auf Seite 204 auc Seite 204 auch 
auf irrationale x ausgedehnt werden kann, und man hat: 

Satz V. Ist œ irgend eine positive Zahl, so kann man für jedean für jedes 
beliebig klein gegebene positive & stets eine derartige ganze posk ganze posi- 
tive Zahl m finden, daß für alle x, die durch die Relation tion 


bestimmt werden, die Ungleichung 1 — & < «”< 1 + stattfindet. tattfindet. 
Nachdem -die Potenz nunmehr für irrationale Exponenten definiert um definiert und 
für diese auch die Gültigkeit der Sätze II bis V gezeigt ist, kann man, wemnn man, wenn 


Ln en 3 
£ -( ) durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen gegeben ist, dgeben ist, die 


Ün 
nicht ausschließlich rationale Zahlen x,, x,’ enthalten, in unveränderta unveränderter 
Weise die gleichen Betrachtungen wie auf Seite 205ff. anstellen. Ist ë positn. Ist & positiv 


und « nicht kleiner als 1 und sind die zur Darstellung von « = v unga = ei und 
An An 


In z a a ~ 
ë -( j verwendeten Zahlen a,, a, ebenso wie « sämtlich >1 und d >1 und die 


Zahlen x,, x,’ ebenso wie sämtlich positiv, sonst aber beliebig rational odig rational oder 
an 
irrational, so ist | $ ) eine Zahl und zwar ist sie gleich af unabhängig davabhängig davon, 


an 
wie & durch wre A E Definitionsfolgen gegeben ist. Da in ist. Da im 
PE WR 
Erde 
Gebrauch gemacht wird. Die Aussage unter I auf Seite 209 bleibt als09 bleibt also, 
wenn & durch Definitionsfolgen mit irrationalen Zahlen definiert wird, wiert wird, un- 


verändert bestehen. Gleiches gilt für die Aussagen unter II und III sow und III sowie 
für die Gleichungen (A) und (B) auf Seite 210 bzw. 211. 


a 

besonderen & = ( y so ist af = | 3 , wovon noch auf Seite 2: auf Seite 235 
a 
n 


85. 
Der Logarithmus. 


Satz I. Sind œ und G irgend zwei beliebig gegebene positibene positive 
Zahlen, von denen «a ungleich 1 sein soll, so gibt es stets eies stets eine 
reelle Zahl $ und keine zu ihr ungleiche, für die a®=@Gwird. E G wird. Ist 
a>1, so ist {=>0 oder <0, je nachdem G>1 oder 0)<@G<s1i:0<Gsı ist; 
ist O<a<1ı, so ist =0 oder =0, je nachdem O0 <@&£1 od<@&ı oder 
G=>1ist. 

(A). Für den Beweis nehmen wir zunächst an, daß «œ > 1 ist. 1 ist. 

Wir betrachten die Folge von Zahlen: 
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(1) ) E ee a ran 


Erhebt m Erhebt man «, falls « > 1 ist, in eine Potenz, deren Exponent n größer 
-i gelegene ganze positive Zahl, so wird 
œa” > G (Hilfss? > G (Hilfssatz III auf S. 193). Erhebt man « in eine Potenz; deren Ex- 


1 
| 


ponent { größonent č größer ist als die nächste oberhalb -2 


tive Zahl, so we Zahl, so wird « > F’ also «7? < G. Die Folge (1) wächst nach (IVa) 


ist als die näct als die nächste oberhalb = 


gelegene ganze posi- 


auf Seite 204 af Seite 204 für @« > 1, wenn man sie, an irgend einer Stelle beginnend, von 
links nach reaks nach rechts durchschreitet, beständig und enthält, wie soeben nach- 
gewiesen, sowewiesen, sowohl Zahlen, die kleiner als G sind, als auch solche, die größer 
als @ sind. Es Œ sind. Hieraus schließt man, daß eine ganze Zahl y, existiert, so daß 
entweder œ”! =ıtweder œ” = @ wird oder in der obigen Folge (1) zwei aufeinanderfolgende 
Zahlen œ” undhlen o” und «’:*! auftreten, für die a" < G < at! ist. 


Über die Über die Zahl y,, auf die wir noch im folgenden zurückkommen, be- 
merken wir: Jerken wir: Je nachdem @ < 1 oder G>1 ist, wird y, eine ganze negative 
oder eine garler eine ganze nicht negative Zahl sein; denn es ist @ = 1 und folglich 
wird nach (IVird nach (IVa) auf Seite 204 die Potenz a" < 1 für alex < 0 und « =1 
für alle x>0ir alle v > 0. 


Ista” =: Iste=G@, so haben wir in y, eine Zahl ë, wie wir sie suchen. Ist 
dies nicht deies nicht der Fall, so teile man das Intervall von y, bis y, + 1 in zehn 
gleiche Teile teiche Teile und bilde 


Yıt = 7 L + 
1 Yı Yı 
& 10 [03 10 a 


El 
10 +1 
A 3 E": RT, 


& t, 
Da diese Zaa diese Zahlen nach (IVa) auf Seite 204 beständig wachsen und G 
zwischen a”! wischen a” und a’ı*' liegt, so muß sich eine ganze Zahl y, aus der 


Y2 
AFTR 
Reihe 0, 1, 2,eihe 0, 1, 2, ..., 9 derart bestimmen lassen, daß entweder « 10_ G wird 
oder daß die Wer daß die Ungleichung 


Ya 
HER ei aeria e 
Uc a< & 10: -10 


Y2 
Yı BR 
stattfindet. Soattfindet. Sollte e 1 = G sein, so ist yı + n eine Zahl der gesuchten Be- 


schaffenheit. :haffenheit. Sonst fährt man auf diese Weise fort, indem man zunächst: 


BUN a A a nt + n+ + 
1 2 1 Ino 1 TA In? 1 JA TA 
A e Aa A E E E A 


’ iR. , 


fıF Yıt 
[74 [74 

bildet. Entweldet. Entweder findet man nach einer endlichen Anzahl von Schritten eine 
PTAA i : Yy 1s fit . 

Zahl & wie wahl , wie wir sie suchen, in der Form y, + 10 $ 10? +...+ 10% einer 


rationalen Zahitionalen Zahl, oder es ergeben sich zwei unendliche Folgen von rationalen 
Zahlen: ahlen: 
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a, Eis a= ptt, ls = a ET. t In went 4 Tr Di 
' lA 1 + 1 r 1 
a=a+rl, ah, as = ty: m= ut? TE 


, 


so daB a™< G < a% ist. 
Wir setzen a,=y, + bn, an = Yı +b,, wobei! 


1 


AE k EE L WER 8 b, = b, + 10r=1" 


10 10° 7 1? 

Alsdann definieren die positiven rationalen Zahlen b„, b, (n = 1, 2, ...) eine 
b 

reelle Zahl &, = (r , nämlich (vgl. S. 85) den unendlichen echten Dezimalbruch 


a E Y4 

E R tios A 
Nach der Definition für die Potenz (Seite 211, Gleichung (A)) wird, da die 
b, und 5,’ ausnahmslos positive rationale Zahlen sind und «œ > 1 ist, die 
bn 


Potenz «= f , 
ad 


n 


Nun ist @"<@< oe” und mithin 


, G , 
aðitbn < G < a”tbn oder a< TS aPn 
& 1 


Aus der letzten Ungleichung ergibt sich nach Satz II auf Seite 82, daß af BL. 


arı 
wird. Mithin hat man a”t® =G. Die Zahl y te= + EV +. 
ist also eine Zahl ë, für die « = G wird. Für @=1 ergibt u A =0, y7 =0. 

Die Zahl y, ist, je nachdem 0 < G& < 1 oder G = 1 ist, eine ganze nega- 
tive oder eine ganze nicht negative Zahl. Da der zur Bildung von & zu y, 
hinzukommende Teil, nämlich T + a +..., ganz gleich, ob er ein unend- 
licher Dezimalbruch ist oder ira, zwischen 0 und 1 liegt (die Grenze 1 
ausgeschlossen), hat auch ë einen negativen oder nicht negativen Wert, je 
nachdem G < 1 oder G = 1 ist. 

Wir weisen noch nach, daß es keine zwei ungleichen reellen Zahlen & 
gibt, für die af = G wird. Angenommen, es gäbe zwei ungleiche reelle Zahlen & 
und #, für die ef= G und «f = G wäre. Wäre & Æ č, so müßte eine der 
zwei Zahlen größer als die andere sein; es sei &<#, Alsdann bestände für 
die hier vorliegende Annahme œ > 1 nach (IVa) auf Seite 204 die Un- 
gleichung a’ < ač’: es könnten also nicht aë und «ë beide gleich @ sein. 
Hiermit ist bewiesen, daß keine zu der oben konstruierten Zahl & ungleiche 
existiert, für die af = G ist. 

(B). Der Fall 0<«a<1 läßt sich auf (A) zurückführen. Setzt man 

1 
f= 


z? ist ĝ > 1; alsdann gibt es, wie unter (A) gezeigt, eine reelle Zahl & 


1 Wir sondern bei dem eingeschlagenen Beweisverfahren deswegen y, ab, weil y, 
auch eine negative ganze Zahl sein kann. 
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> i 
und keine zu ihr ungleiche, für die f? = z wird. Aus (>) = 5 folgt aë =G. 
Für G > 1 ist 5 <1 und daher in BF = F nach (A) < 0; für.0 < G < 1 ist 


5 > 1 und daher in $°= F nach (A) &>0. Für G = 1 wird ebenso wie in 
(A) = 0. Hiermit ist der Fall 0 < æ < 1 völlig erledigt. 

Die reelle Zahl ë, welche durch «ë= G bei gegebenen positiven Zahlen « 
und G (@« # 1) eindeutig bestimmt ist, heißt der Logarithmus von @ 
für die Basis « und wird mit log @ bezeichnet. Wir können nach 
Satz I aussagen: 

Zu jeder positiven Zahl G gibt es für jede positive Basis ¢, 
die ungleich 1 ist, einen eindeutig bestimmten reellen Loga- 
rithmus. Für æ > 1 ist leg@>0 oder <0, je nachdem GE >1 oder 
0<@=slist; für O<a<i ist loeg@>0 oder =0, je nachdem 
0< CSL oder 21 ist, 


Daß die Basis « = 1 ist, muß deswegen ausgeschlossen werden, weil jede 
Potenz von 1 gleich 1 ist, also die Gleichung 1” = G, falls @ # 1 ist, niemals 
durch eine reelle Zahl x erfüllt werden kann. 

Die Potenz und der Logarithmus hängen miteinander durch die zwei 


a 
Gleichungen @=@ und # = logG zusammen, von denen jede die andere 
nach sich zieht. Hieraus ergibt sich: 


(2) «108 G =Q : 


en 
(8) è = logo”. 
a 
Setzt man in (3) ë = 1 bzw. &=0, so ergibt sich 1 = log a bzw. 0 = log 1. 


a 
In der Gleichung ë = logG heißt G der Numerus von # für die 
Basis œ. Hält man « unveränderlich fest und läßt @ alle positiven Werte 


a 
durchlaufen, so sagt man: die Zahlen log@ bilden ein Logarithmen- 
system mit der Basis a. 
G und G, seien irgend zwei positive Zahlen; aus ihnen bilde man in 
demselben Logarithmensystem mit der Basis «: 


(4) lg@G=E und (4) loga, =, 
ah. 
(5) =G md (5) a=. 


Durch Multiplikation von (5) und (5^) folgt r 
t a 
G-Q,=0". a= aft? oder E+& = log(G-G,)- 
Da nach (4) und (4#) E + $ = log G + log G, ist, so hat man: 


(6) log(@-@,) = log @ + log@,. 
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Aus (5) und (5’) folgt durch Division: 
G A a? Ep a [G 
N Ye oder 18 (5) = 8-8. 


a 1 
a a 
Nun ist nach (4) und (4)  — &, = log G — log G; folglich wird: 


a @G a a 
(1) log (2) = log G — log@,. 
1 
n bedeute eine beliebige reelle Zahl; aus (5) ergibt sich (af)! = G” oder 
af" = G”. Diese Relation läßt sich auch schreiben log G” =£n. Nun ist 
nach (4) ë = log @. Mithin hat man 


(8) 10g@" = nlog G. 


Ihrer Wichtigkeit wegen fassen wir den Inhalt der Gleichungen (6), (7) 
und (8) zu folgendem Satz zusammen: 

Satz II. Der Logarithmus eines Produktes ist gleich der 
Summe der Logarithmen der Faktoren; der Logarithmus eines 
Quotienten ist gleich dem Logarithmus des Zählers vermindert 
um den Logarithmus des Nenners; der Logarithmus einer Potenz 
ist gleich dem Produkt aus dem Exponenten und dem Logarithmus 
der Basis. Dabei wird vorausgesetzt, daß alle Logarithmen für 
die nämliche Basis zu nehmen sind. 

Wir geben noch die Formel für den Übergang von einem Loga- 
rithmensystem mit der Basis œ zu einem solchen mit der Basis £. 

In einem Logarithmensystem für die Basis ĝ sei 


f) 
(9) leg@ =, also P’=4@. 
æ a 
Mithin ist log ß "=1log@ oder nach (8) zlog ĝ = log @. Unter Beachtung von 


ß a a 
(9) erhält man log@-logß = log@. Folglich ist 


g a 
(10) log G = e 2 . 
log 8 


Die letzte Formel besagt: Man findet die Logarithmen für die Basis £, 


indem man diejenigen für die Basis « mit multipliziert. 


log f 
Es genügt also, für eine einzige Basis « ein Logarithmensystem zu berechnen. 


Wir knüpfen hieran die Herleitung von Ungleichungen: 
Satz III. Sind & und ë, zwei beliebige positive Zahlen, &,<#&,, 


a @ a a 
so ist log, < log čą, wenn « >1, undlog&, >log&,, wenn 0<a<l. 


Aus 0 < ğı < č, folgt $ > 1. Demnach ist 
1 


a a a &, ; 
log ë — log &, = log = >0 oder <0, 
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je nachdem « > 1 oder 0 <a < 1 ist, wie beim Beweise von Satz I bereits 


a 
gezeigt wurde. Durch Addition von log, zu der gefundenen Ungleichung 
ergibt sich das in Satz III ausgesprochene Resultat. 
Satz III kann man auch so ausdrücken: Wächst z beständig und 


a 
nimmt hierbei nur positive Werte an, so wächst oder fällt logs 
beständig, je nachdem æ > 1, oder 0< «< 1 ist. 

Der Beweis des Satzes I enthält eine elementare Berechnungs- 


a 
methode für log @, auf die wir noch eingehen wollen. Wir nehmen wie 
dort unter (A) an, daß stets œ > 1 ist. 
Man lege sich eine Tafel an, in die man einträgt: erstens die ganzen 
positiven und negativen Potenzen von «, also 


H ee ME Te L i 
E 
zweitens die Potenzen von «l? von der 0-ten bis zur 9-ten, also 
s z ži 2 
a E E AE A, P 
N 
drittens die Potenzen von œ% yon der 0-ten bis zur 9-ten, also 
ji Er 2, 2% 
MII) aA HE EN A ....g 


usw. 

Nun soll af = G sein, wobei & = yı + n + u +... ist. Die ganze 
Zahl y,, die positiv, null oder negativ sein kann, heißt die Charakteristik 
oder Kennziffer von ë = log @. Der positive echte Bruch 


ERROR IN 
10 N T 7 ga 


a 
der im Falle = y, den Wert Null hat, heißt die Mantisse von $=log@. 
Um £ zu finden, bestimme man zuerst aus (I) die Charakteristik von 


a 
log@, d. h. die ganze Zahl y,, die durch die Ungleichungen 
(11) N<QG< aitt 


festgelegt wird. Wenn a” # G ist, so suche man aus (II) die nächst niedrige 
1 


Potenz von «!, die unterhalb 


liegt oder eventuell gleich A ist. Man be- 
a: a: 


stimme also y, derart, daß 


Y2 Ye 1 
A — + — 
a1) Er G PEE u 
ar 
ist. Zur Bestimmung von y, verfahre man ebenso mit ex in bezug auf 
10 


ar. al 
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die in (III) verzeichneten Werte, so daß 


AA miyi 
(11) EB D A at. 


ist. Dieses Verfahren setze man zur Bestimmung von 7,, Ys, ».. fort. 
Die dargelegte Methode zur Bestimmung von & läßt sich so modifizieren, 
1 1 1 
daß die Wurzelziehungen a, «19 , „1000 
den Ungleichungen (11,), (11,) usw. folgt: 


usw. nicht erforderlich sind. Aus 


10 

(11, anz Fal an +1 

ar 

am 1 

y: ya +1 
(11:) es =) «0 Ya se? 
usw. 
Man setze 
Pr G 10 Er G 10 FR Ga 10 

(12) G, SE [> ’ G: saji =) ’ G; er = , 
Alsdann lassen sich die Ungleichungen (11,’), (11,') usw. so schreiben: 
(13,) "<a, <artl, 
(13,) a <G,<artrl 
usw 


Um £ zu finden, ist erstens y, aus (11) zu bestimmen; dann berechnet 
man G, aus (12), hierauf bestimmt man y, aus (13,); alsdann berechnet man 
G, aus (12) und findet y, aus (13,) usw. 


10 
Wir wollen nach der letzten Methode log 2 auf drei Dezimalen be- 
rechnen. Es ist @=2, æ = 10. Die Ungleichung 10” 2 < 10” +1 liefert 
yı =0. Mithin wird 


2 \ 10 i 
a= (r) = 20 — 1024. 


Die Ungleichung 10”? < 1024 < 10”*+1 liefert y, = 3. Folglich wird 


1024 \ 1° 
Q= ( p ) = 1,024” = 1,26... 


Die Ungleichung 10%< 1,26... < 10”+1 ergibt y= 0. Folglich wird 


10 
Bi Hi ) = (1,26 . . "°, 


Es genügt zu schätzen, daß (1,26...)!° größer als 10 und kleiner als 100 ist, um 
aus der Ungleichung 10*< @,<10"*! die Zahl y‚=1 zu finden. Mithin 


10 
ist log2 = 0,801... 
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Anstatt beim Beweise des Satzes I die Dezimalteilung zu verwenden, 
kann man auch systematische Brüche mit beliebiger Grundzahl f > 1 ver- 
wenden. Bedient man sich der dyadischen Brüche, d. h. der systema- 
tischen Brüche mit der Grundzahl f = 2, so hat man die gesuchte Lösung ë der 
Gleichung aë = G in der Form 


Ô» FRE Ea S 
2 23 23 a 


& = yi + 
a 
darzustellen. Hierbei ist y, wie oben die Charakteristik von ë = log G, also 
aus der Ungleichung (11) mit Hilfe der Tabelle (I) zu bestimmen. Die 
Zahlen ô, ö,,... nehmen nur einen der zwei Werte 0 oder 1 an. An die 
Stelle von (II) tritt jetzt 


o & 
(IV) a?=1, N 
ebenso für (III) 

0 1 
(IT) ei, 


und so geht es fort. 
Zur Bestimmung von ô», ô, ... dienen die Ungleichungen: 


ER 
(14,) as — <e? °, 
ars 
ds G C R 
(14,) a <a t 
sa? 
& & 1 
uni —+— 
(14) «= = z <u® S usw. 
3 
TAD 


Da NRS 
1 1 RG 1 M 1 
Es > £i = c3 

a” = Va, at= E. E N O T 


a 
so kann man ë = log G durch sukzessives Ausziehen von Quadratwurzeln 
finden. 


Wir lassen noch eine Tabelle der 


1 

gm „ten Potenzen von «æ = 10 folgen.! 
1 Die Tabelle sowie das Beispiel sind entlehnt aus F. CALLET, Tables portatives 

de logarithmes, Paris 1795 (Tirage 1890), p. 12—15; a. a. O. geht die Tabelle bis 

1 

10°” und enthält 30 Dezimalstellen; sie ist hier auf 10 Dezimalstellen verkürzt, so 

daß alle Zahlen der Spalte 2 zu klein sind, Will man eine Kürzung mit 

Korrektion vornehmen, d.h. die letzte Dezimalstelle um 1 erhöhen, wenn ihr 5 

oder eine größere Zahl als elfte Dezimalstelle folgt, so sind alle in Spalte 2 des 

Textes mit einem Strich versehenen Zahlen in der letzten Dezimalstelle um 1 zu 

erhöhen. 
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1 | 2 | 3 
Werte von Ea 1 10 = 
n Werte von 10?” = yon log10 
1 3,16227 76601’ | 0,5 
2 1,717827 94100 | 0,25 
3 1,33352 14321’ 0,125 
4 1,15478 19846’ 0,0625 
5 1,07460 78283 0,038125 
6 1,03663 29284 0,01562 5 
T 1,01815 17217 0,00781 25 
8 1,00903 50448 0,00390 625 
9 1,00450 73642’ 0,00195 3125 
10 1,00225 11482’ 0,00097 65625 
11 1,00112 494138’ 0,00048 82812 5 
12 | 1,00056 23126 0,00024 41406 25 
13 1,00028 11167 0,00012 20703 125 
14 1,00014 05485 0,00006 10351 5625 
15 1,00007 02717 0,00003 05175 78125 
16 1,00003 51352’ | 0,00001 52587 89062 5 
17 1,00001 75674’ 0,00000 76293 94531 25 
18 1,00000 87837 0,00000 38146 97265 625 
19 1,00000 43918 0,00000 19073 48632 8125 
20 1,00000 21959 0,00000 09536 74316 40625 


10 
Als Beispiel soll log 11 bestimmt werden. Erst findet man aus der Un- 
gleichung 10% <11< 10%: *' den Wert von y, als 1. Zur Bestimmung von 
Ôa Òs, ... dienen alsdann die Ungleichungen (14,), (14,),... Die wirkliche Be- 


rechnung gestaltet sich folgendermaßen: Der erste Quotient — = — = 1,1 


1 
liegt zwischen 10°° und 10°°, wie aus Spalte 2 der obigen Tabelle hervor- 
1 #74 


geht. Da 10° < 1,1 < 10° ? 


+ 


25 25 


ist, so hat man , = 0, ô, = 0, ô, = 0, ô, = 0, 
1 


ôs = 1. Die Division von 1,1 durch 10° 
1 1 


liegt zwischen 10° und 10?°. Die Division dieses zweiten Quotienten durch 
1 


gibt 1,023629245. Dieser Quotient 


10°" gibt einen dritten Quotienten, der, wie aus der zweiten Spalte der Tabelle 
1 1 


hervorgeht, zwischen 10?” und 102° liegt. Der dritte bis achte Quotient sind 
1 1 1 1 1 1 
ea e 


dann der Reihe nach durch 1o, w, i: AA w, 102”, 10° zu divi- 
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dieren. Man erhält also 


1 1 1 1 $ 1 1 
0 E A A EE 
Mithin ist 
10 1 1 1 1 1 1 1 1 
¿= log 11 =1 + Etrit a a te a tm h 


wie man aus Spalte 3 findet. 
Anstatt Quadratwurzeln auszuziehen, kann man zur Bestimmung der 
Zahlen ôs, ôs, ... auch sukzessiv in die zweite Potenz erheben. Man setze 


GN? $ H,\? A H, \? 
a-(2). m- (5). m- (A 


Alsdann gehen die Ungleichungen (14,), (14,) ... über in: 


(15,) aS H, < CER 
(15,) | ad < H, < atı ; 
(15,) að < HS añ%ti usw. 


a 
Um log G zu finden, hat man erst y, zu bestimmen, dann H,; hierauf 
liefert (15,) die ganze Zahl ô, gleich 0 oder 1, dann bildet man H, und be- 
stimmt ô, aus (15,) usw. 


a 
Anstatt &= log @in Form eines Dezimalbruches oder eines dyadischen 
Bruches auszudrücken, kann man & auch mit Hilfe der Theorie der Ketten- 
brüche finden. Man bestimme zuerst wie bisher y, aus der Ungleichung (11). 
Ist E Æ yı, so setze man &=y, + &, und entwickle den positiven echten 


Bruch ë, in den Kettenbruch 0 + 1 + z + ... Man bezeichne die Folge- 
2 3 
werte von &, mit &, Ë» ... (vgl. S. 117), so daß ën—ı = Pa + E n=1,2,.-.) 
p, = 0 ist. y 
ES 
Ausa = folgt 
1 
(16) (5) - (55. 
arı arı 
Mithin ist 7, die ganze positive Zahl, die durch die Ungleichung: 
(17,) ap zu < aft 
festgelegt wird, wenn man G, = A setzt. Aus (16) folgt bae G,. Mit- 
a 1 $ 
hin wird die ganze Zahl p, durch die Ungleichung 
(17,) GR S G,< a 


festgelegt, wenn man = = @, setzt. Auf diese Weise geht es weiter. 
1 
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1 
Es möge noch log2 als Beispiel behandelt werden. Es ist 10 ñ =2, 


also 10=2#. Da 2?=8, 2= 16, so ergibt sich ë =3 + E Aus der 
2 


10 \8 
"= 2 oder 1,25®= 2. Da 1,25°= 1,953125 


E 
Gleichung 10 =2 ® folgt (Fr 
und 1,25* = 2,44140625 ist, sieht man, daß ë, zwischen 3 und 4 liegt. Man 


setzt ,=3 + E Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert 
3 


Daher wird 


Die Näherungsbrüche sind 


3 2 
EA ee; 


1 
ZB. Ji 


196 = 0,30102 Y 


146 
gg = 93010309 . .. 


10 
Hieraus folgt, daß log2 zwischen 0,30102 und 0,301031 liegt. Da 


ER 
485? 235225 


10 
so ist log 2 größer als 0,301026 ... (Satz IV auf Seite 112). Mithin ist in eine 
10 


fünfstellige Logarithmentafel log 2 = 0,30103 einzutragen.! 

Für die Berechnung der Logarithmen verweist schon NErer, der 
mit Bürcı die Ehre teilt, Erfinder der Logarithmen zu sein, in dem Appendix 
seiner Mirifici Logarithmorum canonis constructio (erschienen 1620 nach 
Nerers Tode) pag. 38 auf die folgende Methode hin, die in fortgesetzter 
Bildung geometrischer Mittel besteht. a, und a, seien irgend zwei posi- 
tive Zahlen; es sei a, <a,. Wir bilden a, = Ya,-a,. Man bezeichnet a, 
als geometrisches Mittel oder geometrische Proportionale zwischen a, und a,. 
Da a; < a, so ist aj? < áe, < m und mithin a, < Va,-a, <a, oder 
a, <A; < Qg. 


= 0,0000042 ..., 


a a 
Ist b, = loga,, b, = log ap, so ist 


a a 
Beh = log Va, a, = log az. 
Wir haben also den Satz: 
Das arithmetische Mittel der Logarithmen zweier Zahlen ist 
gleich dem Logarithmus des geometrischen Mittels der zwei 
Zahlen. 


1 Zur Entscheidung der Frage, ob bei der obigen Kürzung mit Korrektion 
(vgl. die Anmerkung auf Seite 221) die letzte Ziffer von 0,30103 gegen eine sechs- 
stellige Logarithmentafel eine Erhöhung um 1 in der letzten Ziffer erfahren hat oder 
nicht, müßte man die im Texte befindliche Rechnung noch weiter führen. 
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& sei irgend eine zwischen a, und a, gelegene Zahl, also a, < Ë < ax. 
Man bilde das geometrische Mittel a, zwischen a, und a,; im allgemeinen 
ist ë nicht gleich a, Je nachdem ë zwischen a, und a, oder a, und a, 
liegt, bilde man das geometrische Mittel zwischen a, und a, oder a, und az. 
Durch fortgesetztes Bilden solcher geometrischer Mittel wird man der Zahl & 


10 
immer näher und näher kommen. Zur Bildung von log5 verfährt Eurer in 
seiner 1748 erschienenen Introductio in analysin infinitorum, pag. 76 auf 
folgende Weise: Er wählt a, = 1, a, = 10 und bildet: 
10 


a, = 1,000000 log a, = 0,000000 , 
a, = 10,000000 tai a, = 1,000000, 
az = Va, »a, = 3,1622717 i a, = 0,500000, 
a, = Va,:a, = 5,623418 ie a, = 0,150000, 
as = Vaz- a, = 4,216964 = as = 0,625000 , 
ag = Va, a, = 4,869674 ioh a, = 0,687500 , 
a, = Ya,-a, = 5,232991 108 a, = 0,118750. 


Eurer bildet dann weiter 


as = Va'a, = Va; = Va, % = Va au; 


Qi = Van, 43 = Va’; Qi = V dio dis T Vansi 


Qis = Va > Am = Var A > Vansa » Qg = V au’ tg, 


Aw = V a'to, Ao = V dig Ay; zs = V Qu'an, gs = V da gg- 


Er findet . 


10 10 
as = 4,999997, as, = 5,00003 und log a, = 0,6989697, log ax, = 0,6989702 . 
Als geometrisches Mittel zwischen a, und a,, ergibt sich 
Ay = Vag" Ay, = 5,00000 


10 10 
und als log a,, = log 5 = 4 (0,6989697 + 0,6989702) = 0,6989700. 
Eine beliebige positive Zahl läßt sich stets in die Form 10”. ë bringen, 
so daß 1 Së < 10 und n eine ganze positive oder negative Zahl oder Null 
ist. Da 


10 10 
(18) log 1") =n + log ë 


ist, so genügt es immer, den Logarithmus einer Zahl zwischen 1 und 10 auf- 

zusuchen; hierbei kann man stets wie oben a, = 1, a, = 10 als Ausgangs- 

zahlen wählen. Bei dieser Wahl sind die durch Bilden geometrischer Mittel 
- 1 


gewonnenen Zahlen a;(@ = 2, 3, ...) Produkte von Zahlen der Form 102, 


und ihre Logarithmen Summen von Zahlen der Form es (k= 0, 1, 2, ...). 


Loewy, Algebra. 15 
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Solche Zahlen sind in der auf Seite 222 gegebenen Tabelle enthalten. Mithin 
ist die zuletzt geschilderte Methode praktisch nicht von der früher behandelten 
verschieden. 

Die konsequente Auffassung des Logarithmus als Umkehrung der Potenz 
verdankt man Euzers „Introductio in analysin infinitorum‘‘ (1748). Bei den Er- 
findern der Logarithmen, dem Schweizer Jossr Bürcı (1552—1632) und dem 
Schotten Joun Nerer (1550—1617), erscheinen eine arithmetische und eine 
geometrische Folge einander zugeordnet. In Bürcıs „Arithmetische und geome- 
trische Progreß-Tabuln“ (veröffentlicht 1620, jedoch wohl 1610 fertig berechnet) 
lautet die geometrische Folge, deren Glieder er als schwarze Zahlen bezeichnet: 


1 17V ae 
10%, 10° (1 +), 10: (1 +) , ... 108 l + z] , ..., 


die entsprechende arithmetische Folge, deren Glieder er die roten Zahlen 
nennt und auch rot drucken ließ, lautet: 

MEAE ER, ME 
Dividiert man die Glieder der geometrischen Folge durch 10° und die der 


n 
arithmetischen Folge durch 10°, so entsprechen den Zahlen (1 +g) =a" 


der geometrischen Folge die Zahlen IR der arithmetischen Folge, wenn 
1 2 


; 1 \10* ; 
man unter « die Zahl lı +g) versteht. Die Zahlen 0, I’ Im" 
1 2 n 


10+ $ 10% 


"_ ,... kann man also als Logarithmen der Zahlen 1, æ 1", a1”, ,.., 


108° ° 
R ; ; 1 \10 
in dem Logarithmensystem mit der Basis « = (1 #0) auffassen. 
Bei Nerer in seiner „Mirifiei logarithmorum canonis descriptio“ (1614 


jtt 


erschienen) hat die geometrische Folge Glieder der Form 10° (1-5) und 


eine entsprechende Zahl der arithmetischen Folge lautet n. Dividiert 
man die Glieder beider Folgen durch 10’, so entsprechen sich die Zahlen 


1 101 = n 1 107 
(1-757) 10° und {or oder, wenn man f = (1-77) setzt, die Zahlen 


n n 
gr und —— . Die Zahlen -”- sind demnach die Logarithmen der Zahlen ad 


107 107 
1 107 
in einem Logarithmensystem der Basis ĝ = (1-7) ! 
Die Zahl 
1 \10t 
œ = l: +e = 2,7181 ... 


stimmt mit der im nächsten Paragraphen behandelten Zahl e = 2,71828 ..., 
die wir durch die dort mit (11) numerierten Ungleichungen 


1 n u ui) 
(1+4) <e< (1-4) (ùn = 2, 3, 4,..) 


festlegen, in den drei ersten Dezimalen überein; die Zahl 
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kommt der Zahl 1 sehr nahe. 


Den Erfindern der Logarithmen war der Begriff der Basis ursprünglich 
fremd. Ihre arithmethische und geometrische Folge konnte aber dem gleichen 
Zwecke wie unsere Logarithmentafel dienen, nämlich der Erleichterung der 
numerischen Rechnung, vor allem der Rückführung von Multiplikationen und 
Divisionen auf Additionen und Subtraktionen. Die Zahlen einer arithmetischen 
und geometrischen Folge seien in ihrer Zuordnung tabuliert: 


(19) ALA e EN 2% 


(20) .. NT 4, 75 1, 7’, T, Y’, .. 


dabei sei d eine kleine positive Zahl und y eine Zahl, die nahe bei 1 liegt 
(Boro d= - ‚y=- lı #708) NereR d = P y= a) . Alsdann tritt 
jede Zahl mit einer gewissen Annäherung in der Folge (19) und, wenn sie 
positiv ist, auch in der Folge (20) auf. Hat man zwei positive Zahlen &, 
und ë, zu multiplizieren, so bestimme man ihre Plätze in (20), d. h. die zwei 
benachbarten Zahlen y“ und goti bzw. y” und jare, zwischen denen &, und 
&, liegen. Alsdann suche man mittels sogenannter Interpolation, wie diese 
auch bei dem Aufsuchen von Logarithmen in einer Logarithmentafel ver- 
wendet wird, die den Zahlen &, und &, entsprechenden Zahlen der Folge (19). 
Anstatt &, und ë, zu multiplizieren, bilde man die Summe der Zahlen von (19); 
die dieser Summe entsprechende Zahl aus (20) ist das Produkt &,-&,. 

In falscher Weise bezeichnet man die Logarithmen für die Basis e als 
„Nerersche Logarithmen‘“,! treffender wäre noch die Bezeichnung „Bürsısche 
Logarithmen“. Des Namens „Logarithmus“ (Logos arithmos, Verhältniszahl) be- 
diente sich NErer schon in seiner ersten Publikation. NerEr wollte noch in Ver- 
bindung mit Henry Brıcas (1556—1630) Logarithmen berechnen, bei denen 10 die 
Basis des Logarithmensystems ist. Aus dem Nachlaß seines Vaters gab RoBERT 
NeEPrER 1620 unter Mitwirkung von Bricos „Mirifici logarithmorum canonis 
constructio“ heraus, wo Methoden zur Berechnung von Logarithmen beschrieben 
werden. In dem Appendix, der auch von NErEr stammt, wird die Bildung von 
Logarithmen besprochen, bei denen der Logarithmus von 1 gleich 0 und der 
von 10 gleich 10!% gesetzt ist. Diese Festsetzung stimmt im Prinzip mit 


10 

log 10 = 1 überein; die Multiplikation mit 10!° geschieht nämlich, um die Be- 
rechnung auf 10 Dezimalen durchzuführen und das Komma der Dezimal- 
brüche zu vermeiden. Noch im Todesjahre Nerers (1617) veröffentlichte Brısas 
Logarithmen der ersten 1000 Zahlen für die Basis 10. Im Jahre 1624 publi- 
zierte Bricos in seiner „Arithmetica logarithmica‘“ die dekadischen Logarithmen 


1 LAGRANGE, Leçons élémentaires sur les math., données à l’école normale en 
1795, Oeuvres 7, p. 195, Paris 1877, bemerkt bereits, daß NEPERs Logarithmen sich 


i 1 
auf eine von =: nicht sehr verschiedene Zahl als Basis beziehen, 


15* 


www.rcin.org.pl 


228 Grundlagen der Arithmetik. 


aller Zahlen von 1 bis 20000 und von 90000 bis 100000 auf 14 Dezimalen. 
Die Logarithmen für die Basis 10 heißen dekadische, gemeine oder 
Brıssssche Logarithmen, während man die für die Basis e als natürliche 
oder Nerersche bezeichnet. Die bei Brısss fehlenden 70000 Logarithmen 
wurden von dem holländischen Buchhändler Aprıan Vraco berechnet. Sein 
1628 veröffentlichtes Werk nannte er mit Rücksicht auf seinen Vorgänger 
Breas bescheiden „Arithmetica logarithmiea“, editio secunda. Es liefert 
zuerst eine vollständige Logarithmentafel aller Zahlen von 1 bis 100000 auf 
10 Dezimalen für die Basis 10. Daß die Zahl 10 als Basis eines Logarithmen- 
systems besonders geeignet ist, hat nur in der dezimalen Schreibweise unseres 
Zahlensystems seinen Grund. Aus Formel (18) folgt: Der dekadische Loga- 
rithmus eines unechten Dezimalbruches hat eine Charakteristik, die um 1 
kleiner ist als die Anzahl der vor dem Komma befindlichen Ziffern. Für den 
dekadischen Logarithmus eines echten Dezimalbruches ist die Charakteristik 
negativ und besteht aus so viel Einheiten, wie Nullen vor der ersten geltenden 
Ziffer stehen; die Null vor dem Komma ist bei den Nullen mitzuzählen. Man 
schreibt unter Hervorhebung der Charakteristik und Mantisse beispielsweise 


10 
log 0,002 = — 3 + 0,80103, nicht — 2,69897, oder, um Raum zu sparen, 7,30103, 
d. h. 7,80103 — 10, / 

Wir bemerken noch, daß die Theorie der unendlichen Reihen (vgl. 
Kapitel V) einfachere Mittel zur Berechnung der Logarithmen gibt, als wir 
sie hier vorführten.! 

Zum Schluß seien noch kurz die Additions- und Subtraktions- 


10 
logarithmen erwähnt. Ihr Zweck ist, die Berechnung von log(a + b) zu 
10 10 
erleichtern, wenn man loga und logb kennt. Am einfachsten wird dies durch 


eine von T. Wırrstein (fünfstellige log.-trigon. Tafeln, Hannover, 1859) an- 
gegebene Anordnung geleistet. Diese verzeichnet für jede positive Zahl A 


10 
die zugehörige Zahl B, die durch B = log(1 + 104) bestimmt wird. Als- 
dann ist, wenn a > b: 


10 10 10 
log (a + b) = log b + B = loga + (B — A), 


10 10 10 10 
wobei A = loga — logb und B die zu A = loga — logb zugehörige Zahl be- 
deutet; denn man hat 


10 10 10 a 10 10 io 10 
log (a + b) = log b + log (145) = log b + log (1 + 10°84- 1°8 »), 
Ferner hat man, wenn a > b: 
10 10 10 
log (a — b) = log b + A = loga — (B — A), 


1 Für die Geschichte der Logarithmen vgl. RUDOLF WoLF, Handbuch der 
Astronomie, Zürich 1890, Bd. 1, S. 68; M. CANTOR, Geschichte der Mathematik, Bd. 2, 
2. Aufl. S. 725, Leipzig 1899; A. v. BRAUNMÜHL, Vorlesungen über Geschichte der 
Trigonometrie, 2. Teil, Leipzig 1903, S. 1; J. TROPFKE, Geschichte der Elementar- 
mathematik, Bd. 2,Leipzig 1903, S. 141; R. MEHMKE, Enzyklopädie d. math. Wiss. I, 
985, besonders die französische Bearbeitung von M. d’OCAGNE in der Encyclopédie 
des sciences math. I, 23, vol. 4, p. 284; J. LÖROTH, Vorlesungen über numerisches 
Rechnen, Leipzig 1900. 
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10 10 
wobei A diejenige Zahl ist, die in der Tabelle die Zahl B = log a — logb zur 
zugehörigen Zahl besitzt; denn man hat 


10 10 10. a 
log (a — b) = logb + log (4-1) j 


10 10 10 10-ig 
und aus A = log (10? _ 1) ergibt sich für B = log a — log b, A = log 6 -1) 3 
Die Erfindung der Additions- und Subtraktionslogarithmen geht auf den Phy- 
siker Leoneııı zurück, dessen Idee dann von ©. F. Gauss (Ges. Werke III, 
S. 244) aufgenommen wurde; daher die häufig auftretende falsche Bezeichnung 
„Gausssche Logarithmen.“ 


§ 6. 
Elementare Einführung der Exponentialfunktion für die Basis e 
und des natürlichen Logarithmus. 


Wir wollen in diesem Paragraphen eine direkte elementare Einführung 
der Exponentialfunktion für die Basis e und des natürlichen Logarithmus geben.! 

Wir beginnen mit zwei einfachen Ungleichungen, die wir im folgenden 
benützen. «œ und ĝ seien irgend zwei positive Zahlen, von denen «æ > ß sei. 
n bedeute irgend eine ganze positive Zahl, die = 2 sein soll. Durch Aus- 
multiplizieren überzeugt man sich davon, daß 


(1) ar — "= (æ Os 8) (at~: + Bar? + p? ar: + ende Berl, 


Ersetzt man rechter Hand in der aus n Summanden bestehenden Klammer die 
positive Zahl 8 durch die größere «æ, so erhält man 


(2) a” — f” < (a — B)-na"-! oder ĝ”> a" — (a — B).nur-!; 
mithin ist 
(2) Pr > an=! (a -n(a- 9) j 


Setzt man auf der rechten Seite von (1) für « die kleinere Zahl 8, so er- 
hält man 


(3) a” — Br > (a — B)nf"—! oder a” > Br + (a — B)n p”. 
Mithin wird 
(3) a” > p” (B + n(« — p)). 


Die Ungleichungen (2’) und (3°) ergeben sich übrigens auch aus Hilfs- 
satz II auf S.193, je nachdem man in ihm I+h= £ oder g retat. 
Satz I. Man bilde die zwei Folgen 


(4) (1+4). (1+5) (1+5). +4 (+27, a 
(6) 1-2)", 1-3)", 1-2), 1-2) ",..., 


1 Wegen der Anregung hierzu vgl. A. HURwITZ, Math. Ann. 70, 33 (1911), 
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bei denen g irgend eine reelle Zahl bedeute, und lasse in diesen 
Folgen, wenn die ersten Glieder etwa keine positive Basen be- 
sitzen sollten, diese und die darüber bzw. darunter stehenden 
Glieder einfach fort! Alsdann sind die zwei Folgen (4) und (5) 
für jeden reellen Wert von x zwei zusammengehörige Definitions- 
folgen und definieren mithin eine Zahl 


g sei im folgenden irgend eine positive, n eine ganze positive Zahl, 
die>2 ist. Alsdann ist 


ae EEA 
-1 n 
Man kann daher in der Ungleichung (?’ 
asi+., B=1+%, 
RL; 9 s 
gä «= f= nem wählen und erhält 
g n g gu 
(6) (1 +2)'> > (1 +] 
Da g positiv ist, so hat man 
re pe 
n n—1 


Damit 1 — = positiv ausfällt und die Ungleichung (3°) benützt werden darf, 


setzen wir voraus, daß die ganze positive Zahl n von jetzt an nicht nur = 2, 
sondern auch stets größer als g gewählt werden soll. Setzt man in der Un- 
gleichung (3’) 


a DE ED; PER 

Be FT 
also œ — ĝ = 9 so wird 

n(n — 1) ’ 
n n—1 
(1-2) > (1- g ) 
n n— 1 

und mithin 


, E NE i 


n—i 


Aus den Ungleichungen (6) und (T) ergibt sich: Bildet man mit Hilfe 
irgend einer positiven Zahl g die zwei Folgen 


n —n 
1 D. h. wir beginnen die Folgen erst mit ę +2) bzw. (1-2) , wobei 
n 
n > |æ] ist. 
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Blur g\' g\° g\° 
(4) (1+4) X (1+4) ; (1+2) i en 


(5) 1-2)", 1-4)", 1-2)", Ba 


von denen die zweite mit den Gliedern mit positiver Basis anzufangen ist und 
in der ersten der Symmetrie wegen die über den fortzulassenden Gliedern 
stehenden zu streichen sind, so ist (4) eine aufsteigende, (5’) eine absteigende 
Folge positiver Zahlen. 

Wir wollen weiter zeigen, daß (4') und (5) auch die Bedingungen B,) 
und B,) auf S. 150 und 151, die für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen 
erforderlich sind, erfüllen. Es ist 


2 
peh- 
n n n 
also 


und mithin i 
(8) (1 +2] < (1-2) 
* n 7% . 
Die Ungleichung (8) besagt, daß die Folgen (4) und (5) der Bedingung B,) 
genügen. Um zu zeigen, daß die Folgen (4) und (5’) auch die Bedingung B,) 


erfüllen, ist zu zeigen, daß, wenn e eine beliebig gegebene positive Zahl ist, 
man stets eine ganze positive Zahl Æ% so finden kann, daß 


ER ER g Di 
(1-74) Err vi 


wird (e=0,1,2,...). Es ist 


g — (k+o) ( g =; 
— — |1 
(1 E+ 3l ETET 


e ee ern 


wobei G das erste Glied der absteigenden Folge (5’) bedeutet. Wählt man in der 


2 
Ungleichung (2)a=1, 8 = 1 — E und n = k + o, so wird 
PRIRA EE a f PE zer 
s (1 rey) ae 
1 2% 4 
Da y = T ist, so erhält man 


g — (k+0) g ae ag 
(1- ) - (175 < 


2 
Wählt man die ganze positive Zahl k > er , so wird 


Hg er g ji 
(1 I) a Ea 8. 
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Diese Ungleichung besagt, daß die Folgen (4’) und (5’) auch die Bedingung B,) 


go) 
2)" 


Satz I für positives & = g bewiesen. Wir können nunmehr nach Seite 78 


(2) e 
ei paj- 


Hieraus geht hervor, daß für negatives v = — g die Folgen (4) und (5) eben- 
falls eine Zahl definieren. Der Fall x = 0 liefert in (4) und (5) durchgehend 
die Zahl 1, so daß die durch (4) und (5) für æ = 0 dargestellte Zahl den Wert 1 
hat. Hiermit ist Satz I völlig bewiesen. 


Wir betrachten die Folgen (4) und (5) speziell für x = 1. In diesem Fall 


‚erfüllen und daher eine Zahl definieren. Hiermit ist zunächst 


auch die zu reziproke Zahl bilden. Diese lautet 


—i 


ist in (5) 1-4) als Glied mit nicht positiver Basis zu streichen, und man 


hat die zwei Folgen: 


1 1)? LAs 
(9) (1+4) , (1+5) , Be (1+3) 3 


(10) 1-3)"; 1-3); a 1-9 


Die durch die zwei Folgen (9) und (10) definierte Zahl be- 
zeichnet man allgemein nach Evrers! Vorgang mit dem Buch- 
staben e. 


Aus der Definition der Zahl e durch die zwei Folgen (9) und (10) ergeben 
sich nach Satz I auf Seite 82 die fundamentalen Ungleichungen 


n 1 —n 
(11) (14) a gz (1-4) n=2,3,4,...). 


Beachtet man, daß 
ı\! 1\2 
(i +7) < (1 +) 


(4) a 


so erhält man aus (11) die Ungleichungen: 


und ferner, daß 


n—1 1 n 
(12) (+55) <e<[1+.) (nm 2,8, 4,.... 


Da (9) und (10) zwei zusammengehörige Definitionsfolgen sind, so trifft 
dies auch für die folgenden zwei Folgen zu: 

1 EULER, Comment. Petropol. 7 (1740 gedruckt); vgl. Bibliotheca math. (3) 2, 442 
(1901). 
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Iy A 13% l a 
e E 


1 \? a \e 1 \* 1 \r+ı 
ao (4), (i (le 


Die erste dieser Folgen haben wir aus (9) nur durch Vorsetzen des 
1 
Gliedes (1 +7) , das kleiner als alle Zahlen dieser aufsteigenden Folge ist, 


abgeleitet und die zweite Folge ist wegen der Gleichung 


le 

n n— i 

mit (10) identisch. (Der Leser beweise sich zur Übung auch direkt, daß (13) 
und (14) zwei zusammengehörige Definitionsfolgen sind.) 

Infolge der Ungleichungen (12) hat nach Satz II auf Seite 82 die durch 
die Folgen (13) und (14) bestimmte Zahl denselben Wert e, wie die durch die 
zwei Folgen (9) und (10) bestimmte Zahl. Die Zahl e ist also auch durch 
die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen (13) und (14) be- 
stimmt. 

Aus den Ungleichungen (11) oder (12) kann man e mit beliebiger Ge- 
nauigkeit berechnen. Wählt man in (12) z.B. n = 26, so ist 1,042° < e < 1,04%, 
Diese Ungleichung besagt: Die Zahl e ist größer als die Summe, zu der die 
zu 4°/, ausgeliehene Einheit mit Zinseszins in 25 Jahren anwächst, aber 
kleiner als das Kapital, das unter den gleichen Bedingungen aus der Einheit 
in 26 Jahren entsteht.! Aus einer Zinseszinstafel? entnimmt man 2,665 < e < 2,772. 
Für n = 101, also 1°/, Verzinsung, ist 1,01! = 2,704 und 1,01!%!1 = 2,732, 
also 2,704 < e < 2,732. Eine bequemere Berechnung von e liefert die Theorie 
der unendlichen Reihen (vgl. Kap. V). Es ist e = 2,718281828459 ...® Wir 
beweisen nunmehr 

Satz II. Die durch die zwei Folgen (4) und (5) dargestellte Zahl 


hat den Wert æ. Sie ist also die x Potenz der Zahl e. Man be- 
zeichnet e, wenn x alle reellen Zahlen durchläuft, als Exponential- 
funktion für die Basis e. 

g sei irgend eine positive Zahl, n eine ganze positive Zahl. Wir wollen. 
zunächst zeigen, daß für positive x = g die Zahl 


0+2) 
n 
AAU 
n 

1 Vgl. z. B. LOEWY, Versicherungsmathematik, 2. Aufl., Sammlung GÖSCHEN, 
Leipzig 1910, Seite 23. 

2 Z. B. H. MUBAI, Zinseszinsen-, Einlagen-, Renten- und Amortisationstabellen, 
Budapest 1897. 

8 Man hat die Zahl e auf 225 Dezimalen berechnet. Vgl. L’intermédiaire des 


mathématiciens 7 (1900), 8.53, sowie Jahrbuch über die Fortschritte der Math. 
1893/94, S. 736. 
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gleich e wird. Damit 1 — 2 positiv ausfällt, sind nur solche n zu betrachten, 
die > g sind. Zu jeder ganzen positiven Zahl n, die > g ist, bestimmen wir 
eine ganze positive Zahl m, von der Art, daß 

(15) m< Sm +1 


ist. Da die Zahl m, von der Beschaffenheit der Zahl n abhängt, haben wir 
ihr den Index n beigefügt. 
Aus der Ungleichung (15) folgt: 


1 g 1 
I 
ae ER WE 
Mithin ist 
1 
IH 
n My 


und folglich 


„+ 
(1+--)'= (1+ ž )” 2 
m 


Mn 


Folglich wird 


+1 
(am) (1 +2)'< h 4)” LA 
n M, 
Aus (16) folgert man 
SE 2 8 
n n m. Mat 1 


und daher 


Nun ist nach (15) Maeg < n und daher nach (IVb) auf Seite 213 


1 1 r 1 1 Mn g 
Ma + 1 Mat 1 


e n “a 1 Mn g 
een) 
oder durch Übergang zu den reziproken Zahlen 


nn ee 


i2 1 vie E Man mg fMi Segi 1+ 1 \mn9 
m,+ 1 \m+1 ER Ei Or) Bi 


so verwandelt sich (18) in 


19) (+< ( 2". 


Folglich wird 
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Aus den Ungleichungen (17) und (19) wird sich uns das gewünschte Resultat 
leicht ergeben. 


Wir betrachten die Zahl e; sie war durch die Folgen (18) und (14) de- 


finiert als 
1 \n 
(144) 
n 


4 


1 
(1 a4 22 in 
n 
Nach der am Schluß des $ 4 gemachten Bemerkung auf Seite 214 ergibt sich 


hieraus 
+)" 
n 


He Er 
(20) el = j je» (n = 1, 2, 3, J- 
E a 
n 
Wir wollen auf der rechten Seite der Gleichung (20) die Zahl n nicht 
die Werte 1, 2,... durchlaufen lassen, sondern die ganzen Zahlen m,, wie 


sie sich aus (15) ergeben, wenn man in (15) n der Reihe nach alle ganz- 
zahligen Werte, die > g sind, durchlaufen läßt. Dies ist erlaubt; denn hier- 
durch werden in den rechter Hand der Formel (20) stehenden zwei Definitions- 
folgen nur entweder gewisse Glieder mehrfach wiederholt oder gewisse Glieder 
gestrichen, wodurch der Wert einer durch zwei Definitionsfolgen definierten 
Zahl sich nicht ändert. Wir können demnach ef auch so schreiben: 


| 1 Er AN 
Ir 
21 or ? 5 
e1) $ ( 1 nr 
7 
Mn 


Nach der Gleichheitsdefinition auf-Seite 151 besagen die Ungleichungen (17) 


n 


g 
(e 
und (19), daß die durch (21) gegebene Zahl und die Zahl 


ei 


gleich sind. Man hat also 


(g) 
el = A 


DoT 


Hiermit ist Satz II für positive Werte & = g bewiesen. 
Wir bilden nach der zuletzt hingeschriebenen Gleichung die zu e? rezi- 


proke Zahl >. Diese wird nach Seite 78 gleich 


| er) 


Co 
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Da e`! = Z; so hat man 
e 


1%)" 
(22) e79 = 


Die Zahl 


iR 


geht für negative v = — g in die rechte Seite von (22) über. Mithin ist der 
Satz II auch für negative = — g bewiesen. Im Fall æ = 0 schließlich wird 


e” gleich 1 und auch die zwei Folgen ( 1 +2)" und ( 1 -2) T" stellen die Zahl 1 


dar. Aus dem soeben bewiesenen Satz II und dem Satz I auf Seite 82 ent- 
nehmen wir noch die wiehtigen Ungleichungen: 


(23) | (1+#)"< e? < 1-4)", 


bei denen n jeden ganzzahligen positiven Wert >|x| annehmen 
darf und x eine beliebige reelle Zahl bedeutet. 
Wir wenden uns nun zu 


Satz II. Bildet man die zwei Folgen: 


(24) =); (1-7), qie) haa sfe. 


und 
2) (s=1), 2(%x-1), s (Yz -1), So n(ýz-1), Bie 


bei denen v irgend eine positive Zahl. bedeutet, so sind dies zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen. Bezeichnen wir die von 
ihnen definierte Zahl 
1 
ri 
n 


©] 


mit y, so hat diese die Eigenschaft, daß e” = x ist. 
Die Zahl y, die durch e” = x definiert war, nannten wir den natür- 


e 
lichen Logarithmus von z, also y = logx. Wir haben den Satz III so 
formuliert, daß wir die Bezeichnung Logarithmus vermieden haben, und wir 
werden auch den Beweis von Satz III ohne Voraussetzung von Kenntnissen 
über Logarithmen führen. Satz III liefert uns daher eine neue 
Definition und einen einfachen Zugang zu den natürlichen Loga- 
rithmen. 
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p bedeute im folgenden eine beliebige positive Zahl, die einen Wert > 1 


hat; n bezeichne eine ganze positive Zahl, die =2 ist. Alsdann ist 
1 


p"®-D,S1. Wir benützen die Ungleichung (3) und wählen in ihr «=1, 
1 


p= Fu r@-1, Dann erhält man 


Da 


ist, so ergibt sich 


oder, indem man rechts und links n — 1 zuaddiert 


1 L 
(26) slis ")>a-oh1-? a! 


1 
Setzt man in der Ungleichung (2) «= p"" "0, #=1, so ergibt sich 


© Br M 
1 >p” en Pe ER 1) 


K 1 1 
pe p"® do pet 


oder, da 


ist, 


Addiert man zu der letzten Ungleichung rechts und links — n, so findet man: 


1 
>n["-1). 


Die Ungleichungen (26) und (27) belehren uns, daß für p >1 die zwei 
Folgen 


(24) (1), (1); zen): Br “ach a 


5) (P-1), 2(Vp-1), s (vr -1), a n(Y -1), 


aufsteigend bzw. absteigend sind. 


I 
(27) (n-1) (- 1 
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Nun ist 
n AU; 1 
(28) n(YP- 1) =p Hera 
Vp 
Da wegen p>1 auch Vp > 1 ist, so geht (28) über in 


(29) n(YP- Jea] 


Hiermit ist gezeigt, daß die zwei Folgen (24) und (25') die für zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen erforderliche Bedingung B,) auf Seite 150 erfüllen. 
Um darzutun, daß unsere Folgen (24°) und (25) auch die noch weiter erforder- 
liche Bedingung B,) erfüllen, ist nachzuweisen, daß man für jede beliebig 
vorgegebene positive Zahl e stets eine ganze positive Zahl % so finden kann, daß 


k+o 
“+ o(p- 1) -atai p) <e 


p 
wird (s = 0, 1, 2, 3, ...) Die zu untersuchende Differenz 


= r- 1) ‘sa|: i T 


k+o 


«+0 V- 1) -@rolı =, 
Ve 


wird nach (29) 
k+o__ 'k+o 
< (r- 1)eœ + ol Vr - 1). 
Nun ist die in (25) gegebene Folge absteigend, demnach 


«+0 W-1)<»-ı 


kto >’ 
und die zu untersuchende Differenz < (Vr _ 1) (p — 1). Da weiter nach 


kto Tik 
(IVa) auf Seite 204 — Vp SV p ist, so hat man zunächst das Resultat, daß die 


eE 
fragliche Differenz < (ý — 1) (p — 1) ausfällt. Nach Satz V auf Seite 204 
1 
kann man eine ganze positive Zahl k so finden, daß p*< 1+ 


& . 
EI wird; 


zu nehmen. 


man hat in Satz V für das dortige e die positive Zahl 


Wählt man % derartig, so wird die zu untersuchende Differenz < e. Mithin 
erfüllen die Folgen (24) und (25’) auch die vierte für zwei zusammengehörige 
Definitionsfolgen erforderliche Bedingung B,) und definieren daher eine Zahl. 
Diese Zahl, die uns zunächst unbekannt ist, bezeichnen wir mit y. Wir 
bilden nunmehr nach Satz II die Zahl 


+) 


12") 
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Da y die durch die Folgen (24°) und (25’) definierte Zahl sein soll, so wird 
nach Satz I auf Seite 82 


Hieraus folgt 


Erhebt man diese zwei Ungleichungen in die n-te Potenz, so wird 


NER EA 
( ul <- und (1+2) <p». 


y \" er, 
(1 +2) SPS l: = 
Diese Ungleichungen besagen aber nach Satz II auf Seite 82, daß die Zahl 


(1 +2) 
= p ist. Wir haben also e” =p. Die Gleichung e” =p wird 


1-4") 


demnach bei gegebenem p befriedigt durch 


Mithin ist 


Daß es nur eine reelle Zahl y geben kann, für die e = p ist, ist auf Seite 216 
e 
gezeigt. Diese Zahl hatten wir mit y = logp bezeichnet. Mithin hat die durch 
e 
die Folgen (24°) und (25°) definierte Zahl den Wert log p. 


Nunmehr sei q irgend eine positive Zahl < 1. Wir bilden uns = da 
= > 1 ist, können wir in (24°) und (25’) für p die Zahl = setzen und erhalten 


auf diese Weise als Lösung von e = 7 


GET 
(30) % = log (>) = 1 
2 i - za 
nn 
07 
(vgl. die Vorschrift zur Bildung der entgegengesetzten Zahl auf Seite 76). 


z 


Aus # = T folgt die Gleichung e””=g, deren Lösung mit — x = Weg zu 


bezeichnen ist. Hieraus ergibt sich nach (30) 
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16 EL 
ogq = — log — 
8q 57 


e 
oder, wenn man für log A seinen Wert nach (30) einsetzt, 


e n — 
(30% —  loøgg= Va) |. 
n 
r(e -1) 
Die Folgen (24) und (25) gehen für positive Zahlen x = p, die > 1 sind, in die 
Folgen (24°) und (25°) und für positive Zahlen v = q, die < 1 sind, in die 


Folgen auf der rechten Seite der Formel (30) über. Für v = 1 ist log 1=0 
und die Folgen (24) und (25) stellen ebenfalls die Zahl 0 dar. Hiermit ist 
Satz III bewiesen. 

Aus dem soeben bewiesenen Satz III und Satz I auf Seite 82 folgt das 
Bestehen der wichtigen Ungleichungen 


e n 

(31) (Ea < log z <n(Yýz-1) U E © O S 
Vz 

wobei x jeden reellen Wert mit Ausnahme von 1 annehmen darf. 


Für xv = 1 würde das Gleichheitszeichen treten. 
Die Ungleichungen (31) gestatten, allerdings in nicht sehr bequemer Weise, 


e 
logx mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. In der Formel (31) und den 
Folgen (24) und (25) kann man n, anstatt es alle ganzzahligen positiven Werte 
annehmen zu lassen, auf die Potenzen 2” (m = 1, 2, ...) beschränken. Man 


kann demnach log x auch als die durch 


a in z 
g 
a 
gm E > A 


gegebene Zahl definieren. Beachtet man, daß 
B 2 E a EA er 
z-1l= (a34 1) hae 1) = (2+1) Ars [*- 1) usw., 
e. 
si i Az 
(24 1 E i) Fr + 1) 


e 
ist, so erscheint log x definiert durch die zwei zusammengehörigen Definitions- 
folgen, deren allgemeine Glieder lauten! 


also 


(32) priis 


1 Vgl. SEIDEL, Journ. f. d. r. u. ang. Math, 73, 278 (1871). 
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4 
p 1 == 1 En 1 ne 1 = 
+ 2 Lb 4 EA 8 E Peer 3 
ar +1)4(e +1)&e + Lfe +1) 
und 
x— i1 
Ai 1 = | 1 = 1 = 1 = 
2 Bi 4 Be 8 Eon 23m 
rfa +1)4(e riil +1)... a +) 
1 1 a i 
(mil 3, 8, 0), S de >): ist, so kann man logx durch 


alleiniges Ziehen von Quadratwurzeln finden. 

Die Folgen (24) und (25) führen auf den natürlichen Logarithmus. Will 
man die Logarithmen für die Basis ĝ finden, wobei ĝ irgend eine zu 1 un- 
gleiche positive Zahl bedeutet, so ist nach Formel (10) auf Seite 218 


e 
man hat also logx mit der Zahl M = 


zu multiplizieren. Die Zahl M 
e 
log 8 
heißt der Modul des Logarithmensystems mit der Basis f. Der Modul 
des dekadischen Logarithmensystems (# = 10) ist, worauf wir noch in Kapitel V 
zurückkommen, i 
Has 


e 


log 10 


10 
= log e = 0,434294481903251.... 


8. 
Das arithmetisch-geometrische Mittel und verwandte Algorithmen. 
Die Kreismessung. 
Zum Schlusse dieses Kapitels wollen wir noch kurz einige Probleme be- 
handeln, bei denen sich der Zahlbegriff ebenso wie im vorigen Paragraphen 


unmittelbar in Form der Seite 150 gegebenen Definition darbietet. 
Aus irgend zwei positiven Zahlen a und b, von denen a < b sei, soll 


las ariihmetische Mittel © 7. und das geometrische Mittel Vab . gebildet 


werden. Da nach Voraussetzung a < b ist, werden sämtliche Zahlen 


ER 2 
a u aa at a 


negativ; man hat daher die Ungleichungen: 


(1) A ES EL 


2 


Loewy, Algebra. 16 
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Aus den Zahlen a und 5 ey wir der Reihe nach die folgenden 
Zahlen ab: 


r 
ù =l, a =b, 

Qa +a 

7 r 1 1 
Ag Qili , a = , 

2 

Q +a 

ex 7 I 2 2 
a = Va a, 0 = 2 ’ 

—, a, + a, 

’ r 3 3 
= Va,+a, , LETTER TE ’ 


Aus den Ungleichungen (1) schließt man, daß die Zahlen a,, a,, ... 
eine aufsteigende, die Zahlen a,’, ay', ... eine absteigende Folge bilden und 
A, < a, (n=1,2,3.,..)ist. Ferner hat man 


en E u, tr, ya, %—_ı ee (Va;_ı - Va,_ı F 
a ER MA E, = AE 3 
oder 
Se ER Mar Van.. 
Oni Z hni 2(Va;_, C Va,_ı) 
Mithin wird 
a, — an E ER 
a,—ı a_ı 2 
oder 


LA 


LEPA 
An m< g Ci a Aana) e 
Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung ergibt sich 


1 
a, —a,< pami (a, — a). 


a 
Hieraus folgt, daß ( n) eine Zahl definiert, da alle vier für zwei zusammen- 
a 


gehörige Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen B,) bis B,) auf Seite 150 
erfüllt sind. Die Zahl PR heißt das arithmetisch-geometrische 
a 


Mittel! zwischen den zwei Zahlen a und b und wird gewöhnlich mit M (a, b) 
bezeichnet. 
Unter dem harmonischen Mittel? zwischen zwei positiven Zahlen a 


1 Die Einführung dieser Zahl stammt von LAGRANGE (Oeuvres II, p. 267). 
Besonders eingehend hat sich GAuss mit ihr beschäftigt. Vgl. hierzu die von KLEIN 
und BRENDEL gesammelten „Materialien für eine wissenschaftliche Biographie von 
Gauss“: Heft II (Fragmente zur Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels) und 
Heft III (Arbeiten zur Funktionentheorie) von L. SCHLESINGER, Nachrichten der 
Gesellsch. der Wiss. zu Göttingen, math.-phys. Klasse 1912. 

2 Diese Bezeichnung stammt aus der Musik, Für a = 2, b= 1 wird h = 
Die AREE IN die den Grundton, die Quinte und die große Terz liefern, Er 
sich wie 1:2:4. Diese drei Töne setzen den harmonischen Grundakkord zusammen, 


www.rcin.org.pl 


Das arithmetisch-geometrische Mittel und verwandte Algorithmen. 243 


2ab 
av a+b 
gleichungen: a < h < Vab < b; denn für 


TAD M I e O E 
wha 70, PAVo b a ZT, Vaba 


und b versteht man die Zahl k = 


Ist a <b, so gelten die Un- 


ergeben sich ausnahmslos negative Werte. Der Leser beweise: 
Bildet man aus zwei positiven Zahlen a und b (æ < b) die zwei Folgen: 


_— Be 
a„,=4ua, a=b, 
9 r 
2a a 
t, = —— 2 = Varai, 
a + 
20, ld, — 
@; = —— "= Va,a, 
3 + Ag V 24 > 
a 2a; Ag r 7 
AESA E] Ag = Y a3 lg ; 
az + ag 


Ta 

so erfüllen a, und a,’ (n = 1, 2,...) alle vier für zwei zusammengehörige 
a 

Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen und definieren eine Zahl | 4 ; 
An 


Diese heißt das harmonisch-geometrische Mittel zwischen a und b und 
ist gleich dem reziproken Wert des arithmetisch-geometrischen Mittels zwischen 


E und F, also gleich 


b 
1 we a.b tii a.b 
Eo IR RE er b 
u) el) 


Ferner beweise man: Bildet man aus zwei positiven Zahlen a und b (a<b) . 
die zwei Folgen: 


Q=, a=b, 

_ 24, a,’ POBNEN... für.» a, 
MT IHRE: u a. 
a + a, 2 

24,4, , a, + ay 
FE re FE e ee ne 


A, + a, 


so erfüllen a, unda,) (n = 1, 2,...) alle vier für zwei zusammengehörige 
An 
Definitionsfolgen erforderlichen Bedingungen und definieren eine Zahl | ) - 
An 
Diese heißt das harmonisch-arithmetische Mittel zwischen a und b. 
Wir behandeln noch den folgenden für die Kreismessung wichtigen 
Algorithmus, der zu einer elementaren Definition der Zahl z führt. à und J, 
seien zunächst irgend zwei positive Zahlen, von denen ù < J, sei. Aus ©, und 
J, bilde man die zwei Folgen: 
16* 
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F 7 rA N A 
t= Vù, er 
TE E ES 21, Ja 
u Vic az 
” . A | 
a bihot 
Kaya N, Je = —— i, sein ! 
: DZ sd 
Ant = Viada, Jayi = T IM 


Alsdann hat man in ù und J, (n = 1, 2, ...) zwei zusammengehörige 
Definitionsfolgen; denn sie erfüllen die vier la erforderliehen Be- 
dingungen B,) bis B,) auf Seite 150. Es bestehen nämlich die für B,) bis B,) 
erforderlichen Ungleichungen: 


2J, Vin Jn 


Druck ae Dede nn 
+1 +1 Vin Ja LFL 73 


da die Größen 
in~ Vin In; In In — Li a Un k. TANZ 3 Ai s Eo iri J) ’ 
Vid, +J, Vin In + Ja 
27 7 A TA Fee T = (Vin Ja T Jp) Jn 
A r aE 


sämtlich negativ ausfallen; denn es ist „< J, (n = 1, 2, ...). Zum Beweise 
der letzten Relation nehmen wir an, daß die zwei Ungleichungen 


a AR 


(1) Ia < Ja und (2) in +1 < In 

bereits für eine ganze positive Zahl » = k bewiesen seien; daß sie für n = 1 

gültig sind, ist unmittelbar ersichtlich. Aus 44,<J, und Ay. = Aha ath 
hti +J, 


oA BEA f i i 
folgt J,41 > a al ‚d.h. „+ > %+1- Ferner ergibt sich aus der soeben 
k 


bewiesenen Ungleichung %,4,< Ay und %45 = Vihti Jar, daß 449 < hpa- 
Gelten also die Ungleichungen (1) und (2) für n = k, so gelten sie auch für 
n=k+1 und daher infolge des Schlusses von k auf k +1 auch für jedes 
ganzzahlige positive n. 

Ferner ist 


. 22,7, _ı a (A _ı T tn) tn Wi E ee 
BE“ A pig RN +3, i Jai Es 
und, da J,_, > i,, so hat man 


J, ~= ta < Fra (n-ı- eh 
also 3 
u ta < 75 (= S , 
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und durch wiederholte Anwendung der letzten Ungleichung 


k 1 ` 
dim as par Aa h). 


Mithin definiert (7) eine Zahl. 


Es gilt nun folgender geometrischer Satz: Beschreibt man einem Kreise 
reguläre Polygone ein und um, und wird der Flächeninhalt des regulären ein- 
beschriebenen 2"—1.m-Eckes mit z, und der des regulären umbeschriebenen 
2"—1. m-Eckes mit J, bezeichnet (n = 1, 2, 3, ...), wobei m eine beliebig ge- 
wählte, feste positive Zahl bedeutet, so ist! 


= AR und 


Ber IE Ai 
a EE P (n = 2, 3, AA 


Die Werte @, und J, sind offenbar von der Wahl der zwei Ausgangs- 
polygone abhängig, d. h. von dem Werte, den man der Zahl m beilegt. Wählt 
man nun für m irgend zwei verschiedene Werte m’ und m” und bedeuten 
dementsprechend ;,’, J, die Flächeninhalte regulärer 2”— 1. m-Ecke, i”, J,” 
die Flächeninhalte regulärer 2”— 1. m”-Ecke, so ist i, < J,”, i,” < J,’, da jedes 
dem Kreise einbeschriebene Polygon kleineren Flächeninhalt als ein um- 


beschriebenes Polygon hat. Mithin sind die Zahlen S] und (7a) nach 


n J, 
der Gleichheitsdefinition auf Seite 151 gleich. Wir haben also den 


Satz: Bedeuten i, und J, die Flächeninhalte irgend welcher 
dem Kreise einbeschriebener bzw. umbeschriebener regulärer 


2"—=1.m-Ecke, so ist die Zahl F = (7) von der Wahl des m un- 
abhängig. ; 

Man definiert als Flächeninhalt des Kreises die Zahl F. Da 
nach Satz I auf Seite 82 ¿< F < J, ist, so hat F die Eigenschaft, daß der 
Flächeninhalt jedes dem Kreise einbeschriebenen regulären Polygons kleiner, 
jedes umbeschriebenen regulären Polygons größer als F ist. Hierzu kommt 
noch folgendes: Ist s eine beliebig klein gewählte positive Zahl, so kann man 


nach B,) auf Seite 151, da =) eine Zahl ist, stets eine ganze positive Zahl k 


finden, so daß Jura — ir+o < s für alle o = 0,1, 2,... wird. Um so mehr 
wird demnach, da ¿< F< J, ist, F=-ürs<e, also 44, > F— 8, und 
Jero — F < e, also „rs < F +e. Hieraus ergibt sich: 

1. Alle dem Kreise einbeschriebenen regulären Polygone 
haben kleineren Flächeninhalt als die dem Kreise als Flächen- 
inhalt zugeschriebene Zahl F. 

2. Ist e eine beliebige positive Zahl, so kann man dem Kreise . 
stets reguläre Polygone einbeschreiben, deren Flächeninhalte 
größer als F — e sind. 


1 Diese Methode der Berechnung des Kreisinhaltes geht auf den Engländer 
GREGORY (1638—1675) zurück. Vgl. J. TROPFKE, Geschichte der Elementar- 
Mathematik, Bd. II, S. 125, Leipzig 1903, ferner R. BALTZER, Elemente der Math., 
3. Aufl., Bd. II, Leipzig 1870, S. 95, wo man auch den im Text zitierten geometrischen 
Satz bewiesen findet, 
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1’. Alle dem Kreise umbeschriebenen regulären Polygone 
haben größeren Flächeninhalt als die dem Kreise als Flächen- 
inhalt zugeschriebene Zahl F. 

2. Ist & eine beliebige positive Zahl, so kann man dem Kreise 
stets reguläre Polygone umbeschreiben, deren Flächeninhalte 
kleiner als F + e sind. 

Die Berechnung von F geschieht am bequemsten, indem man m = 4 wählt. 
Alsdann ist für ©, der Flächeninhalt des dem Kreise einbesehriebenen Quadrates 
zu setzen, der gleich 27? ist, und für J, der Flächeninhalt des dem Kreise 
umbeschriebenen Quadrates, der gleich 47? ist, wobei r den Kreisradius be- 
deutet. Man findet also die dem Kreise als Flächeninhalt zugeordnete Zahl F, 


indem man in (7) für die Ausgangszahlen <, und J, die Werte 2r? bzw. 47? 
wählt. Nun läßt sich bei dieser Wahl aus allen Zahlen ©, und J, der Faktor r? 
herausnehmen, und man erhält F = r? 2 , wobei für die Bildung der z, und 
J, nunmehr 2, s 2, J = 4 als Ausgangswerte zu nehmen sind. Die so defi- 


D 
nierte Zahl pa die aus den Ausgangswerten i = 2, J, = 4 zu berechnen 
ist, bezeichnet man mit m. Der Flächeninhalt des Kreises ist also r?m. Die 
Ungleichungen £,< n <J,(n=1, 2, 3, ...) erlauben, die Zahl æ mit beliebiger 
Genauigkeit zu bestimmen. 

Betrachtet man die Umfänge u, und U, der dem Kreise einbeschriebenen 


u 
bzw. umbeschriebenen regulären 2"—!+.m-Ecke, so bestimmt ( ) eine Zahl Ķ,! 


die von dem Werte m unabhängig ist. Als Länge des Kreisumfanges definiert 
man diese Zahl K. Für das Verhältnis der Umfänge u, und U, zu der Zahl K 
kann man die analogen Betrachtungen anstellen, wie sie oben für das Ver- 
hältnis von č, und J, zu F durchgeführt wurden. Was den Zusammenhang 
zwischen F und K betrifft, so beweist man K = 2rn. Ausgehend von den 
Kreisumfängen hat auf derartigem Wege Arcnımepes die Zahl m% gefunden. 


Fünftes Kapitel. 


Grenze und unendliche Reihe. 


Q 


sı. 
Obere und untere Grenze einer Zahlenmenge. 
Im folgenden werden wir uns mit Systemen reeller Zahlen beschäftigen, die 


durch ihre Aufzählung, Bildung oder durch gewisse Eigenschaften so charakteri- 
siert sind, daß stets entschieden werden kann, ob eine vorgelegte Zahl zu dem 


1 Den Beweis hierfür wird der Leser etwa nach WEBER-WELLSTEIN, Enzyklopädie 
der Elementar-Mathematik, Bd. 2, S.264 u. 269, Leipzig 1905, leicht erbringen 
können. 
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definierten System gehört oder nicht gehört. Ein derartig abgegrenztes System 
heißt eine Zahlenmenge oder eine lineare Punktmenge.! Je nachdem 
eine Menge eine endliche oder eine unendliche Anzahl von Zahlen umfaßt, 
heißt sie eine endliche oder eine unendliche Zahlenmenge. Als Bei- 
spiel einer unendlichen Zahlenmenge führen wir die Menge aller Zahlen an, 
die zwischen zwei reellen Zahlen g und @ (g < @), die Grenzen eingeschlossen, 
liegen. Sie bilden das Intervall [g, @]; die dem Intervall angehörigen 
Zahlen x sind charakterisiert durch g S œ S G. 

Eine endliche Anzahl reeller Zahlen hat stets ein Maximum, d. h. unter 
ihnen befindet sich eine Zahl, die entweder größer oder jedenfalls nicht kleiner 
als alle anderen ist. Das Entsprechende gilt betreffs des Minimums. Bei 
einer unendlichen Zahlenmenge kann es zunächst eintreten, daß man zu jeder 
beliebig gewählten, der Menge nicht notwendig angehörigen positiven Zahl 
A wenigstens eine Zahl aus der Menge (und daher unendlich viele) finden 
kann, die > A sind. In diesem Fall heißt die Menge nach oben un- 
beschränkt oder nach oben unendlich. (Beispiele: Die Gesamtheit aller 
reellen Zahlen; die Zahlen 14, 21, 34, 44, ....; die Zahlen der Form 2”, wobei 
n alle ganzzahligen positiven Werte durchläuft.) Jede andere Zahlenmenge 
heißt nach oben beschränkt. Das Kriterium für eine nach oben beschränkte 
Zahlenmenge T ist, daß für sie wenigstens eine reelle Zahl A und daher un- 
endlich viele, nämlich alle, die größer als A sind, existieren, so daß alle 
Zahlen von Ẹ kleiner als A sind. 

Eine nach oben beschränkte Zahlenmenge braucht nicht stets ein Maximum 
zu besitzen. Z. B. bilden die Zahlen > = Š i ka ER 2 = 2 nr 
Zahlen des Innern des Intervalls [g, G], d. h. alle Zahlen x, für die 
9g<xz<d@G ist, nach oben beschränkte Zahlenmengen, für die 1 und alle 
größeren Zahlen bzw. G und alle größeren Zahlen obere Schranken sind, ohne 
daß die angeführten Mengen unter ihren Werten ein Maximum haben. Wir 
beweisen nun folgenden 

Satz I. Ist T irgend eine nach oben beschränkte Menge 
reeller Zahlen, so existiert stets eine Zahl G und keine ihr un- 
gleiche mit folgenden zwei Eigenschaften: 

1. Jede Zahl aus T ist <@. 

2. Für jede beliebig gewählte positive Zahl s enthält das 
Intervall [@ — es, G] stets wenigstens eine Zahl T aus T, so daß 
G-e<T=G ist. 

Diese Zahl @ heißt die obere Grenze der Menge 7? Die Zahl G 
kann T angehören, braucht es aber nicht. Sie gehört dann und 
nur dann der Menge T an, wenn Ẹ unter seinen Zahlen ein Maxi- 
mum aufweist. Hat nämlich T unter seinen Werten ein Maximum, so erfüllt 
dieses offenbar die Bedingungen 1. und 2. und muß nach der Aussage des 


. oder alle 


! Die letzte Bezeichnung hat ihren Grund darin, daß man sich alle der Menge 
angehörigen Zahlen auf einer Geraden nach Wahl eines Null- und Einheitspunktes 
durch Punkte darstellen kann. Dem Leser wird empfohlen, sich die im Text be- 
sprochenen Tatsachen geometrisch zu veranschaulichen. 

2 Ein Beispiel für eine obere Grenze ist nach den mit 1. und 2. numerierten 
Sätzen auf Seite 245 das Verhalten der Zahl F, die den Flächeninhalt des Kreises 
definiert, zu der Gesamtheit aller Zahlen, die die Flächeninhalte aller dem Kreise 
einbeschriebenen regulären Polygone angeben. 
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Satzes I gleich @ sein. Weiß man umgekehrt, daß @ der Menge angehört, 
so ist infolge der Bedingung 1. keine Zahl aus T größer als diese Zahl @ 
aus ©, d.h. @ ist das Maximum von T. 

Zum Beweise des Satzes I greifen wir irgend eine Zahl F aus T heraus 
und wählen eine beliebige rationale Zahl r, < F und eine weitere beliebige 
rationale Zahl r, > A; dabei bedeute A irgend eine Zahl, die größer als alle 
Zahlen von T ist. Da T voraussetzungsgemäß nach oben beschränkt ist, gibt 
es wenigstens eine Zahl A der gewünschten Eigenschaft. Wir betrachten 
nunmehr das Intervall [r,, vr). Dieses enthält wenigstens eine Zahl aus T 
(nämlich mindestens F) und ferner ist keine Zahl aus T größer als r,’, dar,’ > A 


ist. Bildet man das arithmetische Mittel +71 en 
rn. +r’ 

2 
mit Einschluß seiner Grenzen zu nehmen ist, können sich Zahlen aus T be- 


finden oder nicht befinden. Liegt in dem Intervall 125% En 


‚so ist r< A 


In dem Intervall A Aal, das ebenso wie die folgenden Intervalle 


i r'| wenigstens 


: i nEn’ F 
eine Zahl aus 7, so setzen wir r, = a Y,=r,, sonst setzen wir 


au. Da das Intervall [r,, r,’] wenigstens eine Zahl aus T 
enthält, so muß auch das Intervall [r,, r,'] seiner Wahl nach mindestens eine 
Zahl aus T enthalten, und ferner ist keine Zahl aus T größer als ry. Infolge 
unserer Definitionen ist ,>r,, r’<=r,, T3 > Ta. Das Intervall [r,, r,’] ist 
Car 

a Ar 

Mit den Zahlen r, und 7, operieren wir in der gleichen Weise, wie wir 
Ta Hry i 
pe To 


— ee 
Sn=T, Ta 


halb so groß wie das von [r,, r,’), also ry — r, = 


es mit r, und r, taten. Enthält das Intervall | wenigstens 


: s Ta HTa g 
eine Zahl aus T, so setzen wir r, = ——, r3=r,. Enthält aber das 


2 
Intervall 53, | keine Zahl aus T, so gilt das Gegenteil für die 


r Ta + Ta 


andere Hälfte des Intervalls, und wir setzen r, = r,, Tg = Das neue 


Intervall [r;, r,'] enthält ebenso wie das frühere [r,, r,'] wenigstens eine Zahl 
aus T, und keine Zahl von T ist größer als ry’. Infolge unserer Definitionen 
ist 74 = Ta T3 S Ty, T3 >r,, und das Intervall [r,, 7] ist halb so groß wie 
das Intervall [r,, r], also 


Be m 


Operiert man in gleicher Weise mit dem Intervall [r,;, 7%] und fährt 
derart fort, so gewinnt man zwei unendliche Folgen rationaler Zahlen 


Rd Ber 
t z t 
2a Na TEDI 


Diese weisen die vier charakteristischen Bedingungen für zwei zusammen- 
gehörige Definitionsfolgen auf (vgl. S. 62); denn es ist: 
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B,) nzsneZEnSEnN=S..., 
B») 7 I — n> u n= .y 
1 
B,) Tn > Tan; 
, 
Tiai Sg Pii Ti py fi 
B,) a a ee irn” >>: ya 


Wir können daher eine reelle Zahl @ definieren, indem wir setzen 


Tan . 
G= ( ) . Nach seiner Konstruktion enthält das Intervall [r„, 7n ] mindestens 


Tn 


eine Zahl aus T, und es ist keine Zahl aus T größer als r, (n = 1, 2, ...). 
a We 
Wir wollen nun zeigen, daß keine Zahl aus T größer als @ = £ ) ist. 


Angenommen, es gäbe eine Zahl Z aus T, so daß Z>G wäre. Alsdann 


An s 3 N 
müßte es, wenn man Z= ( ,) durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen 


Xn 
darstellt, nach Satz VIII auf Seite 81 eine ganze positive Zahl g geben, so 
daß z >r, wäre. Nach Satz I auf Seite 82 ist 3, S Z S 3p (n = 1, 2, ...) 
Mithin würde aus Z = x, und z, > r; die Ungleichung Z > r; folgen. Diese 
kann aber nicht bestehen, da keine der Zahlen aus T größer als irgend eine 
der Zahlen r,’ sein kann. Mithin ist gezeigt, daß die Zahl Œ die erste in 
Satz I ausgesprochene Eigenschaft besitzt. 

Um nachzuweisen, daß @ auch die zweite in Satz I angegebene Eigen- 
schaft besitzt, betrachten wir irgend eine beliebige positive Zahl & Aus der 


Ungleichung G — e < G folgt, da G = aA ist, daß unter den rationalen 


Tn 
Zahlen r, sich eine Zahl r, auffinden lassen muß, für die G — e < r, ist 
(Satz VIII auf Seite 81) In dem Intervall [r,, r,] existiert stets wenigstens 
eine Zahl aus T. Da aber, wie gezeigt, keine Zahl aus T größer als @ sein 
kann und @=r, ist, so muß sich auch in dem Intervall [r,, G]! mindestens 
eine Zahl 7 aus Ẹ befinden. Es ist also r, =< T&G. Nun ist G-s<r,, 
folglich hat man @-e< T&G. Hiermit ist bewiesen, daß @ auch die 
zweite im Satz I verlangte Beschaffenheit hat. 3 

Ehe wir zeigen, daß eine nach oben beschränkte Menge T keine zwei 
ungleichen oberen Grenzen hat, beweisen wir als 

Satz II. Ist @ obere Grenze einer nach oben beschränkten 
Menge T und ist A irgend eine Zahl von der Art, daß alle Zahlen 
von T gleich oder kleiner als A sind, so ist stets G SA, d.h. unter 
allen Zahlen, die von keiner Zahl aus T überschritten werden 
(zu ihnen gehört nach 1. in Satz I die Zahl Q), ist die obere 
Grenze @ die kleinste Zahl. 

Angenommen, es wäre A < @, so könnte man die positive Zahl s = @ — A 
bilden. Nun gehört nach der Aussage 2. in Satz I zu jedem positiven & 
eine Zahl Tin T, so daß G —-s<T=G ist. Bei der Wahl e = G — A hätte 
man also A < T&G. Die Ungleichung A < T würde aber der Voraussetzung 


! Falls r, = @ ist, so ist unter dem Intervall [r,, G] die Zahl @ selbst zu 
verstehen. 
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widersprechen, daß A von keiner Zahl aus T überschritten werden soll. Mithin 
kann nicht A < G sein; es muß also @=A sein, wie es Satz II besagt. 

Aus Satz II folgt unmittelbar, daß für jede nach oben beschränkte 
Zahlenmenge keine zwei ungleichen oberen Grenzen G und @’ 
existieren können. Würden nämlich zwei ungleiche obere Grenzen @ und 
@’ existieren, so würden beide nach der Aussage 1. des Satzes I die in 
Satz II über die Zahl A gemachte Voraussetzung befriedigen; man hätte also, 
da G und @’ beide obere Grenzen sein sollen, G'S G und G SQ’. Mithin 
muß G = Q’ sein. 

Um sich auch für die nach oben unbeschränkten Mengen des Be- 
griffes der oberen Grenze bedienen zu können, führt man ein neues 
Symbol + œ (gelesen „plus unendlich“) ein. Dieses Symbol wird von uns 
nicht wie von manchen Autoren als Zahl betrachtet werden. Wenn wir 
—yon einer Zahl sprechen, wollen wir hierunter niemals das 
Symbol + œ verstehen; daher soll mit ihm auch nicht gerechnet werden. 
Das Symbol + © soll zu den Zahlen nur durch die Relation < mittels 
folgender Definition in Beziehung gesetzt werden: Jede reelle Zahl soll 
als kleiner als + œ gelten. Kraft dieser Definition verhalten sich die 
Zahlen einer jeden nach oben unbeschränkten Menge und auch nur 
einer solchen zu + œ folgendermaßen : 

1. Jede Zahl aus Tist < + œ. 

2. Für jede beliebige Zahl A enthält das Intervall von A bis + œ 
wenigstens eine Zahl T aus T, so dab A< T< +œ ist. Da also das 
Symbol + œ für die nach oben unbeschränkten Mengen ähnliche Eigenschaften 
hat wie die Zahl @ des Satzes I für die nach oben beschränkten Mengen, 
schreibt man den nach oben unbeschränkten Mengen das Sym- 
bol +œ als ihre obere Grenze zu; hierdurch wird erzielt, daß man 
ausnahmslos von einer oberen Grenze einer jeden Menge reeller 
Zahlen reden kann. 

Analoge Definitionen gelten für die nach unten unbeschränkten 
und für die nach unten beschränkten Mengen reeller Zahlen. Eine 
Menge reeller Zahlen heißt nach unten unbeschränkt oder nach unten 
unendlich, wenn man zu jeder beliebig gewählten Zahl A wenigstens eine 
Zahl aus der Menge (und daher unendlich viele solche) finden kann, die < A 
sind. (Beispiele: Die Gesamtheit aller reellen Zahlen; die Zahlen — 14, — 21, 
— 34, — 4}, ...; die Zahlen der Form (—2)*, wobei n alle ganzen positiven 
Zahlen durchläuft) Eine Zahlenmenge heißt nach unten beschränkt, 
wenn man wenigstens eine Zahl A und daher unendlich viele, nämlich alle, 
die kleiner als A sind, finden kann, so daß alle Zahlen von T größer als A 
sind. Eine nach unten beschränkte Zahlenmenge braucht nicht stets ein 
Minimum zu besitzen, wie z. B. die Zahlenmenge 4, 41, 4, ... zeigt. 

In genau gleicher Weise wie die Sätze 1 und II beweist man für nach 
unten beschränkte Zahlenmengen durch Vertauschung von < mit >: 

Satz I^. Ist T irgend eine nach unten beschränkte Menge 
reeller Zahlen, so existiert stets eine reelle Zahl g und keine ihr 
ungleiche, mit folgenden zwei Eigenschaften: 

1. Jede Zahl aus Tist =g. 

2. Für jede beliebig gewählte positive Zahl e enthält das 
Intervall [g, g +8] stets wenigstens eine Zahl T aus T, so daß 
9g=sT<yg+re 
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Diese Zahl g heißt die untere Grenze der Menge %.! Sie gehört 
dann und nur dann der Menge T an, wenn T unter seinen Zahlen 
ein Minimum aufweist. 

Satz Il’. Ist g die untere Grenze einer nach unten be- 
schränkten Zahlenmenge T, so ist g die größte von allen den- 
jenigen Zahlen A, unter die keine Zahl der Menge T heruntersinkt. 

Um auch den nach unten unbeschränkten Mengen reeller Zahlen 
eine untere Grenze zuweisen zu können, führt man ein neues Symbol — œ 
(gelesen „minus unendlich‘) ein. Dieses soll ebenso wie + œ nicht als Zahl 
gelten. Es soll zu den Zahlen nur durch die Relation < mittels folgender 
Definition in Beziehung gesetzt werden: Jede reelle Zahl soll als größer 
als — œ gelten. Kraft dieser Definition verhalten sich die Zahlen einer 
jeden nach unten unbeschränkten Menge T reeller Zahlen und auch 
nur einer solchen zu — œ folgendermaßen: 

1. Jede Zahl aus T ist > — œ. 

2. Für jede beliebige Zahl A enthält das Intervall von — œ bis A 
wenigstens eine Zahl T aus T, so daß — œ < T< A ist. Da das Symbol — œ 
für die nach unten unbeschränkten Mengen ähnliche Eigenschaften hat wie die 
Zahl g des Satzes I’, schreibt man den nach unten unbeschränkten 
Mengen das Symbol — w als ihre untere Grenze zu. Nunmehr kann 
man von der unteren Grenze einer jeden Menge reeller Zahlen sprechen. 

Wir können durch Zusammenfassen des Voraufgehenden formulieren: 

Satz III. Jede Menge reeller Zahlen besitzt eine obere und 
eine untere Grenze. Dies sind zwei eindeutig bestimmte Zahlen, 
außer in dem Falle, daß es sich um eine nach oben bzw. nach 
unten unbeschränkte Menge handelt; alsdann ist die obere Grenze 
das Symbol + œ bzw. die untere Grenze das Symbol — œ. 

Beispiele: T sei die Gesamtheit aller positiven echten Brüche. Obere 
Grenze 1, untere Grenze 0. Die Menge hat weder Maximum, noch Minimum, 
da 1 und 0 der Menge nicht angehören. 


Ir 1 
T sei die Menge aller Zahlen der Form z a 8, Stoy da Untere 
Grenze 0, obere Grenze 1; letztere ist gleichzeitig Maximum. 
Die Menge © bestehe aus den Zahlen 1, 4, 2, 4, 8, 4, ... Obere 
Grenze + œ, untere Grenze 0. 
Die Menge bestehe aus den Zahlen — 1, — 2, — 3, ... Obere Grenze — 1, 


untere Grenze — œ. 

Mit Rücksicht auf weitere Betrachtungen leiten wir ab 

Satz IV. Sind Z, und J, irgend zwei Mengen reeller Zahlen 
und ist jede Zahl aus %, kleiner als jede Zahl aus %,, so hat £, 
eine Zahl G, zur oberen Grenze und J, eine Zahl g, zur unteren 
Grenze, so daß G, = ist. 

Die Zahlen von T, sind nach Voraussetzung obere Schranken für die 
von %,. Mithin ist T, eine nach oben beschränkte Menge und hat nach 
Satz I eine Zahl G, zur oberen Grenze. Da die Zahlen von T, nach Voraus- 


1 Ein Beispiel hierfür ist nach den mit 1.’ und 2.’ numerierten Sätzen auf 
Seite 246 das Verhalten der Zahl F, des Flächeninhaltes des Kreises, zu den In- 
halten aller dem Kreise umbeschriebenen regulären Polygone. 
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setzung untere Schranken für die von T, sind, so ist T, eine nach unten be- 
schränkte Menge und hat daher nach Satz I’ eine Zahl g, zur unteren Grenze. 
Angenommen, es wäre g < G, so müßte es eine Zahl a, in T, geben, für 
die die Ungleichung 9, < a, S G, bestehen würde; denn sonst würde g, von 
keiner Zahl aus T, überschritten und T, hätte nach Satz II die Zahl g, oder 
eine kleinere Zahl, also nicht @,, zur oberen Grenze. Wäre g, < a, so müßte 
T, eine Zahl a, enthalten, für die g, < a, Sa, wäre; denn gäbe es keine 
solche Zahl, so wäre die Zahl a,, die größer als g, ist, oder eine noch größere 
Zahl untere Grenze von T,. Die Relation a, Sa, würde im Widerspruch mit 
unserer Voraussetzung stehen, wonach jede Zahl aus T, kleiner als jede Zahl 
aus T, ist. Mithin ist die Annahme widerlegt, daß g, < G, ist. Es muß also 
Q, =9, sein. 


82. 
Begriff des Schnittes. Gattung von Objekten, die als Zahlen ver- 
wendet werden können.! 


Wird eine beliebige Menge T reeller Zahlen durch irgend eine Vorschrift 
in zwei Teilmengen T, und T, eingeteilt, so daß jedes dieser Teilsysteme 
mindestens eine Zahl aus T enthält, jede Zahl aus T einem und auch nur 
einem dieser Teilsysteme angehört und jede Zahl aus T, kleiner als jede Zahl 
aus 7, ist, so heißt eine solche Einteilung nach Devexino ein Schnitt 
der Zahlenmenge T. Zu seiner Charakterisierung verwendet man das 
Zeichen (T,/T,). Die Menge T, heißt das Anfangsstück, die Menge T, 
der Rest. 

Bei einer Zahlenmenge T sind offenbar vier Arten von Schnitten (T, /T,) 
möglich, die eine vollständige Disjunktion bilden, so daß stets einer und auch 
nur einer der vier Fälle statthat: 

1. Z, hat eine letzte, T, hat eine erste Zahl. 

2. T, hat eine letzte, T, hat keine erste Zahl. 

3. T, hat keine letzte, T, hat eine erste Zahl. 

4. T, hat keine letzte, T, hat keine erste Zahl. 

Die erste Gattung Schnitte nennt man sprunghaft, die zweite und 
dritte stetig, die vierte lückenhaft. Beispiele für die zweite und dritte 
Gattung gibt Satz I, für die vierte Satz II dieses Paragraphen. Als Beispiel 
eines sprunghaften Schnittes führen wir die Gesamtheit aller ganzen Zahlen 
an; 7, umfasse alle ganzen Zahlen < I, T, alle ganzen Zahlen =1. Hier 
hat 7, eine letzte Zahl, nämlich 0, und T, eine erste Zahl, nämlich 1. Der 
Leser beweise sich zur Übung die unmittelbar aus der Definition folgende 
Tatsache: Eine überall dichte Menge (vgl. Seite 58) kann keine sprung- 
haften Schnitte besitzen. 

Wir beweisen als 

Satz I. Wird die Gesamtheit P der reellen Zahlen durch 
irgend eine Vorschrift in zwei Teilsysteme P, und P, zerlegt, so 
daß jedes Teilsystem mindestens eine Zahl aus P enthält, jede 
Zahl einem dieser Teilsysteme angehört und jede Zahl aus P, 
kleiner als jede Zahl aus P, ist, so existiert eine Zahl ọ und keine 


1 Der Inhalt dieses Paragraphen wird im folgenden nicht benützt. 
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ihr ungleiche, welche die Zahlen von P, und P, derart trennt, daß 
jede Zahl, die < ọ ist, zu P, und jede Zahl, die > ọ ist, zu P, ge- 
hört. Da jede reelle Zahl entweder P, oder P, angehören muß, 
so ist die Zahl g selbst entweder die größte Zahl aus P, oder die 
kleinste Zahl aus P}. 

Satz I läßt sich kurz so aussprechen: Jeder Sehnitt in der Gesamt- 
heit der reellen Zahlen ist ein stetiger Schnitt. 

Da jede Zahl aus P, kleiner als jede Zahl aus P, ist, existiert nach 
Satz IV auf Seite 251 für P, eine obere Grenze G, und für P, eine untere 
Grenze g,, und es ist G,=g,. Angenommen, es wäre G, < 9,; dann gäbe 
es nach Satz I auf Seite 148 Zahlen x, die zwischen G, und g, liegen würden, 
für die also G, < % < 9, wäre. Solche Zahlen x könnten, da sie größer als 
die obere Grenze G, von P, wären, nicht P, angehören, und, da sie kleiner 
als die untere Grenze g, von P, wären, auch nicht P, angehören. Da jede 
reelle Zahl entweder P, oder P, zugehören muß, kann also nicht G, < 9 
sein; es muß also G, =g, sein. Die Zahl G, = g, hat die von der Zahl ọ 
im Satz I ausgesagten Eigenschaften und ist daher die gesuchte Zahl. 

Anders als im System aller reellen Zahlen liegen die Verhältnisse, wenn 
man Schnitte im System aller rationalen Zahlen betrachtet. (R,/R.) bedeute 
einen Schnitt im System aller rationalen Zahlen. Genau ebenso wie 
bei Satz I zeigt man, indem an die Stelle von P, und P, die Systeme R, 
und R, treten, die Existenz einer Zahl ọ, die R, und R, trennt; denn die 
beim Beweise des Satzes I verwendeten Zahlen x lassen sich stets rational 
wählen und jede rationale Zahl soll nach Vorschrift entweder R, oder R, an- 
gehören. Da die Zahlenmengen R, und R, nicht alle reellen, sondern bloß alle 
rationalen Zahlen umfassen, so wird die Trennungszahl ọ nur dann, wenn sie 
rational ist, entweder die größte Zahl von R, oder die kleinste Zahl von R, 
sein. Ist g hingegen irrational, so gehört g weder R, noch R, an. Wir ge- 
langen demnach zu folgend em 

Satz II. Zu jedem Schnitt (R,/R,) im System der rationalen 
Zahlen existiert eine Zahl ọ und keine ihr ungleiche, welche die 
Zahlen von R, und R, derart trennt, daß jede Zahl, die < ọ ist, zu 
NR, und jede Zahl, die >g ist, zu R, gehört. Die Zahl ọ ist die 
obere Grenze für die Zahlen von R, und die untere Grenze für die 
von R,. Ist g eine rationale Zahl, so ist ọ entweder die größte 
Zahl von R, oder die kleinste Zahl von R,. (Stetiger Schnitt.) Ist 
die Zahl g hingegen irrational, so gehört sie weder R, noch R, an. 
(Lückenhafter Schnitt.) 

Der Satz ist umkehrbar und ergibt alsdann 

Satz Il’. Jede reelle Zahl ọ bringt einen Schnitt (R,/R,) im 
System aller rationalen Zahlen hervor, bei dem die Zahl ọ die 
obere Grenze für das Anfangsstück R, und die untere Grenze für 
den Rest R, bildet. Man erhält einen solchen Schnitt (R/R), 
indem man in R, alle rationalen Zahlen, die < ọ sind, aufnimmt, 
dagegen alle rationalen Zahlen, die > g sind, zu R, rechnet. Ist eo 
selbst rational, so ist ọ nach Belieben als größte Zahl in R, oder 
als kleinste Zahl in R, aufzunehmen. 

Durch die Sätze II und II’ ist jedem Schnitte (R,/R,) im System der 
rationalen Zahlen eindeutig eine Zahl ọ und jede ihr gleiche als die den 
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Schnitt (R,/R,) erzeugende Zahl zugeordnet; umgekehrt kann jede 
Zahl ọ und jede ihr gleiche als erzeugende Zahl eines einzigen Schnittes oder, 
wenn sie rational ist, zweier Schnitte (R, /R,) im System der rationalen Zahlen 
verwendet werden. Z.B. erzeugt die Zahl 3 zwei Schnitte im System der 
rationalen Zahlen, die man durch folgende Definitionen erhält: R, enthalte die 
Zahl 3 und alle kleineren rationalen Zahlen, R, enthalte alle rationalen Zahlen, 
die größer als 3 sind, oder R, enthalte die Zahl 3 und alle größeren ratio- 
nalen Zahlen, R, enthalte alle rationalen Zahlen, die kleiner als 3 sind. Hin- 
gegen erzeugt die irrationale Zahl Y3 nur einen Schnitt im System der ratio- 
nalen Zahlen, den man erhält, wenn man in R, alle negativen rationalen 
Zahlen, die Zahl 0 und alle positiven rationalen Zahlen, deren Quadrat kleiner 
als 3 ist, aufnimmt und zu Rt, alle positiven rationalen Zahlen, deren Quadrat 
größer als 3 ist, rechnet. 

Um die Zweideutigkeit zu beseitigen, daß jeder rationalen Zahl zwei 
Schnitte im System der rationalen Zahlen entsprechen, empfiehlt es sich, den 
Schnitt für das System der rationalen Zahlen auf folgende Weise 
zu modifizieren: Ist (R,/R,) ein, Schnitt im System der rationalen 
Zahlen und hat R, eine größte oder R, eine kleinste Zahl, so soll 
diese gestrichen werden. Auf diese Weise erscheint der Schnitt im 
System der rationalen Zahlen, wenn er durch eine rationale Zahl ọ erzeugt 
wird, als eine Einteilung aller rationalen Zahlen mit Ausnahme einer einzigen, 
nämlich der erzeugenden Zahl ọ. Wenn in diesem Paragraphen von 
jetzt an von einem Schnitt gesprochen wird, meinen wir aus- 
nahmslos erstens einen solchen im System der rationalen Zahlen 
und zweitens, wenn er durch eine rationale Zahl erzeugt ist, 
einen durch Ausscheidung dieser modifizierten Schnitt. Infolge 
unserer Modifikation des Schnittes ergibt sich aus Satz II und Il’ folgender 


Satz III. Gleichen Zahlen entspricht ein und auch nur ein 
einziger Schnitt und umgekehrt gehört zu jedem Schnitt eine 
reelle Zahl und die ihr gleichen, 


Zwischen den Schnitten einerseits und den Klassen gleicher Zahlen 
andererseits findet also eine eindeutig umkehrbare Beziehung statt. 

Zur näheren Untersuchung des Zusammenhanges zwischen einem Schnitt 
(R,/R,) und der ihn erzeugenden Zahl ọ denken wir uns die Zahl ọ auf alle 
möglichen Arten durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen ausnahmslos 
Tn 


rationaler Zahlen 7n, 7a (n = 1, 2, ...) in der Form ọ = ( ) dargestellt. Für 


alle diese Darstellungen setzen wir voraus, daß weder eine der Zahlen r„ noch 
eine der Zahlen r„ (n = 1, 2, ...) gleich ọ sei. Nach Satz I auf Seite 82 ist 
alsdann (unter Ausschluß des Gleichheitszeichens) ra <o<r„. Diese Un- 
gleichung besagt, daß jede Zahl r, eine solche aus R,, jede Zahl 7,’ eine 
solche aus R, ist. 

Umgekehrt kann man, wenn r und r’ irgend zwei Zahlen aus R, bzw. 
R, sind, stets r als eine Zahl in einer aufsteigenden, r’ als eine solche in 
einer absteigenden Definitionsfolge der Trennungszahl ọ verwenden. Um dies 
zu zeigen, verstehen wir unter e die kleinere der zwei positiven Zahlen o— r 
und 7’— ọ, so dßBo—r=e, r—g>e ist. Nach der Bedingung B,) auf 
Seite 62 gibt es zu jedem positiven s stets wenigstens eine ganze positive 
Zahl k, so daß r; — r, < e ist. Da r,< ọ < rx, so istr, — ọ < eundo —n<e. 
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Nun sollte e=r’-g, esg—r sein, Hieraus folgt r/—e<r-eo und 
e—-nr.<g-—r; mithin ergibt sich r<r, und r >r. Folglich ist r, r, 


Tets Te+os -.. eine aufsteigende, 7’, v7’, Ti+1s Ti+2s :-. eine absteigende 
Folge. Nach Satz I auf Seite 73 ist 
ie e Tk+ir Tetas +e ) = 5 Tks Tris Maas +» ) 
A + Pr t r r ’ f 
Pir fitrs feta e Py Tki Tkr Tetare s. 


Hiermit ist gezeigt, daß r einer aufsteigenden und r’ einer absteigenden 
Definitionsfolge für g zuerteilt werden können. Wir haben also das Resultat: 
Bei dem durch die Zahl o = () n<o<nmn,n=1,2,...) erzeugten 
Schnitt (R,/R,) ist R, die Gesamtheit aller rationalen Zahlen r, 
aus jeder möglichen aufsteigenden und R, die Gesamtheit aller 
rationalen Zahlen r„ ausjeder möglichen absteigenden Definitions- 
folge, durch welche die Zahl ọ definiert wird; R, und R, enthalten 
keine anderen Zahlen als die genannten. 

Hieraus folgt zunächst leicht 

Satz IV. Sind (A/W) und (Y/Y) zwei Schnitte, æ und ß die sie 
erzeugenden Zahlen, so ist dann und nur dann e > $f, wenn sich 
wenigstens eine X angehörige rationale Zahl a und eine weitere 
BV’ angehörige rationale Zahl b’ finden lassen, so daß a >b’ ist. 

Beweis durch Satz VIII auf Seite 81. 

Definition 1. Sind X und Y irgend zwei Zahlenmengen, so 
soll A+B die Zahlenmenge bedeuten, deren Zahlen aus der 
Summe jeder Zahl aus X und jeder Zahl aus ® bestehen. — Q soll 
diejenige Zahlenmenge bedeuten, die aus den entgegengesetzten 
Zahlen von X besteht. 

Alsdann gelten folgende Theoreme: 

Satz V. (A/A) und (B/B’) seien zwei Schnitte, œ und ĝ die 

sie erzeugenden Zahlen. Alsdann ist (A + B/A + B’) stets auch 
ein Schnitt im System der rationalen Zahlen; er wird durch « + ĝ 
erzeugt. 
An + bn 
An + bu 
Bemerkung, daß erstens a, + bn stets dem Anfangsstück, an + bn dem Rest 
des Schnittes angehören, der durch œ + ĝ erzeugt ist, und zweitens jede Zahl 
des Anfangsstückes und des Restes des durch œ + ĝ erzeugten Schnittes sich 
in die Form a, + bn bzw. a„ + b„' bringen lassen. Zum Beweise der letzten 
Aussage bedeute e irgend eine Zahl des Anfangsstückes, d eine solehe des 
Restes von dem durch æ + ĝ erzeugten Schnitt, so daß e<a+ß, d>a+ß 
oder c — a < ĝ, d — œ > ĝ ist. Wir wählen irgend zwei Zahlen b und b’, was 
nach Satz I (Seite 148) stets möglich ist, so daß e — a < b < f, d— a >V >$. 
Infolge der zwei letzten Ungleichungen gehört b der Menge ®, b’ der Menge ®’ 
an. Nun ist e—-b<a, d-b’>a. Setzt man c—-b=a, d-b’=d, so 
gehört die Zahl a wegen a < «œ der Menge X und a’ wegen a >æ der 
Menge W an, unddae=a+b,d=a+b’ ist, so hat man das gewünschte 
Resultat. Mithin erzeugt a + ĝ den Schnitt (A + B/W + Y”). 

Satz VI. Ist A/W) irgend ein Schnitt, æ die ihn erzeugende 
Zahl, so ist (-W/— A) ebenfalls ein Schnitt, und zwar wird er 


Beweis aus der Definition von «œ + ĝ = | ) auf Seite 68 und der 
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durch —«a erzeugt. Dieser Schnitt soll mit — (A/A) bezeichnet 
werden. 


_ Ay 
Beweis von Satz VI aus der Bildung von — a = ( £ ): 


Ist (A/W) irgend ein Schnitt im System der rationalen Zahlen, so sind 
drei Fälle möglich, die eine vollständige Disjunktion bilden: 

a) A enthält negative und positive rationale Zahlen, X’ enthält aus- 
nahmslos positive rationale Zahlen. 

b) U enthält keine positiven rationalen Zahlen, W’ enthält keine negativen 
rationalen Zahlen. Es gibt nur einen einzigen solehen Schnitt. 

c) X enthält keine positiven rationalen Zahlen, W enthält mindestens eine 
negative rationale Zahl und demnach alle positiven rationalen Zahlen. 

Definition 2. Im Falle a) soll ein Schnitt positiv, im Falle b) 
Nullschnitt, im Falle e) negativ heißen. 

Diese Bezeichnungen wurden gewählt, weil folgender leicht zu be- 
weisender Satz gilt: Je nachdem man Schnitte der Gattung a), b) oder 
c) hat, ist die den Schnitt erzeugende Zahl positiv, Null oder 
negativ. 

Ist (A/W) irgend ein Schnitt im System der rationalen Zahlen, so kann 
man, abgesehen vom Falle b), aus ihm stets eindeutig einen Schnitt im System 
der positiven rationalen Zahlen ableiten, den wir den zugehörigen ab- 
soluten Schnitt nennen und mit (*AX/+W) bezeichnen. Wir definieren 
ihn durch die folgende 

Definition 3. Hat man einen positiven Schnitt (A/W) (Fall a)), 
so lasse man aus W alle negativen rationalen Zahlen und die 0 
fort, so daß +% nur aus den positiven Zahlen von A; +W aus 
allen Zahlen von X’ besteht. Hat man einen negativen Schnitt 
(AM) (Fall 0), so bilde man zunächst den Schnitt -A/W)=(-W/—-W; 
alsdann enthält — W’ wenigstens eine positive Zahl und (— W’/— W 
ist ein positiver Schnitt. Läßt man beiihm aus — X alle negativen 
rationalen Zahlen und die Zahl 0 fort, so erhält man den absoluten 
Sehnitt (*A/+W) für den Fall c); er besteht aus den positiven 
Zahlen von —W’, die das Anfangsstück +A bilden, und allen 
Zahlen von — X, die den Rest +W bilden. 

Man beweist leicht folgenden Lehrsatz: Erzeugt die Zahl« den 
Schnitt (A/W), so wird der zugehörige absolute Schnitt (+A/+W) 
durch den absoluten Betrag von «a erzeugt. 

Definition 4. Sind +Y und +8 irgend zwei Zahlenmengen, 
die beide nur aus positiven Zahlen bestehen, so soll unter +Y. +% 
eine Zahlenmenge verstanden werden, deren Zahlen aus dem Pro- 
dukt einer jeden Zahl von +Q in jede Zahl von +% bestehen. 

Satz VII. Sind (+AX/+W) und (+8/+B’) zwei absolute Schnitte, 
die den Zahlen |«| und |ß| entsprechen, so ist auch (+A. +B/+W. +8) 
ein absoluter Schnitt; dieser entspricht der Zahl |«a|-|ß\. 

Beweis ähnlich wie Satz V mittels der Definition der Multiplikation 
zweier reeller positiver Zahlen auf Seite 68. 

Satz VIII. (A/W) und (V/H) seien irgend zwei positive oder 
negative Schnitte, æ und f die sie erzeugenden Zahlen, (+X/+W) 
und (+/+) die zugehörigen absoluten Schnitte. Aus letzteren 
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sei der Schnitt (FA-+B/+W.+%) gebildet und zu einem Schnitt 
(E/+W-+9) im System aller rationalen Zahlen ergänzt, indem man 
in Œ außer den in +X-+B enthaltenen positiven rationalen Zahlen 
noch die Null sowie alle negativen rationalen Zahlen aufnimmt. 
Alsdann entspricht der Zahl æ.ĝ der Schnitt (C/W. +8) oder 
- (C/ +W. +H) = (- (+W. +8)/— ©), je nachdem die Schnitte (A/W) 
und (X/Y) in bezug auf ihre Einteilung in positive und negative 
gleichartig oder ungleichartig sind. 

Beweis aus Satz VII und Multiplikationsregel auf Seite 84. 

Die Sätze III, IV, V und VIII führen dazu, die Schnitte selbst als Ob- 
jekte aufzufassen und für sie die Begriffe =, <, + und » zu definieren. Dies 
geschieht durch folgende vier Definitionen: 

I. Zwei Schnitte sollen dann und nur dann gleich heißen, 
wenn sie identisch sind. 

U. Von zwei Schnitten (A/N) und (H/H) soll dann und nur 
dann (A/W) größer als (H/P) heißen, (A/A) > (V/V), wenn sich 
wenigstens eine X angehörige rationale Zahl a und eine ®’ an- 
gehörige rationale Zahl b’ finden lassen, so daß a >b’ ist. 

III. Sind (A/W) und (H/P) irgend zwei Schnitte, so soll unter 
ihrer Summe (A/A) + (V/V) der Schnitt (A + B/A + V’) verstanden 
werden. 

IV. Unter dem Produkt (A/A). (B/V) der Schnitte (A/A) und 
(B/®) soll der in Satz VIII erklärte Schnitt (C/W. +8) oder 
— (C/+W. +H) verstanden werden, je nachdem (A/W) und (B/V) 
in bezug auf ihre Einteilung in positive und negative Schnitte 
gleichartig oder ungleichartig sind. Ist einer der zwei Schnitte 
(A/W) und (H/V) der Nullschnitt, so soll als ihr Produkt (A/A) . (V/V) 
der Nullschnitt gelten. 

Wir haben durch das Voraufgehende neben den von uns in Kapitel II, 
$ 1 definierten Zahlen eine neue Gattung von Objekten eingeführt, nämlich 
die Schnitte im System aller rationalen Zahlen. Für jede dieser zwei Gattungen 
haben wir zwei Relationen =, < und zwei Operationen + und + definiert. 
Unsere Sätze III, IV, V und VIII besagen, daß die Gesamtheit der Objekte 
der einen Gattung denen der anderen eindeutig umkehrbar, ähnlich in bezug 
auf < und isomorph in bezug auf + und » zugeordnet werden kann. Hiermit 
ist gezeigt, daß die Schnitte im System aller rationalen Zahlen und die Ge- 
samtheit der von uns definierten reellen Zahlen sich in bezug auf die 
Zeichen =, <, + und -» gleichwertig vertreten können; denn jeder auf den 
Zeichen =, <, + und +» beruhende Satz für die eine Gattung von Objekten 
kann in einen entsprechenden für die andere Gattung übertragen werden. 
Ob man sich der einen Gattung von Objekten oder der anderen zur Formulierung 
der mathematischen Sätze bedienen will, ist Sache des Geschmackes. Bei 
uns sind die in Kapitel II, $1 eingeführten Zahlen das Primäre, und es wurde 
bewiesen, daß jedem Schnitt im System der rationalen Zahlen eine reelle Zahl 
entspricht. Deperınp führt umgekehrt nach den rationalen Zahlen die Schnitte 
im System der rationalen Zahlen als das Primäre ein, und nennt also einen 
Schnitt (M/W) eine Zahl. Die in diesem Paragraphen gegebenen Defini- 
tionen I bis IV liefern ihm die Grundlage für die Vergleichung und das 
Rechnen mit seinen Zahlen, wobei noch festgesetzt wird, daß die Schnitte, 

Loewy, Algebra. 17 
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die durch eine rationale Zahl erzeugt werden, gleichwertig für die ihnen ent- 
sprechenden rationalen Zahlen eintreten sollen. Der Beweis für die Zulässigkeit 
dieser Festsetzung liegt darin, daß die durch die rationalen Zahlen erzeugten 
Schnitte den ihnen zugeordneten rationalen Zahlen eindeutig umkehrbar, in 
bezug auf die Relation < ähnlich und -in bezug auf die Operationen + und » 
isomorph entsprechen, so daß über die rationalen Zahlen in bezug auf =, <, 
+ und - keine anderen Aussagen als über die von ihnen erzeugten Schnitte 
gemacht werden können. Von Devexixps Standpunkt aus ist ein durch zwei 


zusammengehörige Definitionsfolgen eingeführtes Gebilde ph wie wir es 


im Kapitel II, § 1 definierten, keine Zahl, sondern mit einem anderen Namen 
zu belegen. Mathematische Sätze sind nach unserem und Devexmps Stand- 
punkt gewissermaßen Formulierungen derselben Tatsachen in zwei verschie- 
denen Sprachen, nämlich von unserem Standpunkte aus sind es Sätze über 
unsere Zahlen, von Devexmmps solche über seine Zahlen, d.h. über Schnitte 
in unserem Sinne. 

Die Schnitte im System der rationalen Zahlen bilden, da sie die reellen 
Zahlen in bezug auf =, <, + und - gleichwertig vertreten können, ebenso 
wie diese einen Körper £%, dessen Elemente den 6 Ungleichheitspostulaten 
genügen und der alle mit den Postulaten verträglichen Elemente umfaßt, wie 
dies am Schluß von Kapitel III, $5 ausgeführt wurde. 

Wir weisen noch kurz, dem Leser die nähere Ausführung überlassend, 
auf eine weitere Gattung von Objekten hin, die ebenfalls unsere Zahlen gleich- 
wertig in bezug auf =, <, + und - vertreten können; es ist dies die Ge- 
samtheit aller nach oben beschränkten Zahlenmengen, die nur aus 
rationalen Zahlen bestehen und keine größte Zahl enthalten.! 
Wenn bis zum Schluß dieses Paragraphen von Zahlenmengen die Rede ist, 
sind solche gemeint. WA und Y seien zwei derartige Zahlenmengen. Jede von 
ihnen besitzt, da sie nach oben beschränkt ist, nach Satz I auf Seite 247 als 
obere Grenze eine Zahl « bzw. ĝ; da X und ® nach Voraussetzung keine 
größten Zahlen enthalten sollen, gehört æ nicht A und ĝ nicht Y an. Befindet 
sich nun in A wenigstens eine rationale Zahl r, die größer als alle rationalen 
Zahlen von ® ist, so ist die Zahl r nicht kleiner als die obere Grenze ĝ 
von 8. Da W kein Maximum besitzen soll, ist die obere Grenze « von A 
größer als alle in X enthaltenen Zahlen, also auch größer als r. Aus r = £f und 
a>rfolgt @«>ß. 

Ist hingegen keine rationale Zahl r von X größer als alle rationalen Zahlen 
von ® und keine rationale Zahl 7 von ® größer als alle rationalen Zahlen r 
von X, so ist «=. Diese Überlegungen führen dazu, jede nach oben 
beschränkte Menge X rationaler Zahlen ohne Maximum wie ein 
einzelnes Objekt aufzufassen und mit [X] zu bezeichnen. Diese 
neuen Objekte entsprechen eindeutig umkehrbar und ähnlich der Gesamtheit 
der reellen Zahlen (nämlich jedes Objekt der oberen Grenze der von ihm um- 
faßten Zahlen), wenn man gleiche Objekte bzw. gleiche Zahlen nicht als ver- 
schieden ansieht, und wenn man definiert: 

I. Zwei Objekte [X] und [X] sollen dann und nur dann gleich 
heißen, wenn keine rationale Zahl der Zahlenmenge X größer als 


Se a 
RE, Vgl. hierzu PEANO, Formulario mathematico, editio V, Torino 1905, S. 105. 
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alle rationalen Zahlen von® und keine rationale Zahl der Zahlen- 
menge ® größer als alle rationalen Zahlen von X ist. 

II. Von zwei Objekten [X] und [®] soll [X] größer als [HY] heißen, 
wenn es in der Zahlenmenge X wenigstens eine Zahl gibt, die 
größer als alle Zahlen von B ist. 

Mittels folgender Definition werden unsere Objekte den Zahlen in bezug 
auf die Addition isomorph zugeordnet: 

II. Sind [WA] und [Y] zwei Objekte, so soll unter ihrer Summe 
WU + [V] das Objekt [A + VY] verstanden werden. (Die Zahlenmenge 
A + Y ist dureh die Definition 1 auf Seite 255 erklärt.) 

Aus Satz I auf Seite 247 läßt sich nämlich durch indirekten Beweis 
leicht herleiten: Sind Y und Y irgend zwei Zahlenmengen mit den 
oberen Grenzen «æ und 9, so hat A + B die obere Grenze æ + ß. 

Um für die neuen Objekte auch eine zu der Multiplikation isomorphe 
Operation zu gewinnen, zeigt man zunächst, daß zu jeder Zahlenmenge X sich 
wenigstens eine zweite Menge X’ von unendlich vielen ungleichen rationalen 
Zahlen bestimmen läßt,! die folgende zwei Eigenschaften besitzt: 

1. Jede rationale Zahl aus XW ist größer als alle rationalen Zahlen von X. 

2. Zu jeder positiven Zahl e lassen sich stets zwei Zahlen æ und a’ in 
A bzw. W finden derart, dab «—- a < e ist. 

Sollte W’ ein Minimum haben, so streiche man dieses. Ist œ die obere 
Grenze von A, so beweist man, daß X’ die Zahl æ zur unteren Grenze hat; 
die Zahl œ gehört entweder (nämlich wenn « irrational ist) von selbst nicht 
W an oder wir haben sie aus W beseitigt. Bildet man aus W die Zahlen- 
menge — W (die Zahlenmenge — W ist erklärt in Definition 1 auf Seite 255), 
so soll das zu der Menge — W zugehörige Objekt mit — [M] bezeichnet werden. 
Dieses hat — œ zur oberen Grenze, wobei — « nicht der Menge — W an- 
gehört. Sehen wir von dem Ausnahmefall ab, daß man die zwei Mengen WA 
und — W zusammenfallen lassen kann, was nur für «= 0 möglich ist, so 
enthält eine und auch nur eine der zwei Mengen Y und — W positive Zahlen. 
Streicht man aus der Menge mit positiven Zahlen alle nicht positiven Zahlen, 
so soll die entstehende Menge mit +Y bezeichnet werden und die absolute 
Menge heißen (vgl. die Definition 3 auf Seite 256). Man beweist, daß +4 als 
obere Grenze den absoluten Betrag von æ hat. Ferner beweist man: 

Sind +Y und +Y irgend zwei Zahlenmengen mit ausnahmslos 
positiven Zahlen, so hat dieZahlenmenge +AX-+B als obere Grenze 
das Produkt der oberen Grenzen von +Q und +$. 

Wir führen noch für [N] in dem Ausnahmefall, daß man A und — W 
zusammenfallen lassen kann, die Bezeichnung Nullobjekt ein. Nach Defini- 
tion I ergibt sich alsdann, daß alle Nullobjekte gleich sind. 

Die Multiplikation der Objekte [X] und [H] geschieht nun durch die 
Definition: 

IV. Unter dem Produkt [X]. [X] der Objekte [A] und [Y] soll das 
Objekt [+X-+8] verstanden werden, wenn die Mengen X und 8 
beide wenigstens eine positive oder beide keine einzige positive 
Zahl enthalten, sonst das Objekt — [*X-+8]. Ist in dem Produkt 
[A] [V] eines der zu multiplizierenden Objekte ein Nullobjekt, 


1 Eine solche Menge bildet z. B. die Gesamtheit aller rationalen Zahlen, die 


größer als alle Zahlen von U sind, oder ein Anfangsstück dieser Zahlenmenge. 
17° 
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d.h. ist entweder +Y oder +8 von uns nicht definiert, so soll 
unter dem Produkt [N]. [X] ein Nullobjekt verstanden werden, 

An Stelle unserer Zahlen oder der Depvekmpschen Schnitte kann man 
nach Einführung der rationalen Zahlen zur Erweiterung des Zahlenbegriffes 
auch die Objekte [A] gleichwertig benützen!, für sie die Begriffe =, <, + und e 
durch die obigen Definitionen erklären und alsdann die mathematischen Sätze 
als Aussagen über die Objekte [X] und das Rechnen mit ihnen ansehen. Von 
den Objekten [X] beweist man, daß sie eine ausgezeichnete Gattung von Ob- 
jekten [W,] unter sich enthalten, zu deren jedem eine rationale Zahl œ von 
der Art existiert, daß œ größer als alle Zahlen von 4, ist und daß zu jeder 
rationalen Zahl s, die kleiner als «œ ist, in A, wenigstens eine rationale Zahl r 
existiert, für dies < r < « ist (Mengen A, mit rationaler oberer Grenze a). Diese 
ausgezeichneten Objekte [W,] erweisen sich den ihnen entsprechenden ratio- 
nalen Zahlen æ eindeutig umkehrbar zugeordnet, wenn man gleiche Objekte 
bzw. gleiche rationale Zahlen nicht als verschieden ansieht; das Entspreehen 
zwischen den Objekten [X,] und den zugeordneten rationalen Zahlen ist ähnlich 
in bezug auf < und isomorph in bezug auf + und -, so daß die ausgezeichnete 
Gattung von Objekten [W,] gleichwertig das System der rationalen Zahlen ver- 
treten kann. 


g 3. 


Häufungsstelle.. Limes superior und Limes inferior. 


Definition I. Hat man irgend eine unendliche Menge T reeller Zahlen, 
so heißt die Zahl eine Häufungsstelle der Menge T, wenn für jede 
beliebig gewählte positive Zahl e sich unendlich viele Zahlen T in der Menge 
finden lassen, die der Ungleichung k — a < T< h + e genügen. 

Eine Häufungsstelle h kann der Menge angehören, braucht es aber nicht. 
Nach der gegebenen Definition ist k auch in dem Fall als Häufungsstelle an- 
zusehen, wenn Ak unendlich häufig in der Menge T auftritt. 

Wir beweisen als 

Satz I den sogenanten Satz von Boızano-WEIERSTRAss. Jede un- 
endliche Menge T reeller Zahlen, die sowohl nach oben wie nach 
unten beschränkt ist, besitzt wenigstens eine Häufungsstelle. 

Da die vorgelegte unendliche Menge T reeller Zahlen nach oben wie 
nach unten beschränkt ist, existieren zwei reelle Zahlen a und b (a < b), so 
daß alle Zahlen von T im Intervall von a bis b liegen. Man bestimme irgend 
eine rationale Zahl 7, <a und eine weitere r,’=b, so daß alle Zahlen von 
T im Intervall [r,, 7,’] liegen. Alsdann bilde man das arithmetische Mittel 
Tı tfi. Da T unendlich viele Zahlen enthält und diese sämtlich zwischen 


a = als auch 


r, und r,’ liegen, so kann nicht sowohl das Intervall In 


a n, r'| nur eine endliche Anzahl von Zahlen aus T ent- 


das Intervall | 


halten. Wenigstens eines dieser Intervalle muß demnach unendlich viele 


1 Zur Definition der Objekte [Q] braucht man nur rationale Zahlen, wenn man 
ihr nach oben Beschränktsein durch Existenz einer rationalen Zahl erklärt, die 
größer als alle Zahlen der Menge ist. 
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Zahlen aus T enthalten. Umfassen beide Intervalle unendlich viele Zahlen 
aus 7, so kann man eines von ihnen beliebig auswählen; sonst ist dasjenige 
zu nehmen, das unendlich viele Zahlen enthält. Das ausgewählte Intervall 
soll das „bevorzugte“ Intervall heißen; seine Grenzen sollen mit r, und ry 
bezeichnet werden. Nach der Art der Herleitung ist 


r 
r Tı Ef 


n+r 
entweder r, = ù, „= Zn = 7 


oder = gen anche Ta = Ty. 
Das neue Intervall [7,, r>], das nur halb so groß wie das alte ist, enthält 
ebenfalls unendlich viele Zahlen aus T. Wir halbieren das Intervall [r,, ry] 
und wählen als „bevorzugtes‘“ Intervall [r,, »3’] ein solches, in dem wieder 
unendlich viele Zahlen aus T liegen. Fährt man derart fort (vgl. das gleiche 
Verfahren auf Seite 248), so gewinnt man zwei unendliche Folgen ratio- 
naler Zahlen: 

ee. Va VEN) 

Tis Ta, T3, 
Diese weisen die vier charakteristischen Bedingungen B,) bis B,) für zwei 
zusammengehörige Definitionsfolgen auf (vgl. Seite 62). Man kann daher eine 


reelle Zahl A definieren, indem man setzt k = (7) . Zum Nachweise, daß 
fa 


diese Zahl k eine Häufungsstelle der Menge T ist, wählen wir eine beliebige 
positive Zahl e. Zu jeder solchen Zahl e läßt sich eine ganze positive Zahl k 
bestimmen, so daß r,'— r,< sist. Nun ist nach Satz I auf Seite 82 7, <h=r;. 
Aus hS r, und -—s<r,—r; folgt durch Addition k — e<r,. Ebenso ergibt 
sich durch Addition von r S h und r/’—r,<edaßr’<h+e. Da in dem 
„bevorzugten“ Intervall [r,, r,'] unendlich viele Zahlen aus T liegen, so gilt 
das nämliche von dem Intervall von k — e bis A + e, das die Zahlen des ersten 
Intervalles umfaßt. Mithin ist die Zahl % eine Häufungsstelle von 7; hiermit 
ist der Borzano-WeIERSTRASssche Satz bewiesen. 

Definition II. Hat man irgend eine nach oben unbeschränkte 
Menge Ẹ reeller Zahlen, so soll für eine solche und auch nur für eine solche 
Menge + œ als Häufungsstelle angesehen werden. Diese Definition ist 
eine natürliche Erweiterung des in der Definition I eingeführten Begriffes 
„Häufungsstelle“; denn bei einer nach oben unbeschränkten Menge lassen 
sich zu jeder beliebig gewählten Zahl A eine und folglich unendlich viele 
Zahlen T aus © finden, die größer als A sind; für sie ist also A < T< +œ. 

Ebenso soll für jede nach unten unbeschränkte Zahlenmenge 
und auch nur für eine solche Menge — œ als Häufungsstelle angesehen 
werden. 

Infolge der in Definition II gegebenen Festsetzungen hat nunmehr jede 
unendliche Menge reeller Zahlen wenigstens eine Häufungsstelle. 

Unter den nach oben unbeschränkten Mengen reeller Zahlen verdienen 
besondere Beachtung diejenigen, bei denen + œ die einzige Häufungs- 
stelle ist. Von solchen Mengen sagt man, daß sie nach + œ divergieren. 
Charakteristisch für die nach +œ divergierenden unendlichen 
Mengen T ist, daß es, wenn A eine beliebige reelle Zahl ist, in T 
nur eine endliche Anzahl von Zahlen gibt, die kleiner als A sind. 
Enthielte nämlich die unendliche Menge T unendlich viele Zahlen, die kleiner 
als irgend eine Zahl A sind, so wäre T entweder nach unten unbeschränkt 
und hätte demnach noch — œ zu einer Häufungsstelle oder das System der 
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unendlich vielen Zahlen, die kleiner als A sind, würde für T nach Satz I außer 
+ œ noch wenigstens eine Zahl als Häufungsstelle ergeben, 

Ebenso sagt man von einer unendlichen Menge T reeller Zahlen, bei der 
— œ die einzige Häufungsstelle ist, daß sie nach — œ divergiert. 
Charakteristisch für die nach — œ divergierenden unendlichen 
Mengen T ist, daß es für jede reelle Zahl A nur eine endliche An- 
zahl von Zahlen in T gibt, die größer als A sind. 

Betrachtet man die Häufungsstellen einer unendlichen Menge T reeller 
Zahlen, so sind dies wieder reelle Zahlen oder die Symbole + œ und — œ. 
Unter der ersten abgeleiteten Menge J, von T versteht man die Ge- 
samtheit der reellen Zahlen, die Häufungsstellen von T sind, also den In- 
begriff der Häufungsstellen von T unter Ausschluß der Symbole + œ und — œ. 

Wir beweisen die Existenz einer größten Häufungsstelle durch 

Satz II. Jede unendliche Menge reeller Zahlen, die nach oben 
beschränkt ist, divergiert nach —w oder hat eine Zahl zur 
größten Häufungsstelle. 

Da die vorgelegte Menge T nach oben beschränkt sein soll, ist bei ihr 
+ œ nicht Häufungsstelle. Die Menge T kann nun — œ als einzige Häufungs- 
stelle besitzen (z.B. die Menge — 1, — 2, — 3,...); alsdann divergiert T 
auf Grund der oben gegebenen Definition nach — œ. Ist dies nicht der 
Fall, so hat die Menge T wenigstens eine Zahl zur Häufungsstelle und besitzt 
folglich eine erste abgeleitete Menge T,. Da T nach oben beschränkt ist, 
trifft dies auch für T, zu. Daher besitzen die Zahlen von ©, nach Satz I auf 
Seite 247 eine Zahl J zur oberen Grenze. Angenommen, diese Zahl J würde 
der Menge T, nicht angehören, so wäre J keine Häufungsstelle von T; denn J, 
sollte alle Zahlen, die Häufungsstellen von T sind, enthalten. Wäre nun J 
keine Häufungsstelle von Y, so könnte man nach der für eine Häufungsstelle 
gegebenen Definition eine positive Zahl e finden, so daß sich im Intervall von 
J — e bis J + e höchstens eine endliche Anzahl von Zahlen der Menge T be- 
findet; dann würde das Intervall von J — e bis J + s keine Häufungsstelle 
von Ẹ, also keine Zahl aus T, enthalten. Damit aber J obere Grenze von T, 
sein kann, muß es in Z, wenigstens eine Zahl geben, die zwischen J— e und 
J + e liegt (vgl. Satz I, Aussage (2) auf Seite 247). Folglich ist die gemachte 
Annahme falsch; es muß also J der Menge T, angehören, d. h. J ist Häufungs- 
stelle von T. Da J die obere Grenze von T, ist, ist keine der Zahlen von T, 
größer als J. Da ferner J der Menge T, angehört, ist J das Maximum der 
Zahlen von %,, d.h. T besitzt J zur größten Häufungsstelle. 

Satz III. Jede unendliche Menge reeller Zahlen besitzt eine 
größte Häufungsstelle. Diese ist bei nach oben unbeschränkten 
Zahlenmengen und nur bei solchen das Symbol + œ, bei nach — œ 
divergierenden das Symbol — œ, sonst eine Zahl J. Letztere hat 
die folgenden zwei Eigenschaften: 

(1) Ist e irgend eine beliebige positive Zahl, so ist höchstens 
eine endliche Anzahl von Zahlen aus T größer als J + e. 

(2) Im Intervall von J-e bis J+. liegen stets unendlich 
viele Zahlen aus T. 

Die Eigenschaften (1) und (2) sind für die Zahl J charakte- 
ristisch, d.h. weiß man von einer Zahl, daß sie in bezug auf eine 
Zahlenmenge T die Eigenschaften (1) und (2) besitzt, so ist sie 
gleich der Zahl J. 
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Zunächst soll gezeigt werden, daß, wenn Ẹ als größte Häufungsstelle 
eine Zahl J besitzt, diese die Eigenschaften (1) und (2) aufweist. Daß J 
die Bedingung (2) erfüllt, ist unmittelbar klar; denn nach Definition ist J 
Häufungsstelle von T, und für eine solche ist die Bedingung (2) charakte- 
ristisch. Um zu zeigen, daß J auch die Bedingung (1) erfüllt, wählen wir 
irgend eine reelle Zahl, die größer als J + s und als alle Zahlen der Menge T 
ist. Eine solche Zahl a gibt es, da T sonst eine nach oben unbeschränkte 
Menge wäre und gegen die Voraussetzung keine Zahl J zur größten Häufungs- 
stelle hätte. Die Menge T kann nun im Intervall von J + e bis a nieht un- 
endlich viele Zahlen besitzen; denn sonst hätte sie nach Satz I in diesem 
Intervall eine Häufungsstelle, und die Zahl J wäre entgegen ihrer Definition 
nicht die größte Häufungsstelle von T. Hiermit ist gezeigt, daß J auch die 
Eigenschaft (1) besitzt. 

Zum Beweise, daß die Eigenschaften (1) und (2) die Zahl J aus allen zu 
ihr ungleichen Zahlen eindeutig hervorheben, beachte man folgendes: Ist J 
irgend eine Zahl, die der Bedingung (2) genügt, so ist J eine Häufungs- 
stelle von T. Um noch zu zeigen, daß die Bedingung (1) die Zahl J als 
größte Häufungsstelle charakterisiert, nehmen wir an, daß T außer J noch 
irgend eine Häufungsstelle J, > J besäße. Alsdann würden, da J, Häufungs- 
stelle von Ẹ sein soll, für jedes beliebige positive e unendlich viele Zahlen aus T 


im Intervall von Jı — e bis J, + e liegen. Wählt man = A = 2 so würde 


das Intervall von J, — =. =J+ bis J, + ee unendlich viele 


Zahlen aus T enthalten. Es würde also unendlich viele Zahlen aus T geben, 
die bei der Wahl von s= an größer als J +e wären. Da diese Tat- 


sache der Bedingung (1) widersprechen würde, kann nicht J, > J sein. Eine 
durch die Bedingungen (1) und (2) festgelegte Zahl ist also die größte Häufungs- 
stelle von T, und hiermit ist gezeigt, daß die Bedingungen (1) und (2) nicht 
durch zwei ungleiche Zahlen erfüllbar sind. 

Sollte T keine Zahl J zur größten Häufungsstelle haben, so kann T ent- 
weder nach oben unbeschränkt sein und demnach + œ zur größten Häufungs- 
stelle haben oder, wenn auch dies nicht der Fall ist, — œ zur einzigen 
Häufungsstelle besitzen. In letzterem Fall divergiert T nach — œ. Hiermit 
ist Satz III bewiesen. 

Definition III. Unter dem „limes superior T“ einer unendlichen 
Menge T reeller Zahlen versteht man ihre größte Häufungsstelle, 
Man bezeichnet den limes superior T mit „lim T.“ Nach Satz III ist 
lim = +œ oder gleich —œ oder gleich einer Zahl J, je nach 
der Beschaffenheit von T. 

Durch analoge Betrachtungen weist man für eine Menge T eine kleinste 
Häufungsstelle nach und erhält 

Satz III. Jede unendliche Menge T% reeller Zahlen besitzt 
eine kleinste Häufungsstelle. Diese ist bei nach unten unbe- 
schränkten Mengen und nur bei solchen das Symbol — æ, bei 
nach +œ divergierenden das Symbol + œ, sonst eine Zahl ©. 
Letztere hat die folgenden zwei Eigenschaften: 

(1). Ist e irgend eine beliebige positive Zahl, so ist höchstens 
eine endliche Anzahl von Zahlen aus T kleiner als t — e. 
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(2). Im Intervall von @-e bis i+e&ẹ liegen stets unendlich 
viele Zahlen aus %. 

Die Eigenschaften (1) und (2) sind für die Zahl © charakte- 
ristisch, d.h. weiß man von einer Zahl, daß sie in bezug auf die 
Zahlenmenge T die Eigenschaften (1) und (2) besitzt, so ist sie 
gleich der Zahl ï. 

Definition III’. Unter dem „limes inferior T“ einer unend- 
lichen Menge © reeller Zahlen versteht man ihre kleinste 
Häufungsstelle. Man bezeichnet den limes inferior T mit „lim T.* 


Nach Satz III’ ist lim T = — œ oder gleich + œ oder gleich einer 
Zahl i, je nach der Beschaffenheit von T. 

Da nach den Definitionen III und III’ lim T die größte, lim T die kleinste 
Häufungsstelle bedeutet, ist stets 


(3) lim T > lim T 


Ehe wir weiter allgemeine Betrachtungen anstellen, beschäftigen wir uns 
mit einer besonderen Menge und beweisen für sie den uns später nützlichen 
Satz IV. Ist P, Pi, Ps, --- irgend eine Folge! von nur posi- 
tiven Zahlen und bildet man aus ihnen die zwei weiteren Folgen 


Pa Ps Pr+1 
á a 
as a n 
(ID Pi, Vps, VPs» .. 3 Vr,; ... 
so ist 
Im P+ı — In Vp, = lim Vps > lim Pet, 
(4) lim Z+1 > Tim Vp, > lim Vp, = lim P, 


n 


Sei J, der limes superior der Folge (I), J, der limes superior der Folge (II), 
so ist zunächst zu beweisen, daß J, = J}. Angenommen, es wäre J, < J}. 
Alsdann könnte man eine positive? Zahl L bestimmen, so daß „< L < J, und 
eine weitere M, so daß J, < M< L<J,. (Satz I auf Seite 148.) Da J, die 
größte Häufungsstelle der Menge (I) sein sollte, so kann höchstens eine endliche 
Anzahl von Zahlen von (I) größer als M sein (Satz III, Aussage (1) für 
8= M- J,) Es muß also eine ganze positive Zahl k geben, so daß mit ihr 
beginnend 
Pr+1 <M Pr+2 < M, Pr+3 <M 


, 


? 
Pr Pr+1 Pr+2 


Multipliziert man die o ersten dieser Ungleichungen, so erhält man 
Sr < M”, wobei ø jede der Zahlen 1, 2, 3, ... bedeutet. Aus der letzten 


uns folgt (Satz IIIa, Seite 204), daß 
1 
kto 1 


k+o 
k+o Pk k+o 2% 
A oder Vp;ro< M+ A"t®, 


VPr+o < M 


1 d.h. eine Zahlenmenge mit numerierten Individuen, also eine nicht nur ab- 
zählbare, sondern eine wirklich abgezählte Menge. 

? J, und J, können weder das Symbol — œ noch negative Zahlen sein, da 
(I) und (II) nur positive Zahlen enthalten, 
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È 
— > 1, so kann man (Satz V, Seite 204) 


Pr à 
wenn Á = Fr gesetzt wird. Da M 


eine derartige ganze positive Zahl %’ bestimmen, daß A” < en für alle x, die 


zwischen — 5 und + _ liegen. Ist g die größere der zwei Zahlen k 
und %’ und wählt man für k + ø die Werte g + 1, g + 2, ..., so erhält man 
1 
gro nen 
Vp,r0o< M-4+ (o=1,2,.... 


1 
z - pa zwischen 0 und e liegt, so ist Te 4 und aiii Yan, a 
Diese Ungleichungen würden besagen, daß höchstens eine endliche Anzahl, 
nämlich die g ersten Zahlen der Folge (II) größer als Z sein können, wobei 
L<J,ist. Mithin wäre (Satz III, Aussage (2) für e= J, — L, wenn J, eine 
Zahl ist, und Definition II des Symboles + œ als Häufungsstelle, wenn für 
J, das Symbol + œ tritt), im Widerspruch mit der Voraussetzung, J, nicht 
der limes superior der Folge (II). Unsere Annahme ist also unmöglich; es 


Ant BE WEBER 
ist mithin J, = Jp, d. h. lim ja > lim Yp,. 


Da 


In genau der nämlichen Weise zeigt man, daß i, = ù, wenn £, der limes 
inferior von (I), č! der von (II) ist: angenommen, es wäre i, < ù, so könnte 
man zwei positive Zahlen / und m derart bestimmen, daß i < l< m < ù. Isti 
der limes inferior von (I), so gibt es eine ganze positive Zahl % (Satz III’, 
Aussage (1) für s =i — m, wenn i, eine Zahl ist, und Definition II des 
Symboles + œ als Häufungsstelle, wenn für à das Symbol + œ tritt), daß 


Pr+1 >m, Pr+2 >m, Pr+3 >m, 
Pr Pr+1 Pr+2 
Durch Multiplikation der ø ersten Ungleichungen erhält man 
1 


k+o — 
ar a Sm oder Vpr+os > m»a*t°, 
k 
Pr E l i , 
wenn a = —,. gesetzt wird. Da prg < 1, so kann man (Satz V, Seite 204) eine 
m 


derartige ganze positive Zahl k” bestimmen, daß a” > . für alle x, die 


zwischen — 5 und + $ liegen. Ist g die größere der zwei Zahlen k 
und %k’, so hat man 
1 


3 
— g+0 en 
art > £ und  Vprye > madti: 
: gto —— 3 ; 
hieraus erhält man  VPpı+o >l (€ = 1, 2, 3, ...). Diese Ungleichungen 
würden besagen, daß höchstens eine endliche Anzahl, nämlich die g ersten 


1 Von i und ù gilt gleiches, wie in der vorigen Anmerkung von J, und J, 
gesagt wurde. 
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Zahlen der Folge (II) kleiner als ! sein können, wobei l > č, ist. Mithin wäre ù 
(Satz III’, Aussage (2) für e = l — i) im Widerspruch mit der Voraussetzung 
nicht der limes inferior der Folge (II). Da die gemachte Annahme unmöglich 


n 
ist, muß also îi, = ù sein, d.h. lim Yp, = Ein En l 


Beachtet man noch die Ungleichung (3), so sind schließlich sämtliche in 
(4) enthaltene Ungleichungen bewiesen. 

Wir wenden uns wieder irgend welchen Mengen reeller Zahlen zu. Die 
Mengen T mit ausschließlich ungleichen Zahlen (oder die Mengen, bei denen 
gleiche Zahlen als nicht verschieden gelten,) werden nach der Art ihres 
Verhaltens zu der ersten abgeleiteten Menge T, unterschieden. Eine unend- 
liche Menge T mit ausschließlich ungleichen Zahlen heißt: 

a) isoliert, wenn keine ihrer Zahlen Häufungsstelle ist. (Beispiele: Die 
Menge 4, 4, 4, ... oder die Menge 1, 2, 3, ....). Z, enthält keine Zahlen aus 
T oder existiert überhanpt nicht. 

b) abgeschlossen, wenn alle Zahlen, die Häufungsstellen der Menge 
sind, ihr angehören. (Beispiele: Die unter a) betrachtete Zahlenmenge 4, 4, 4,.... 
unter Beifügung von 0. Die unter a) angegebene Menge 1, 2, 3, ... in un- 
veränderter Weise.) 7, enthält keine anderen Zahlen als solche aus T. 

c) in sich dicht, wenn jede Zahl der Menge eine Häufungsstelle von 
ihr ist. (Beispiele: Die rationalen Zahlen jedes Intervalls mit oder ohne Ein- 
schluß der Grenzen.) Alle Zahlen von T gehören T, an. 

d) perfekt, wenn die Menge zugleich abgeschlossen und in sich dieht 
ist. (Beispiel: Die reellen Zahlen jedes Intervalles mit Einschluß der Grenzen; 
bei Ausschluß der Grenzen ist diese Menge nur in sich dicht.) Die Zahlen 
von Ẹ sind mit denen von T, identisch. Wir hatten schon früher (Seite 58) 
den Begriff der überall diehten Menge kennen gelernt. Eine Menge heißt 
überall dieht, wenn zwischen zwei Zahlen der Menge stets wenigstens eine 
weitere der Menge angehörige Zahl liegt. Eine überall dichte Menge bilden 
z. B. die rationalen Zahlen jedes Intervalles. Eine Menge kann sehr wohl 
in sich dicht, sogar perfekt sein, ohne deswegen überall dicht 
sein zu müssen. Z.B. bilden alle Zahlen des Intervalles von 1 bis 4, die 
Grenzen eingeschlossen, wenn man alle zwischen 2 und 3 gelegenen Zahlen 
fortläßt, die Zahlen 2 und 3 selbst aber beibehält, eine perfekte, nicht überall 
dichte Menge. — Eine Menge, die in bezug auf kein noch so kleines Intervall 
überall dicht ist, heißt nirgends dicht; beiihr kann man aus jedem Intervall 
von a bis b ein kleineres herausheben, das frei von Zahlen der Menge ist. 
Anders ausgedrückt: Eine Menge heißt nirgends dicht, wenn sich zu jedem Paar 
Zahlen a, b (a < b) stets ein weiteres Zahlenpaar a,, b, finden läßt, so daß 
a<a, <b,<b und zwischen a, und b, keine der Menge angehörige Zahl 
liegt. Eine perfekte, aber nirgends dichte Menge wird von allen Zahlen 
des Intervalles von 0 bis 1 gebildet, die sich als systematische Brüche mit der 


Grundzahl 3 (vgl. Seite 102) ohne Verwendung der Ziffer 1 schreiben lassen, 


ô ô 
a + Gr + = +..., wobei die ð nur die Werte 0 und 2 


annehmen. Der Beweis soll nur skizziert werden. Man teile die Einheits- 


also in der Form 


1 Der Leser zeichne sich in großem Maßstabe eine Strecke von der Länge 1 


und markiere die jeweils fortzulassenden Intervalle; dann wird er sich von den im 
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strecke in drei gleiche Teile und lasse alle Punkte fort, deren Abszissen 
z 1 ; i 
zwischen T und Z liegen. Die Grenzen des ausgeschalteten Intervalles, 


0 2 2 2 


AS 1 A ; 
nämlich T + 3T + 35 + eT +... und a sind Zahlen des beizubehal- 


tenden Typus. Dann teile man jedes der Intervalle von O0 bis = und — 


bis 1 in drei gleiche Teile und lasse die zwischen F und Z sowie die 


zwischen 2 + i und 5 + = befindlichen Zahlen fort. Die Grenzen 


1 2 2 2 2 RT: Jt 2 2 2 2 
z tz +... und — sowie — +— = — tz ++ 


35 9 3 9 Do a 


sind beizubehaltende Zahlen. Alsdann operiere man mit den 
ON SON AEA 

RT 31.7878 

Dreiteilung und Fortlassung der jeweiligen mittleren Intervalle in der gleichen 


Weise und führe dieses Verfahren weiter. Die erhaltene Menge ist perfekt, 
aber nirgends dicht, 


Intervallen von 0 bis > a bis + 2 bis 1 mittels 


$4. 
Konvergente Folgen. 
Bei einer unendlichen Menge T reeller Zahlen sind nach dem vorigen 


Paragraphen folgende sechs Fälle möglich, die eine vollständige Disjunktion 
bilden: 


0) imtT=-o», lmT-+.. 

(U) imT=-o, IlmT=J. 

(III) imT=-o, lmT=-w (T divergiert nach — œ). 
(IV) limT=i, lim Tt= +o. 

(V) lim T =í, lim T = J. 

(YD lim T = + 0, imTt=-+o (Œ divergiert nach + œ). 


In den Fällen I bis III hat man nach unten unbeschränkte Mengen, in 
den Fällen I, IV und VI nach oben unbeschränkte Mengen. 


Text gemachten Angaben leicht überzeugen. Ausführliche Behandlung des Beispieles 
bei R. BAIRE, Leçons sur les fonctions discontinues, Paris 1905, p. 54. Die Idee 
solcher Teilungen geht zurück auf H. J. S. SMITH, Proc. London Math. Soc. (1) 6 
(1875), 147 = Collected math, papers 2, 94 (1894). Vgl. auch G. CANTOR, Math. 
Annalen 21, 590 (1883). — Einige neuere Darstellungen der Mengenlehre: A. SCHÖN- 
FLIES, Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Leipzig 1900 
und 1908, Umarbeitung gemeinsam mit H. HAHN 1913. W. H. and G. C. Young, 
The theory of sets of points, Cambridge 1906. H. HAHN in PascALs Repertorium 
der höheren Math. I,, 8.17ff., 2. Auflage, Leipzig 1910. G. HESSENBERG im 
Taschenbuch für Math. u. Physiker, Leipzig, Jahrgang 1913, S. 69. 
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Beispiele: 
ŒM. Alle reellen Zahlen; die Menge 1, — 1, 2, — 2,... 
(II). Alle Zahlen, die kleiner als irgend eine reelle Zahl J sind; die 


; Z, — 3, > ..., für die J = O ist. 

(II. Die Menge — 1, — 2, —3,... 

(IV). Alle Zahlen, die größer als irgend eine reelle Zahl ¿ sind; die 
t Ta 3, Š, 1 ie alo e AE 

(V). Alle Zahlen eines Intervalls [¿, J] mit oder ohne Einschluß der 


Menge — 1, +1, 3 


Menge 1, > 2 


1 ER ; 
Grenzen; die Menge 1 4a 2 +5 n=1,2 35...) fürde‘=1, J=2 ist, 


(VD. Die Menge 1, 2, 3, ... 
Die obigen für jede unendliche Menge T reeller Zahlen gültigen Resultate 
lassen sich im besondern auf jede unendliche Folge reeller Zahlen anwenden: 


(1) Sy S2, S3; ++, 


d.h. eine abzählbare Menge, die abgezählt mit numerierten Individuen vorliegt. 
Für diesen Zweck ist folgende Definition von fundamentaler Bedeutung: 

Definition I. Eine Folge (1) reeller Zahlen heißt konvergent, 
wenn eine Zahl ọ existiert, so daß sich zu jeder beliebigen posi- 
tiven Zahl s eine ganze positive Zahl % finden läßt (k hängt von e 
ab), derart, daß die Ungleichungen: 


(2) Ir — Q| < € 


bestehen, wobei o alle Werte 0, 1, 2,... annimmt. Von der Zahlọ 
sagt man: sie ist die Grenze oder der Grenzwert, dem sich die 
Folge s,, 53, Sg, ... nähert. Wenn eine Folge s,, 8, ... nach einer 
Grenze g konvergiert, so schreibt man (in Abkürzung von limes) 
lim s, = g oder häufig auch bloß lim s, = g. 

n=00 

Die Gleichung lim s, = ọ besagt zweierlei: erstens, daß die Folge s,, s,, ... 
konvergiert und zweitens, daß die Zahl ọ die Grenze ist, nach der die Folge 
konvergiert. Die Bezeichnung lim s, ist nach ihrer Definition nur bei solchen 
Folgen zu verwenden, für die nachgewiesen ist, daß sie eine Grenze besitzen. 
Ob eine Folge eine Grenze hat, hängt von den Zahlen ab, die die Folge 
bilden, und ist in jedem einzelnen Fall besonders zu untersuchen. 

Nach der Ungleichung (2) liegt s,+. — ọ im Intervall von — & bis + 8; 
mithin ist die Ungleichnng (2) auch damit gleichbedeutend, daß alle 
$;+0 (© = 0, 1, 2,...) in das Intervall von ọ — e bis o+s fallen müssen; 
daher ist die Ungleichung (2) auch ersetzbar durch 


(3) Q— E< Sro LEHE. 


Ehe wir weiter gehen, geben wir noch ein Beispiel: 
Ist |g] < 1, so konvergiert die geometrische Folge: 


(*) q, d, 9, ... und zwar nach 0, also lim œ = 0. 
Ist nämlich & eine beliebig vorgegebene positive Zahl, so kann man, da 
k+ 
I >1 ist, stets eine ganze positive Zahl % finden, so daß (7) 2 2 
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ist. (s = 0, 1, 2, ...) (Hilfssatz III auf Seite 193). Mithin ist |g’*” < a oder 
q*+° liegt zwischen 0 — e und 0 + e. Folglich ist entsprechend der Relation (3) 
lim q” = 0, wenn |q|< 1. — Ist q = 1, so geht die Folge (*) über in 1, 1, 1,... 
und hat offenbar 1 zur Grenze. — Für |q|>1 kann man |q!” durch ent- 
sprechend große Wahl der ganzen positiven Zahl n größer machen als jede 
beliebig vorgegebene positive Zahl (Hilfssatz III auf Seite 193), so daß in 
diesem Fall die Folge q, g°, 9°, ... nicht konvergieren kann. Ebenso hat sie 
für q =— 1, wo die Zahlen abwechselnd — 1, +1, —1, +1, ... lauten, 
keine Grenze. Daß die Folge (*) für |4|> 1 und q = — 1 nicht konvergiert, 
ergibt sich übrigens auch unmittelbar aus den Sätzen I und II, zu deren Be- 
weis wir uns nunmehr wenden. 

Wir beweisen: 

Satz I. Eine Folge s,, s,, ... reeller Zahlen ist dann und nur 
dann konvergent, wenn für sie lims, und lim S, Zahlen sind (Fall V) 
und außerdem übereinstimmen. Der Grenzwert g, nach dem die 
Folge konvergiert, ist e=lims, = lim s, und wird dann mit lim s, 
bezeichnet. (In der Bezeichnung des vorigen Paragraphen ist J = ù = g.) 

Hat man eine konvergente Folge (1), so gibt es nach der Ungleichung (8) 
eine Zahl ọ von der Beschaffenheit, daß, wenn e eine beliebige positive Zahl 
ist, höchstens eine endliche Anzahl von Zahlen der Folge (1) (nämlich solche 
aus der Reihe si, Sə, ... ., S) größer als ọ + e sind, während unendlich viele 
im Intervall von ọ — e bis ọ + e liegen. Die Zahl ọ weist daher die charakte- 
ristischen Eigenschaften (1) und (2) der in Satz III (Seite 262) mit J be- 
zeichneten Zahl auf. Mithin ist ọ = J = lims,. 

Ebenso hat die Zahl ọ die charakteristischen Eigenschaften (1) und (2) 
der in Satz III’ auf Seite 263 mit i bezeichneten Zahl; denn höchstens eine 
endliche Anzahl von Zahlen der Folge (1) ist kleiner als ọ — e, während im 
Intervall von g — e bis ọ + e unendlich viele Zahlen der Folge liegen. Mithin 
ist ọ = i = lim s, 

Sei nun umgekehrt für eine Folge (1) lim s, = lims, gleich einer Zahl. 
Alsdann ist in der Bezeichnung des vorigen Paragraphen i = J. Bedeutet e 
irgend eine positive Zahl, so gibt es nach (1) in Satz III auf Seite 262 höchstens 
eine endliche Anzahl von Zahlen der Folge (1), die größer als J + e =i +e 
sind, und ferner gibt es nach (1) in Satz III’ höchstens eine endliche Anzahl 
von Zahlen der Folge (1), die kleiner als ¿ — e sind. Mithin muß eine letzte 
ganze Zahl % existieren, von der an die Zahlen der Folge (1) nicht mehr 
außerhalb des Intervalls von © — e bis © + e fallen können. Es ist also 


sais <a <irs (0, 1, 2, ...), 


d. h. aber |s,+.— |< e oder die Folge (1) hat die Zahl © als Grenze. Mithin 
ist bewiesen, daß, wenn lims, = lims, gleich einer Zahl ist, dies für die 
Konvergenz einer Folge ausreicht. 

Auf Grund von Satz I ergibt sich aus der Gleichheit von © und J, da i 
und J die kleinste und größte Häufungsstelle sind: 

Satz IL Eine Folge (1) ist dann und nur dann konvergent, 


wenn sie bloß eine einzige Häufungsstelle besitzt und diese eine 
Zahl ist. 
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Wir leiten nunmehr das sogenannte allgemeine Konvergenzprinzip 
für eine unendliche Folge reeller Zahlen ab. Hierunter versteht man 
folgenden 

Satz III. Damit eine Folge s,, S, ... reeller Zahlen kon- 
vergiert, ist notwendig und hinreichend, daß zu jeder positiven 
Zahl s sich eine ganze positive Zahl l? finden läßt derart, daß für 
alle ganzen Zahlen L, h, die den Ungleichungen 4 =l, =l ge- 
nügen, 

(4) [su — su| < 8 
ist. 
Wir zeigen zuerst, daß bei jeder konvergenten Folge die Bedingung (4) 


zutrifft. Sei & eine willkürlich vorgegebene Zahl, so kann auch > als solche 


angesehen werden. Ist dann s,, Sə, ... eine Folge, die nach g konvergiert, 
so müssen von einem gewissen s an alle Zahlen s,, s:+,, Sı+s, -.. in das 


Intervall von ọ — 2. bis ọ + > fallen. Sind also) } und l, irgend zwei 


Zahlen, die gleich oder größer als Z sind, so hat man 
& E & & 
MEERE FT und \ Bahr a ET Fl 


oder gleichwertig 
©) Im-el<z und Iu-el<z- 


Nun ist nach der Ungleichung (3) auf Seite 83 
[3a — Sul S j|Su — ẹ| + lE — Sul 


oder nach (5) < rn +. Hiermit ist gezeigt, daß für jede Folge, die kon- 


2 
vergiert, das Bestehen der Ungleichung (4) eine notwendige Bedingung ist. 
Umgekehrt sei von einer gegebenen Folge s,, S, ... bekannt, daß sich 
zu jeder positiven Zahl s eine ganze Zahl / finden läßt, so daß die Un- 
gleichung (4) besteht. Nach ihr liegen alle Zahlen są, zwischen są — e und 
Sa +8; dabei ist 4 =l und =l Wählen wir4A=/!+o0 und l, =l, wobei 
o alle Werte 1, 2, 3, ... durchläuft, so liegen alle s,+. zwischen s; — e und 
Sı +. Ist nun g die kleinste, @ die größte der l+ 1 Zahlen s,, 83, :.., 8—ı, 
Ss — 8, 8; +8, so liegen alle Zahlen der Folge s,, Sə, ... im Intervall von g 
bis @. Die Folge ist daher nach oben wie nach unten beschränkt und hat 
zum limes superior wie zum limes inferior Zahlen, nicht etwa die Symbole 
+œ oder — œ. Es ist also lims, =, lims, =J. Alsdann liegen, wenn & 


eine beliebige positive Zahl bedeutet, in jedem der zwei Intervalle von © — e 
bis i + e und J — e bis J+s, da © und J Häufungsstellen sind, unendlich 
viele Zahlen der Folge s,, S2, ..., also auch solche, die auf s, folgen. Sei 
sy eine im Intervall von ©— a bis © +e gelegene Zahl und sw eine im 
Intervall von J — e bis J+ e befindliche Zahl, wobei l’ >l und !” > list. 
Dann hat man |? — sy | < & und |J — sır|< e. Da jede der Zahlen /!’ und Į” 
größer als list, besteht nach (4) die Ungleichung |sy — sw|< e Nun hat 
man nach der Ungleichung (3) auf Seite 83: 


|i = J|S&|i — sr] + [se — sw) + |s” — J| 


www.rcin.org.pl 


Konvergente Folgen. 271 


oder 
i-J|<e+te+te. 


Angenommen, die zwei Zahlen © und J wären ungleich, so wäre |i — J | 
eine positive Zahl, und man könnte e = ee) wählen. Hierdurch würde 
man die Ungleichung |i — J| <|iÜ— J| erhalten, die unmöglich ist. Mithin 
muß © = J sein, und die Folge s,, s, ... ist nach Satz I konvergent. 

Setzt man l =l +0, so geht die für die Konvergenz einer Folge 
charakteristische Ungleichung (4) über in: 


(4^) lSuto s Sa l <e (0 SN Sen J 
wobei l =} Als Spezialfall ist in (4°) enthalten: 
(4) a4. -al<e (=1,2,.... 


Wir wollen noch zeigen, daß es für die Konvergenz einer Folge s,, Sg... 
auch ausreicht, wenn man zu jeder positiven Zahl s eine ganze positive Zahl l 
finden kann, so daß die Ungleichung (4”) besteht. Trifft dies zu, so muß, 
wenn Ô eine beliebige positive Zahl ist, auch zu ô wie zu jeder positiven Zahl 
eine gewisse ganze positive Zahl / existieren, so daß 


(5) (iito a s| = ò 
ist. Seien /, und /, irgend zwei positive Zahlen > /, so ist nach (5) 


EA = sıl <ö und | Sze - s| ER 
Hieraus folgt: 
EA = Sia | =|s, = s| + |s: a Sul < 20. 


Wählt man ô = u so hat man die für die Konvergenz charakteristische Un- 


gleichung (4). Wir können demnach auch statt des Satzes III folgenden Satz 
formulieren: 
Satz II. Eine Folge s,, Sa, ... reeller Zahlen ist dann und 
nur dann konvergent, wenn sich zu jeder positiven Zahl e eine 
ganze positive Zahl ? finden läßt, so daß für alle s =1,2,3,... 


a [işa = |< e 
ist. 

Folgende Sätze über konvergente Folgen ergeben sich fast unmittelbar 
aus der Definition: 

1. Konvergiert eine Folge sp s;, ... nach einer Zahl eg, so 
bleibt diese Tatsache auch noch bestehen, wenn man eine end- 
liche Anzahl von Zahlen. zu der Folge hinzufügt oder von ihr fort- 
nimmt! oder in beliebiger Weise abändert. Da ja nur eine Ab- 
änderung von endlich vielen Zahlen der Folge stattgefunden hat, fallen auch 
bei der neuen Folge, abgesehen von einer endlichen Anzahl, alle Zahlen in 
das Intervall von ọ — e bis ọ + e, wobei e eine beliebige positive Zahl ist. 
Dies ist aber nach der Definition die charakteristische Bedingung dafür, daß 
die Folge nach ọ konvergiert. 


1 Es ist sogar zulässig, unendlich viele Zahlen der Folge zu streichen, voraus- 
gesetzt, daß nur unendlich viele übrig bleiben. 
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Aus 1 folgt im besonderen lim s, = Au A Spn wobei p irgend eine feste 
n=00 


ganze positive Zahl bedeutet. 

2. Bei einer konvergenten Folge s,, Sẹ, ..., die nach einer 
positiven (negativen) Zahl konvergiert, müssen von einer ge- 
wissen Stelle k an alle Zahlen 3,4. (0 = 0, 1, 2,...) ausnahmslos 
positiv (negativ) sein. 

Konvergiert die Folge s,, S2, ... nach der Zahl ọ, so müssen, wenn & 
eine beliebige positive Zahl ist, nach Definition von einer gewissen Stelle % 
an alle Zahlen s,40 (a = 0, 1, 2, ...) der Folge in das Intervall von ọ — & 


bis ọ + e fallen. Ist ọ positiv, so wähle man 2 = £, ist ọ negativ, so wähle 


man e= — £. Die sich für diese Wahl von s ergebenden Intervalle |$, ze] 
bzw. [2e 2] ‚in welche die Zahlen s,+. (€ = 0, 1, 2, .. .) fallen, umfassen 


alsdann nur positive bzw. nur negative Zahlen. Hiermit ist die Aussage 2. 
bewiesen. 

3. Eine Folge s,, S2, ... konvergiert dann und nur dann nach 
Null, wenn sich zu jeder positiven Zahl e eine ganze positive 
Zahl k so finden läßt, daß |,4.|<e für alle ø = 0, 1, 2,... (Dies 
folgt unmittelbar für g = 0 aus der Ungleichung (2)). Nach dem vorauf- 
gehenden Satz 2 ist eine nach 0 konvergierende Folge die einzige 
konvergente Folge, die Zahlen verschiedenen Vorzeichens in 
jeweils unendlicher Anzahl enthalten kann (jedoch nicht ent- 
halten muß). 

Aus 2. und 3. folgt unmittelbar: Ist lim s,=g, so ist lim |s,|=|e|. 
Aus der Existenz von lim |s,| kann aber nicht geschlossen werden, daß lim s, 
existiert (vgl. die geometrische Folge für q =- 1). 


4. Sind 5, Sa -.. und 4, h, ... zwei Folgen reeller Zahlen, 
die nach der a Grenze ge konvergieren, und ist stets 
s,5s,=st(n=1,2,8,..., so konvergiert die Folge v,, Pg, ... nach 


derselben Grenze 0. 


Ist nämlich s eine beliebige positive Zahl, so gibt es für die zwei 
Folgen s,, 8, ... und Z&, tz, ..., da sie nach ọ konvergieren, zwei ganze 
positive Zahlen k, und k,, so daß alle Zahlen s,,+0 bzw. tu+o (e=0, 1, 2, ...) 
in das Intervall von ọ — e bis ọ +e fallen. Ist k die größere der zwei 
Zahlen k, und ką, so liegen auch alle Zahlen Sk}o und 44, (© = 0, 1, 2, ...) 
in dem Intervall von ọ — s bis ọ +8 und folglich wegen der Ungleichung 
En E Vn S ta auch die Zahlen v,+. (C = 0,1, 2, ...). Das heißt aber: lim v, 
existiert und ist gleich ọ. 

5. Hat man irgend zwei Folgen s,, 8,... und 4, h, ... reeller 
Zahlen, die nach derselben Grenze g konvergieren, so konvergiert 
auch jede unendliche Folge, die nur Zahlen aus diesen zwei 
Folgen enthält, und zwar nach der gleichen Grenze ọ. 

Da von jeder der zwei Folgen nur eine endliche Anzahl von Zahlen 
außerhalb des Intervalls von o—e bis ọ + e liegt, trifft dies auch für die 
neue Folge zu. Hiermit ist der Beweis geliefert, daß die neue Folge eben- 
falls ọ zur Grenze hat. 
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Die Konvergenz einer unendlichen Folge ist immer etwas besonderes; 
denn bei einer unendlichen Folge können ebenso wie bei beliebigen Mengen 
reeller Zahlen alle sechs zu Anfang des Paragraphen aufgezählten Möglich- 
keiten eintreten. 


Von einer Folge s,, 8, ... reeller Zahlen sagt man, daß sie 
nach — œ oder + œ divergiert oder eigentlich divergent ist, wenn 
für sie lim s, = lims, = — œ bzw. lims,=lims,= +œ ist. (Fall III 


bzw. Fall VI der Aufzählung zu Beginn des Paragraphen.) Bei eigentlich 
divergenten Folgen schreibt man lim s, = +œ bzw. lim s, = — œ. 

Die Bezeichnung lim s, hat also durch diese letzte Festsetzung 
eine solche Erweiterung erfahren, daß sie stets dann zur Ver- 
wendung gelangt, wenn lims, = lims,, ganz gleich, ob der Wert 


eine Zahl (vgl. Satz I) oder +œ oder — œ ist. Ist lims, gleich einer 
Zahl, so spricht man von einem eigentlichen Grenzwert, bei lim s,= + © 
oder gleich — œ von uneigentlichen Grenzwerten. Für letztere gilt: 

Es bedeutet lim s,= + œ (vgl. Seite 261 unten), daß man zu jeder 
reellen Zahl A eine ganze positive Zahl k finden kann, so daß 
+ >4Al(o=1,2,.... Ähnlich lim s,= — œ (vgl. Seite 262 oben), daß 
man zu jeder follan Zahl A eine ganze poraya Zahl % finden 
kann, so daß ,,,<Alc=1,2,...) 

Lehrsatz: Jede der Relations lim s= + œ bzw. lim s,= = œ 
zieht, wenn s,, 8, ... irgend eine Folge von zu Null ungleichen!, 


reellen Zahlen bedeutet, lim ( : 


n 


) =0 nach sich, Wir beschränken uns 


darauf zu beweisen, daß aus lim s,= — œ sich lim = )= 0 ergibt. Ist näm- 
lich e eine beliebige positive Zahl, so existiert wegen lim s,=— œ auch zu 


- = wie zu jeder reellen Zahl eine ganze positive Zahl k, so daß 


1 
49T, (=1, 2, AE 
Hieraus folgt 


1 
E EPA > ar oder 8, 


Sk+o 


es tim (--) = 0. 
Sa 


Hingegen kann umgekehrt aus lims,=0 nur geschlossen 
werden, was dem Leser überlassen bleibe, daß, wenn s,, 8, ... irgend 


eine Folge zu Nullungleicher, reeller Zahlen bedeutet, lim 


a RR 
VRE ' 1 ) à 

ist A: B, ist Š» e A ar eine nach Null konvergierende 
Folge, während die Folge 2, — 4, 8, — 16, ... die zwei Häufungsstellen +o 


und — œ besitzt. 

Von einer Folge sagt man, daß sie oszilliert, wenn für sie lim s„ Æ lim s, 
ist. Eigentlich divergente und oszillierende Folgen bezeichnet man gemeinsam 
als divergente Folgen. 


1 Die Annahme s, # 0 wird eingeführt, damit die Division durch s, saaat ie ew, 


Loewy, Algebra. N NE MAA 
wie a 
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Beispiele für konvergente Folgen: 

(1) 14, 21, 13, 21, 14, 2}, 18, 21, 19, 24,....;lims,=2. 
(2) 0,8; 0,33; 0,333; ...;ims,= 4. 

(8) 4, =- 4, 4, — ds, -5 lim s,=0. 

(E O ..;lims=a. 

Beispiele für eigentlich divergente Folgen: 

(1) 2, 2%, 2%, ...; lim s, = + œ. 

(2) — 14, — 24, — 34, — 4}, ...; lim s,=— œ. 
Beispiele für oszillierende Folgen: 

(1) 14, 24, 14, 2}, 14, 2%, ...; lim s,= 1, lim s,= 2. 
(2) a, b, a, b, a, b, ... (a < b); lim s,= a, lim s„= b. 
(8) 1, }; 2 }, 3, ł, ..-; lim s= 0, lim s, =+ 0. 

(4) 2, — 23, 25, — 24, ...; lim s,=-— œ, lim s,= + œ. 


Wir behandeln noch die aufsteigenden und absteigenden Folgen. 
Eine Folge reeller Zahlen s,, Sa .. ., für des, S s S s, S... ist, heißt auf- 
steigend (oder schärfer: niemals abnehmend). 

Wir beweisen 

Satz IV. Hat man’ irgend eine aufsteigende Folge reeller 
Zahlen s,, S$%2, ... und bleiben alle ihre Zahlen kleiner als eine 
Zahl M (also s,< M für jedes n = 1, 2, ...), so ist die Zahlenfolge 
konvergent. Die Grenze, nach der die Folge konvergiert, istin 
diesem Fall ihre obere Grenze (im Sinne des Satzes I auf Seite 247).! 

Da die Zahlen s, nach oben beschränkt sind, haben sie nach Satz I auf 
Seite 247 eine obere Grenze @, so daß für jedes n = 1, 2, ... die Zahlen 
s„= @ sind, und, wenn e irgend eine beliebige positive Zahl bedeutet, wenigstens 
eine der Zahlen s, in das Intervall von @ — e bis G fällt. Ist s, eine in das 
Intervall von @ — e bis @ fallende Zahl unserer Folge, so liegen auch alle 
auf s, folgenden Zahlen unserer Folge in dem Intervall von G — e bis G, 
weil sie erstens nach Voraussetzung nicht kleiner als s, und zweitens = G 
sind, man hat also G — 8e<s,4.=@, wobeio=0,1,2,... Die erhaltenen 
Ungleichungen besagen, daß unsere Folge die Zahl G zur Grenze hat. 

Entsprechend beweist man für absteigende (oder schärfer: niemals 
zunehmende) Folgen, d.h. Folgen, bei denen s>s,>s,>... ist, den 

Satz V. Hat man irgend eine absteigende Folge sı, 8, ... 
reeller Zahlen und bleiben alle ihre Zahlen größer als eine Zahl M 
(also s >M für jedes n=1,2,...), so ist die Zahlenfolge kon- 
vergent. Die Grenze, nach der die Folge konvergiert, ist in 
diesem Falle ihre untere Grenze (im Sinne des Satzes I’ auf 
Seite 250). 


1 Im allgemeinen sind bei einer konvergenten Folge die Grenze und die er 
Grenze zwei ungmiehe Zahlen, z. B. ist bei der konvergenten Folge 2— 4, 2+4, 
2— 4, 2+3%,... die Zahl 2 die Grenze, die Zahl 21 die obere Grenze. Zur Ver- 
meidung von Verwechslungen bezeichnen manche Autoren daher die obere Grenze 
als kleinste obere Schranke. 

* Im allgemeinen sind bei einer konvergenten Folge ihre Grenze und ihre 
untere Grenze zwei ungleiche Zahlen; in dem Beispiel der letzten Anmerkung ist 
2 — 5 die untere Grenze. Zur Vermeidung von Verwechslungen bezeichnen manche 
Autoren die untere Grenze als größte untere Schranke, 
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Wir verwenden Satz V zur Einführung der sogenannten Evrerschen 
Konstanten. Wir betrachten die Folge: 


e 1 e 1 1 e 
s = 1 — log1, Dwi t g2, slt TETTEN E 


e 
s,=1 ++i +...+- log, 
Für diese Folge ist 
1 e n+1 
v ASR 
Nach Ungleichung (31) auf Seite 240 hat man: 
n e 
1- “+1 < log ( 


e 1 
< log )<H 


1 1 
n+ 4 ACH 
n n 


also 


(9 


1 
n+l 
Aus (7) ergibt sich, daß 
1 in n+1 
n+l 5 n 
negativ ist, also nach (6) auch gleiches für Sn+ı — Sn stattfindet. Die Folge s,, 
Sa, -.. ist daher eine abnehmende Folge. Nun ist aber 


1 = 2 1 EB 1 e nil e ni 
D s= (F -10g F) + (4-04) +t (5-18 ) + 10g eR 


n 


denn man hat: 


n+i1 


e 


e e 
= log (n+ 1) — log 


e e e e 
(10g $ + 10g 5 +.. + log E :) log aai : 


n 


n+i 


e 
Da nach (7) rn — log | ) stets positiv ist, findet nach (8) gleiches 


auch für s, statt, und die zu untersuchende Folge enthält nur positive Zahlen. 
Man hat also eine absteigende Folge wie im Satz V vor sich, deren Zahlen 
sämtlich > 0 sind. Mithin existiert für unsere Folge eine Grenze, die mit C 
bezeichnet wird. Es ist 
: 1 2 1 5 
0 = lim (1 +i +i ++, logn). 

Die Zahl C bezeichnet man als Evrersche Konstante. Uns genügt die 
Kenntnis ihrer Existenz. Man hat O = 0,577215664901532 ... auf 260 Dezi- 
malen berechnet.! 


1 ADAMS, Proceedings of the Royal Society of London 27, 88 (1878). Die Ge- 
schichte der EULERschen Konstanten bei GLAISHER, Messenger of mathematics I, 
25—30 (1872) und II, 64 (1873). Angaben über die EULERsche Konstante bei 
BRUNEL in der Enzyklopädie der math. Wiss. II, S. 171. 


18* 
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Im Kapitel II war jede Zahl « = Wa durch zwei zusammengehörige 
An 


Folgen definiert, so daß die Zahlen a, eine aufsteigende, die Zahlen a,’ eine 
absteigende Folge bilden. Ist s eine beliebig vorgegebene positive Zahl, so 
konnte man stets eine paise positive Zahl % finden, daß die Ungleichung 
(vgl. B,) auf Seite 151) Ato — ro < 8 für o= 0,1, 2,... bestand. AusB,) 
und der Ungleichung @,+o Sa S d, +o (Satz I auf Seite 82) folgt durch Addi- 
tion Qo < œ +8 und a — e€ < @,+o. Mithin hat man a S @,+o < œ +8 und 
a — 8< o &a. Alle auf a, folgenden Zahlen @,+o und alle auf a,’ fol- 
genden Zahlen a;+, fallen demnach in die Intervalle von æ — s bis œ bzw. « 
bis æ + &. Mithin hat man: 


Satz Vl. Ist irgend eine reelle Zahl «æ = t 


On 
sammengehörige Definitionsfolgen rationaler oder irrationaler 
Zahlen dargestellt, so hat sowohl die aufsteigende als auch die 
absteigende Definitionsfolge die Zahl @ zur Grenze. 

Aus Satz VI und der Bemerkung 5 auf Seite 272 folgt: 

Die Zahl æ des Satzes VI ist auch die Grenze jeder unend- 
lichen Folge, die sich aus beliebigen Zahlen der aufsteigenden 
und absteigenden Definitionsfolge zusammensetzt. 

Im voraufgehenden Satz ist im besonderen enthalten: 

Jeder unendliche Dezimalbruch (vgl. Definition auf Seite 85) ist 
die Grenze jeder unendlichen Folge, die man aus beliebigen 
ihn definierenden endlichen Dezimalbrüchen bildet. Jeder un- 
endliche Kettenbruch (vgl. Definition auf Seite 110) ist die Grenze jeder 
unendlichen Folge, die man aus beliebigen seiner Näherungs- 
brüche bilden kann. 

Wir leiten noch folgenden Satz von Caucar! ab: 

Ist 2,, Ps, -.. irgend eine Folge positiver Zahlen und exi- 
Pa+i 


so existiert auch lim YP., und es ist lim yo = lim nn F 


n 


) durch zwei zu- 


stiert lim (mit einem endlichen Zahlenwert oder gleich + œ), 


Existiert lim 2 ng , 80 ist 


n 


lim Pa+1 = lim Pn+1 = lim Pati E 


n Pr e 


Nun ist nach Satz IV (Seite 264) 


nal IRE FSS n 
lim gi = lim Vp, = lim Vp, = lim Pott. 


nen S n 
Hieraus folgt, daß Tim Vp, = lim Vp, = lim Pa, d: h. es existiert lim Vp., 


n 


und es ist lim Vo, = lim ? A . 


n 


1 CAUCHY, Analyse algébrique (1821), Cap. II, § 3 = Oeuvres (2) 3, p. 63, 
Paris 1897. 
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Aus dem Caucnyschen Satz ergibt sich: Da die Folge 1, 2,...,n,... 
Bi 
lim rtr = 1 liefert, ist lim n = 1. Ebenso erhält man aus den Folgen 


log Plog 24 2.3.1005 I... DAW 1+2, 12B annd Aa au m, Sun de 


1 1 
logn + log (1 +) log (1 + 2) 
log(n +1) _ jim k = lim r R AERA 3 = 


jia log n log n log n 


und 
e E E Ve at e aS 2 
a EEE Tr Te Bo = lim (n +1)=+o, 
Mio ` L ATEN ge. 
die wichtigen Beziehungen lim Vlog n =1 und lim Y1-2-3...n=+mo. Die 
letzte Relation sprechen wir so aus: Ist c irgend eine positive Zahl, so 
kann man stets eine ganze positive Zahl v finden, daß für alle 
ganzzahligen N >n der Ausdruck 1-2:3... N>cN ist. 


Pati 


n 
Während aus der Existenz von lim die Existenz von lim y n ge- 


folgert werden kann, gilt das Umgekehrte nicht, wie die Folge: a, b, a, b, 
a, b, ... zeigt, bei der a und b irgend welche ungleiche positive Zahlen be- 


n 
deuten. Für sie ist lim Yp, = 1 (vgl. Satz V, Seite 214 oder Hilfssatz II auf 


Seite 288), während die Zahlen p. abwechselnd die Werte 2 oder 5 an- 


nehmen. 


85. 


Die vier Fundamentaloperationen bei Grenzwerten und die regu- 
lären Folgen als Zahlen. Die Irrationalzahl nach WEIERSTRASS. 


Satz I. Konvergieren die zwei Folgen xi, %, ... und Yis Yay.. 
reeller Zahlen nach den Grenzen & und 7, so konvergieren auch 
die zwei Zahlenfolgen 

% Yi, % + Yo, 
und 
Tı — Yis Ta — Y2; ++ 


und zwar nach &ty bzw &—-n. Es ist also lim z, + limy, 
= lim (x, + Yn)! und lim ©, — lim yn = lim (£n — Yn. Die Summe der 
Grenzwerte ist gleich dem Grenzwert der Summe der Summanden, 
und die Differenz der Grenzwerte ist gleich dem Grenzwert der 
Differenz von Minuend und Subtrahend. 

Ist ô irgend eine positive Zahl, so müssen sich nach Definition I auf 
Seite 268, da lim ©,= & und lim y, = n ist, zwei ganze positive Zahlen k, und 
ka so bestimmen lassen, daß die Ungleichungen: 


1 Eine solche Gleichung besagt zweierlei: erstens gibt sie an, daß für die Folge 
& + Yi, Zo + Yo, . . . überhaupt eine Grenze existiert und zweitens bestimmt sie den 
Wert von lim (x, + Yn), nämlich gleich lim «, + lim y„. Unter Umständen ist schon 
die Erkenntnis der Existenz eines Grenzwertes, auch ohne daß man ihn bestimmen 
kann, wertvoll. 
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u, l< ò ((=0,1,2,...) 
und 
Ymto—n\<ö ((=0,1,2,...) 
bestehen. Sei k die größere der zwei Zahlen k, und k,, so ist gewiß 
(1) [Erto — Èl< Ò, 
(2) liito- n|< ò. 
Nun ist nach der Ungleichung (3) auf Seite 83: 


ar tue E EDS E Fo 1; 
woraus sich- nach (1) und (2) ergibt 


(8) (Erta t Yrto (G + n)] < 20. 
Ebenso ist nach derselben Ungleichung (3) auf Seite 83 


+0 ur E- |El — EIF lto nl; 
woraus nach (1) und (2) folgt 
(4) (Erto — Yr+o— (E — m|< 20. 
Wählt man das bisher willkürlich gelassene ô = 5 wobei & eine be- 


liebige positive Zahl ist, so besagen die Ungleiehungen (3) und (4), daß die 
Zahlenfolgen x, + Y, bzw. ,—-y,(n=1,2,3,...) nach +7 bzw. -7 
konvergieren, was bewiesen werden sollte. 

Satz II. Konvergieren die zwei Folgena,, £3, ... und Y, Ya +». 
reeller Zahlen nach den Grenzen ë und n, so konvergiert auch die 
Zahlenfolge 2, Yı, &g*Yg, ..., und zwar nach è-n. Es ist also 
lim «,-limy,= lim (@,»y,). Das Produkt der Grenzwerte ist gleich 
dem Grenzwert des Produktes der Faktoren. 

Bedeutet ö wie bei Satz I eine beliebige positive Zahl, so kann man 
eine ganze positive Zahl k bestimmen, für welche die Ungleichungen (1) und (2) 
bestehen. Nun ist 


(Erto Yrto— Een) = |Erto ur) nr Hl 

= |2,4s|*|Y.4+0— n|+ nl |, 40 E| (Relationen (3) und (5) auf 

Seite 83), 
<|2,+,|,0 + |nl»ö (Ungleiehungen (1) u. (2)). 
Ferner ist nach Ungleichung (3) auf Seite 88 und der obigen Unglei- 
chung (1): l 
(Erto = |Trto— E + ELSE |rt Ei +IEL< Ò + IEI. 

Mithin hat man 


+0 Yr+o— Een] < (O + IENS +I] <O HIE + In). 
In dieser Ungleichung wählen wir ô kleiner als die kleinere der zwei 


& : \ 2: 
Zahlen 1 und Trlelrhl’ wobei a eine beliebige positive Zahl bedeutet. 
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Alsdann erhält man zunächst, da ô < 1 sein soll, 


(Erto Yıro — gen] <(+ |ë| + |n|) -ð 


& 


und ferner, dad < -= ijt 
irjeirinl: ’ 


(5) (Erto Yrto — En] < 8. 


Die Ungleichung (5) besagt, daß die Folge x, +%,, &3'%Ya, ... nach der 
Zahl &.n konvergiert. 

Aus Satz II ergibt sich als Korollar: Konvergiert die Folge £, 2%,» 
reeller Zahlen nach der Grenze ë und multipliziert man alle ihre 
Zahlen mit der gleichen Zahl c, so konvergiert die. Folge cz, 
Cto, .».. nach der Grenze e»-&. Dieses Resultat folgt unmittelbar aus 
Satz II, da die aus den gleichen Zahlen e bestehende Folge e, c, ... die 
Grenze e hat. 


Hilfssatz. Konvergiert eine Folge %,, Yə, ... reeller Zahlen 
nach der Grenze n, und ist n sowie jede der Zahlen %,, %, ... Un- 


gleich Null, so konvergiert auch die Zahlenfolge nn > ..., uud 
1 2 
zwar nach der Grenze a Es ist also lim & = — kun 
n Yn limy, 
Bedeutet ö irgend eine positive Zahl, so kann man eine ganze positive 
Zahl k derart bestimmen, daß die Ungleichung: 


(2) lto- n< 
besteht. Da ņ und alle y,(n = 1, 2, ...) ungleich 0 sind, kann man 


1 -1| = yte 
N ° Yıto 


Yıto 7 
bilden und hat nach (2) die Ungleichung 


(6) 


1 | ô 
ee u ia < = 
u. 2 [7° Ye+o| 


Nun ist nach der Ungleichung (3) auf Seite 83 und der obigen Un- 
gleichung (2) 


al=|7- Yrto + Yrtol El — Yrol + lYrtol< Ò + |Yrol- 


Hieraus ergibt sich, wenn man div positive Zahl ô < Z wählt, was wegen 
n #0 möglich ist, 


In< El + lol oder Isal > |H: 


Mithin hat man —— < (2. oder aus (6) die Ungleichung 
|Y%+o| |7] 
1 1 20 
T fan E a 
p Yk+o 7 | In? 
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e bedeute eine beliebige positive Zahl. Wir wählen alsdann ô, das bereits 


kleiner als 7 war, auch noch kleiner als lap. Hierdurch geht die Unglei- 
chung (7) über in i 
8) — -4j < 

——- — E 

Yrk+o 7 | 

7 AE i 1 : 
und besagt, daß die Zahlenfolge ER Re nach T konvergiert. 
1 2 


Satz III. Konvergieren die zwei Folgen £, £a, ... und Yi; Yoses. 
reeller Zahlen nach den Grenzen & und 7, und ist jede der Zahlen 
Yis Ya, --. ebenso wie ņ ungleich 0, so konvergiertauch die Zahlen- 
folge ae w, ...„ Und zwar nach T Es ist also Sieta = lim (2 ) 

Yi’ H 7 lim yn Yn 
Der Quotient der Grenzwerte ist gleich dem Grenzwert des Quo- 


tienten von Divisor und Dividendus. 


Nach dem Hilfssatze ist S = lim ( z ) und daher 
lim y, A 
en Sinai 3) = lim (Z+) (Satz ID. 
lim y, s Das, h Yn 


Hiermit ist das zu beweisende Resultat gewonnen. 

Aus den voraufgehenden Sätzen ergeben sich, wenn zq und ¥ reelle Zahlen 
bedeuten, folgende Korollare: 

1. Existiert lim (Œ, + y) =r und lim v, = Ë, so existiert auch 
lim y, =+ t F è. (Folgerung aus Satz I.) 

2. Existiert lim @,-y,)=r und lim g, = (#0, x, #0), so exi- 


stiert auch lim y, = er (Folgerung aus Satz III.) 


83. Existiert lim (=) = t(r#0, y,#0,2,#0) und limx,=E£, so 


n 


existiert auch lim y, = È. (Folgerung aus Satz II.) 


Satz IV. Konvergieren die zwei Folgen %, %, ... und 9, 
Yə... und enthält die Folgex, — Yı, & — Yz, ... von einer gewissen 
Stelle an nur positive Zahlen, so konvergiert die Folge x, %, --. 
stets nach einer größeren Zahl als die Folge y1, %, ..., aus- 
genommen den Fall, daß die Folge x«,— y, nach Null konvergiert. 

Nach Satz I ist lim x, — lim y, = lim (x, — y,). Mithin existiert lim (x, —y,). 
Da die Folge x,— y, von einer gewissen Stelle an nur positive Zahlen 
enthalten soll und voraussetzungsgemäß nicht nach 0 konvergiert, ist 
lim (x, — y,) positiv (vgl. Bemerkung 2 auf Seite 272). Nun ist nach Satz I 
lim y, + lim (@«,— y,)= lim «,; hieraus folgt, da lim @,— y,)>0 ist, daß 
lim v, > lim y,. 

Aus den Sätzen über die Multiplikation und Division von Grenzwerten 
folgt der sogenannte Satz der Stetigkeit von der Potenz x”, nämlich 

Satz V. Ist lim x, = æ, so ist, wenn m eine ganze positive oder 
negative Zahl bedeutet, x” = (lim z)” = lim x,” In Worten: Kon- 
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vergiert irgend eine Folge reeller Zahlen z,, &%,, ... nach der 
Zahl x, so konvergiert die Folge q”, £3", ... nach g™.! 

Der zu beweisende Satz ist für m = 1 richtig. Nimmt man seine Gültig- 
keit für irgend eine Zahl k an, so folgt aus (lim x,)" = lim (x%), daß (lim »,)*+! 
= lim (z*) «lim x, = lim zž+! (Satz II auf Seite 278). Gilt also die zu be- 
weisende Relation für irgend eine Zahl k, so trifft sie auch für die folgende 
k +1 zu. Mithin ist die Richtigkeit von (lim «,)”" = lim (x,") für alle ganz- 
zahligen positiven m bewiesen. 

Es sei nun m = — m’, wobei m’ eine positive ganze Zahl ist. Nach dem 
Hilfssatz ist (lim x)! = lim x7'; hieraus folgt durch Erheben in die mt Potenz 
(lim x, = (lim 271)” oder nach dem bereits bewiesenen Resultat lim 2;””. 
Die Gleichung (lim x,” = lim (x;”) zeigt die Richtigkeit unseres Satzes für 
negative ganzzahlige m. 

Satz V ist nur ein Spezialfall des folgenden allgemeinen Satzes: 

Satz VI «æ, b, ý; ..., 4 seien eine endliche Anzahl reeller 
Zahlen, bkr fan eonia m=1, 2, ...) Folgen reeller Zahlen, für 
die limo,=e, lim f, =b, limy, =y, --., lim}, =4 sei. Bedeutet 
E(w, b yj: A) irgend einen aus 2; By y, ..., A durch rationale 
Operationen gebildeten Ausdruck, so hat die Folge 


R(a,, bi» Yis ++, 2), ER(@s, bz, Yaı ++ la), eo. Blam bas Yny +++ An)y o 


eine Grenze, und zwar konvergiert sie nach R(e, ĝ, y,..., A). Es 
ist also 
R(a, P, yyer )= R(lima,, lim ß,, limy,, ».. ., lim.A,) 
= lim R(o,, Pa» Yas + +95 A)» 


Dabeiist vorauszusetzen, daß æ, ß,1,.., s Ons bns Yo -es An (n=1,2,...) 
solche Zahlen sind, für die kein bei der Bildung von 


E (œ, ß, Y, idr- ) 2), R (@,, ß,, In er da) (n = 1, 2, ...) 


auftretender Nenner verschwindet. 

Zur Berechnung des rationalen Ausdruckes R(«, ĝ, y, ..., 4) möge es 
erforderlich sein, » Fundamentaloperationen im Sinne der Seite 154 gegebenen 
Definition auf æ, ĝ, y, ..., à auszuführen. Dann ergibt sich R (a, ĝ, y, .. .,4), 
indem man zunächst höchstens zwei der Zahlen «, ĝ, y, ..., A einer Funda- 
mentaloperation unterwirft, auf diese Weise t = R, (æ, f, y, . .., 2)? bildet, und 
alsdann auf a, f, y, ..., A, t nur noch p — 1 Fundamentaloperationen aus- 
führt. Es sei also 


R (a, b, AET 2) = Rp1 (6, ß, Ya e-s T) 


wobei zur Bildung von R,_, nur p — 1 Fundamentaloperationen erforderlich 
sind. Wir nehmen Satz VI für alle rationalen Ausdrücke, zu deren Bildung 


1 Für negatives m ist vorauszusetzen, daß weder æ noch eine der Zahlen %,, £y, .. 
verschwinden darf; sonst würde eine der Potenzen =” bzw. =," (n = 1, 2, ...) ihren 
Sinn verlieren. 


2 R(@, b, Y, -+., A) ist entweder ọ + o oder —g oder 9-0 oder $» 


wobei ọ und ø zwei Zahlen aus der Reihe «a, f, y, ..., A bedeuten. 
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weniger als p. Fundamentaloperationen erforderlich sind, als bewiesen an; falls 
nur eine einzige Fundamentaloperation erforderlich ist, gilt er ja, wie die 
Sätze I, II und der Hilfssatz besagen. Wir zeigen nunmehr die Richtigkeit 
unseres Theorems für alle rationalen Ausdrücke R(«, Ø, y, -.., 4), zu deren 
Bildung p Fundamentaloperationen erforderlich sind, und haben alsdann infolge 
des Satzes der vollständigen Induktion das Theorem VI bewiesen. Setzt man 
7= Ri (€n, ns Yny -+ -s A), So ist, da unser Satz für eine Fundamental- 
operation gilt, 


T= Rı(a, b, 7, --,4)= R,(limo,, lim fn, limy,, .»., lim A,) 
= lim R, (a,, Das Tas ++ +, A) = lim z,. 


Da der zu beweisende Satz nach Annahme auch für » — 1 Fundamental- 
operationen gelten soll, so hat man 


R(a, f, Yy s., 1) = Rp (e, ß, Yy s.. A, T) 


= Rp (lim o,, lim ß,, lim Ym ++. lim 4, lim z,)= lim R,_, (o,, Bas yes a 


der letzte Ausdruck läßt sich aber auch in der Form lim R(@,, bns Yns +++» An) 
schreiben. Hiermit ist Satz VI bewiesen. 

Wir leiten noch den Satz von der Differentiation von x” ab, wobei 
m irgend eine ganze positive oder negative Zahl sein soll. Hierunter versteht 
man folgenden 

Satz VII. Ist limA,=0, so ist für ganzzahliges m, wenn 
h, # 0- (n= 1, 2s.) 

EA S a x" 


=m", 
h 


lim 
In Worten: Konvergiert irgend eine Folge %, hg, ... reeller Zahlen, 
von denen keine gleich Null ist, nach Null und bedeutet x eine 
beliebige reelle Zahl, m eine ganze positive oder negative Zahl 
oder Null, so konvergiert die Folge 


(© + h,)”— a" (© + h)” x" KELANA 
a , Ya re ETSE 5: EN ’ 


nach mg™"—!, Für die Werte m S1 ist vorauszusetzen, daß x eine 
zu Null ungleiche Zahl und ferner für m=0, daß keine der Zahlen 
„"n=1,2,...) gleich — g ist.! 

Für m = 0 sind alle Zahlen der zu untersuchenden Folge gleich Null; 
für m = 0 ist ebenso m + x”! = 0 und auch definiert, da voraussetzungsgemäß 
x#0ist. Für m = 1 sind alle Zahlen der Folge gleich 1; den nämlichen 
Wert hat auch m - 2”! = 1-x’ und ist auch stets definiert, da für m = 1 die 


Zahl x Æ 0 sein sollte.? Für m = — 1 lautet die Folge — (n=1,2,...) 


1 
(2 + h,) 


1 Die Voraussetzungen werden eingeführt, weil h, (n = 1, 2,...) im Nenner 
auftritt und die Potenzen der Zahl O nur für positive Exponenten definiert sind, also 
für mS 0 und v + ha = 0 die Ausdrücke (x + %,)” keine Bedeutung haben und 
für m S +1 und z = 0 ebenso ="-1, 

2? Für m = 1, æ = 0 konvergiert die Folge zwar nach 1, jedoch ist 1. 0° 
nicht definiert. 


www.rcin.org.pl 


Die vier Fundamentaloperationen bei Grenzwerten usw. 283 


1 — 
+h, 
delten Fällen ist die Richtigkeit des Satzes VII evident. 

Für |m|# 1 beweisen wir Satz VII mit Hilfe folgender Formel: 
Wird unter p eine ganze positive Zahl > 1 verstanden, so ist 


und konvergiert nach — Zr; denn es ist lim L. In den behan- 


a? — A? & Wë je > 
(9) ET a ET, 


Ist m positiv, so setze man in (9) p=m, œ =% + h, (n= 1, 2,...) 
ß= x und erhält: 
Mo m 
(10) ine = (x + h)! + (x + bh” w t (x thy. ar... Ham, 


n 


’ 


Nun folgt aus lim k, = 0, daß lim (x + h,) = x; daher besteht nach Satz V 
.für jedes ganzzahlige positive oder negative A die Relation lim (x + A, = a* 
Hieraus ergibt sich durch Multiplikation mit x“, daß 


(11) lim (£ + h}. a= tt. 
Wählt man 4 = m — i, u=i-— 1, wobei © jede der Zahlen 1, 2, ..., m be- 


deutet, so sieht man, daß jeder Summand auf der rechten Seite von (10) nach 
x”! konvergiert, daher die aus m Summanden bestehende Summe nach m g™-1 
(Satz D). 

Ist m eine negative ganze Zahl, so setze man in (9) p = — m, « = (x + h)’, 
ß= ar! und erhält 


za = (x + htt ++ ht tra h"t ar... 
x + hn 12077 i 
oder AEA a RY aight 
(12) A aiaia = — ((c+h,)” aiH (EHAN t o alah t a.n. 


n 


+ (Hh ati A (w t h a}. 


Wählt man in (11) 4 = m + î, u =— i — 1, wobei © jede der Zahlen 0, 1, 2,..., 
— m — 1 bedeutet, so konvergiert auf der rechten Seite von (12) jeder Summand 
nach x”! und die ganze rechte Seite, die aus — m Summanden besteht, nach 
— (— m) +2”! = m. x”, Hiermit ist bewiesen, daß jede Folge, deren Zahlen 
a en (n = 1, 2, ...) lauten, falls lim Ar, = 0, nach m x”! konvergiert. 


Die nach einer Grenze konvergierenden Folgen führen noch auf eine 
weitere Gattung von Objekten, die ebenso wie die DepekınnDschen Schnitte 
oder die am Schlusse des $2 dieses Kapitels behandelten Objekte unsere 
Zahlen gleichwertig in bezug auf =, <, + und - vertreten können. 

Si; S2, ».. Sei irgend eine Folge rationaler Zahlen; existiert zu jedem 
positivem s! eine ganze positive Zahl ! derart, daß |s.4. — s| < e (0 = 1, 2,...), 


1 Es genügt, daß die Ungleichung |s;4. — | < 8’ für alle positiven rationalen 
Zahlen 8’ erfüllt ist; denn zu jeder positiven irrationalen Zahl e läßt sich eine ratio- 
nale Zahl #’ finden, so daß 0 < & < 5 (Satz I auf Seite 148) ist und mithin aus 
[spo — &| < 8’ auch |4. — s| < 8 folgt. Die Definition der regulären Folgen setzt 
also bloß die Kenntnis der rationalen Zahlen voraus, 
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so soll eine solche Folge wie ein einzelnes Objekt angesehen und mit (s,) be- 
zeichnet werden; wir nennen sie alsdann eine reguläre Folge. 

Will man die regulären Folgen miteinander vergleichen und additiv und 
multiplikativ verknüpfen, so sind für sie als neue Objekte die Begriffe =, <, 
+ und » in besonderer Weise zu erklären. Zu diesem Zweck empfiehlt es 
sich, zunächst den Hilfsbegriff der Nullfolge zu definieren: 

Eine Folge ô, Òs, ... rationaler Zahlen soll eine Nullfolge 
heißen, wenn sich zu jeder positiven rationalen Zahl s eine ganze 
positive Zahl / finden läßt, so daß für jedeso=0,1, 2,... stets 
[ôo] Z aik: 

Jede reguläre Folge ist nach Satz III’ auf Seite 271 konvergent, und es 
entspricht ihr daher eine Zahl, nämlich ihre Grenze. Umgekehrt läßt sich jede 
Zahl « als Grenze einer regulären Folge auffassen, z. B. als Grenze der auf- 
steigenden Definitionsfolge @,, ao, ..., wenn œ durch zwei zusammengehörige 


Definitionsfolgen rationaler Zahlen in der Form « = () gegeben ist. Diese 
Qn 


Zuordnung zwischen den reellen Zahlen und den regulären Folgen 
wird eindeutig umkehrbar, wenn man gleiche Zahlen einerseits, gleiche 
reguläre Folgen andererseits als nicht verschieden ansieht und die Gleichheit 
von regulären Folgen auf folgende Weise definiert: 

I. Zwei reguläre Folgen (s) und (t) sollen dann und nur 
dann gleich heißen, wenn die Folge s, — 4, S— t ... eine Null- 
folge ist. 

Konvergieren nämlich (s,) und (¿,„) nach gleichen Grenzen, d. h. sind den zwei 
regulären Folgen (s,) und (£,) gleiche Zahlen zugeordnet, so folgt aus lim s,= lim £,, 
daß 0 = lim s„— lim {, = lim (s, — ¢,) (Satz I) ist. Die Relation lim (s, — tn) = 0 
besagt aber, daß s, — 4, ss — tą, ... eine Nullfolge ist oder nach Definition I 
(s,) = (t,). Ist umgekehrt sı — 4, S, — %,... eine Nullfolge, d.h. sind die 
regulären Folgen (s,) und (£,) gleich, so hat man lim (s,— #,) = 0. Nun ist 
nach Satz I lim (s,— Z£,) + lim ¢, = lim s, oder, da lim (s,— Z,) = 0, so ergibt 
sich, daß lim #,= lim s,, d.h. den regulären Folgen (s,) und (£,) entsprechen 
gleiche Zahlen. Hiermit ist gezeigt, daß die Zuordnung zwischen den Klassen 
gleicher Zahlen und den Klassen gleicher regulärer Folgen eine eindeutig 
umkehrbare ist. 

Für die regulären Folgen führen wir die Begriffe <, + und » durch 
folgende Definitionen ein: 

I. Von zwei regulären Folgen (s,) und (£,) soll (s,) > (4) heißen, 
wenn die Folge s, — h, S — ta, ... keine Nullfolge ist und von einer 
gewissen Stelle an nur positive Zahlen enthält. 

III. Unter der Summe zweier regulärer Folgen (s,) und (£,) soll 
die reguläre Folge (s,+ £,) verstanden werden. 

IV. Unter dem Produkt zweier regulärer Folgen (s,) und (£,) 
soll die reguläre Folge (s,-£,) verstanden werden. 

Durch die Definitionen II bis IV wird die Zuordnung zwischen 
den reellen Zahlen und den regulären Folgen in bezug auf die 
Relation < ähnlich und in bezug auf die Operationen + und - 
isomorph. Dies ergibt sich unmittelbar aus den Lehrsätzen IV, I und II, 
da jede reguläre Folge konvergiert. 

Die regulären Folgen können demnach unsere Zahlen in bezug auf =, 
<, + und - gleichwertig vertreten. Dabei entsprechen im besonderen einer 
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rationalen Zahl r die reguläre Folge r, r, ... und alle zu dieser nach Definition I 
gleichen regulären Folgen. Da die regulären Folgen unsere Zahlen gleich- 
wertig vertreten können, so hätte man auch, anders als es von uns in Kapitel II, 
$1 geschah, die regulären Folgen benützen können, um das System der ratio- 
nalen Zahlen zu dem aller reellen Zahlen zu erweitern. Auf diese Weise ver- 
fährt G. Cantor; wenn er von einer Zahl spricht, meint er eine reguläre 
Folge. Wie also für Deperino (vgl. Seite 257) die Schnitte statt der von uns 
im Kapitel II, $1 auf Seite 63 definierten Zahlen das Primäre sind, so für 
Canror die regulären Folgen.‘ Er führt sie daher unmittelbar nach den ratio- 
nalen Zahlen ein und legt ihnen, nicht unseren Zahlen, den Namen „Zahl“ 
bei. I—IV sind bei Cantor die Definitionen für die Gleichheit, das 
Größersein, die Addition und die Multiplikation der von ihm als 
Zahlen bezeichneten Gebilde. Seine Zahlen können unsere Zahlen gleich- 
wertig vertreten und bilden daher ebenso wie diese einen Körper Ẹ&* im Sinne 
des Kapitels III, § 5 (Seite 186). Für Cantor sind die mathematischen Sätze 
solche über reguläre Folgen. 

Noch ein kurzer Hinweis auf die Begründung der Theorie der 
Irrationalzahlen durch Weıerstrass: Ist pi, Pe, Pa, --. eine Folge aus- 
nahmslos positiver rationaler Zahlen, für die sich eine rationale Zahl M finden 
läßt, so daß alle sogenannten Partialsummen s,=p,+P,+...+p, n=1,2,...) 
kleiner als M sind, so kann man auch für solche Folgen p, die Begriffe „Gleich- 
heit“, „Größersein“, „Addition“ und „Multiplikation“ definieren und erhält in 
diesen Folgen gleichwertige Vertreter der Gesamtheit unserer positiven Zahlen. 
Solchen Gebilden, nicht unseren Zahlen legt Weıerstrass den Namen „Zahl“ 
bei und stellt sie als Definition der positiven reellen Zahl an die Spitze, 
wohingegen bei uns zu beweisen ist und auch noch bewiesen wird (Satz I, 
$ 8, Seite 305), daß jeder Folge p, (n = 1, 2, ...) eine positive Zahl S, nämlich 
S = lim s,, in dem von uns definierten Sinne entspricht. Nennt man eine Folge 
von positiven Zahlen 9,, 23, Ps, --., wie wir sie soeben erklärten, eine Wer- 
strasssche Folge, so sind für solche, um sie unseren positiven Zahlen ein- 
deutig umkehrbar und in bezug auf die Relation < ähnlich zuzuordnen, die 
Gleichheit und das Größersein auf folgende Weise zu definieren: Zwei WEIER- 
strasssche Folgen oder positive Zahlen im Sinne von Weıersrtrass sollen dann 
und nur dann gleich heißen, wenn man keine Partialsumme s, der einen 
finden kann, die größer als alle Partialsummen s,’ (n = 1, 2, ...) der anderen 
ist, und ebenso keine Partialsumme s/ existiert, die größer als alle Partial- 
summen s, (n = 1, 2, ....) ist. Von zwei ungleichen Weıerstrassschen Folgen 
heißt diejenige die größere, für die man eine Partialsumme finden kann, die 
größer als alle Partialsummen der anderen Folge ist.” — Definition der 


Addition und Multiplikation auf Grund der Sätze VII und X im § 7 (Seite 302 
und 303). 


1 Gleiches gilt für MÉRAY, der die regulären Folgen unter dem Namen „Vari- 
anten‘ zur Grundlage seiner Theorie des Irrationalen gemacht hat. Literaturangaben 
auf Seite 63. 

2? Die Analogie dieser Definitionen mit den Definitionen I und II auf Seite 258 
und 259 ist darin begründet, daß durch die Partialsummen s, (n = 1, 2, ...) ein 


besonderes Objekt [X] bestimmt wird, wie ein solches allgemein Seite 258, Zeile 7 
von unten definiert wurde. 
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§ 6. 
Grenzwerte für den natürlichen Logarithmus und die Exponential- 
funktion. 


Hilfssatz I. Konvergiert eine Folge k, ha, ... reeller Zahlen, 
von denen keine gleich Null sei, nach Null und ist stets 
1 +h, >0'(n=1,2,...), so konvergiert die Folge: 


e e 
a) log +a) logü +h) 
hy ? h ? ? 
und zwar nach 1. Es ist also 


e 


n 


1, 


wenn lim A,= 0. 
Nach der Ungleichung (31) auf Seite 240 ist: 


e 
1- <log(i +h)<i+h,-1 
oder i 
h e 
Tr < log (1 + h,) < hn. 


Hieraus folgt, daß für positives h,: 


e 
1 P log (1 + A,) 


d 1 +h, h, a 
und für negatives h,: 
e 
1 log (1 + A,) 
IF h re 


1 
=1. D 
D h Ara 


ist. Da lim k, = 0, so ist lim (1 + k,) = 1 und folglich lim 


und 1 bzw. 1 


e $ 
U ikai für alle n = 1, 2, 3, ... stets zwischen 


n 


pE N 


e 
und SN liegt, so muß nach Bemerkung 4 auf Seite 272 auch lim ba nahe 
existieren und den Wert 1 haben. Der Hilfssatz I läßt sich zu dem folgenden 
grundlegenden Satz erweitern, von dem man sagt, daß er die Differentiation 
des Logarithmus lehre, nämlich 

Satz L. Ist lin k= 0, #0, x+h, >0 undzs£0"(n=1,2,.., 

so ist 

log(@ + h,) — log 
m -108 @ + A, g 


Ber 
h eb” 


n 


1 Die Bedingungen werden deswegen eingeführt, weil durch %, dividiert wird 
und log(1 + A,) nur für 1 +%,> 0 definiert ist. 
2 Die Voraussetzungen werden deswegen eingeführt, weil durch A, und x divi- 


e 
diert wird und log (x + h„) nur für x + h, > 0 definiert ist. 
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In Worten: Konvergiertirgend eine Folge h, ka, ... reeller Zahlen, 
von denen keine gleich Null ist, nach Null, bedeutet x irgend 
eine zu Null ungleiche Zahl und ist stets x + h, > 0 (n= 1, 2, ...), 
so konvergiert die Folge 


e e e e 
log (Œ + h) — log x log (x + h) — log s 
(2) ai A a A TAT 
2 
nach — 
Aus lim h,=0 folgt lim (x + h) =%. Da nach Voraussetzung œ #0 


und x + h, > 0 ist, kann lim (x + h,) nicht nach einer negativen Zahl x kon- 
vergieren (vgl. die Bemerkung 2 auf Seite 272); infolgedessen ist æ positiv 


€ 
und die Existenz von log x gesichert. 


Wir setzen k, = A. Da nach Voraussetzung lim „= 0, so ist auch 


h, 
po 


lim „= 0. Ferner ist 1+A’=1+ = —@ + h,) als Produkt positiver 


h n 


Faktoren positiv. Mithin kann man, da ebenso wie k, auch noch k, = 


ungleich Null ist, den Hilfssatz I anwenden; nach ihm ist 


e 
im 8 HA) _ 


li Ih 1i 


e 
Hieraus folgt, indem man die Glieder der Folge et mit 1 multi- 
pliziert, daß 


e 
E. Aea a 


$ 
hn’ £ 


ist. Ersetzt man %h,’ durch seinen Wert = so hat man 


d. h. 


e e 
lim log (x + = — logg 


Aus Satz I ergibt sich unmittelbar der sogenannte Satz von der Stetig- 
keit des Logarithmus, worunter zu verstehen ist: 


Akt 
TE 


e e 
Satz II. Ist lim zg, =g, so ist log v = log (lim z,) = lim log ur 
wenn #0 und m, >0 (n=1, 2, .... In Worten: Konvergiert 
irgend eine Folge tı, £, ... von ausnahmslos positiven Zahlen 
nach der Grenze x, die ungleich 0 ist, so konvergiert die Folge 


e e e 
log xı, log £o, ..., und zwar nach der Grenze log xv. 


1 Für z = 1 erhält man den Hilfssatz I. 
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e e 
Für diejenigen Zahlen x,, die gleich x sind, ist log x,= logæ; wir 


e e 
brauchen daher bei Untersuchung der Folge log æ, log £, ... nur solche x, 
zu berücksichtigen, bei denen die Differenz x, — x # 0 ist. 
Setzt man 2,— x = h,, so folgt aus lim x,= x, daß lim h,= 0. Da ferner 
h,#0 und nach Voraussetzung 2,=x2+h,>0 sowie x #0 ist, kann man 
den Satz I anwenden und hat 


e e 
-1 
meet in a _ 1 


Multipliziert man mit lim „= 0, so erhält man (Satz II auf Seite 278) 


li 


8 


n 


€ e 
lim Las (© + h,) — log u = 0 
e 
oder durch Addition von lim log x = log x die Relation 


e e e e 
lim log (x + k,) = log æ, d.h. lim log x,= log v. 


Hilfssatz II. Konvergiert irgend eine Folge h, hz, ... reeller 
Zahlen nach der Grenze Null und ist « eine beliebige positive 
Zahl, so konvergiert die Folge a“, a, ..., und zwar nach der 
Grenze 1. 

Ist & irgend eine beliebige positive Zahl, so kann man eine ganze posi- 
tive Zahl m finden (Satz V auf Seite 214), daß für alle Zahlen x, die zwischen 


1 iae $ N 
rE und + ar liegen, die Ungleichung 


(3) E a EN 


besteht. Da die Folge A,, ka, ... nach O konvergiert, gibt es nach der 
Definition der Grenze eine ganze positive Zahl ķ, so daß alle k,+o (6 = 0, 1, 2,...) 


in das Intervall von — = bis + — fallen. Mithin gehören die Zahlen A,+s 


zu denjenigen, für welche die Ungleichung (3) besteht, so daß 
(4) 1—8 < ařřto<1 +e oder |1 = ařrto| < es, 


Die letzte Ungleichung besagt, daß unsere Folge a, a", ... die Zahl 1 zur 
Grenze hat. 

Aus dem Hilfssatz II ergibt sich unmittelbar der sogenannte Satz von 
der Stetigkeit der Exponentialfunktion, nämlich: 

Satz III. Ist lim g,=%s und «a eine beliebige positive Zahl, so 
ist a’ = a™ 3n = ]ima”®. In Worten: Konvergiert irgend eine 
Folge &,, £a, ... reeller Zahlen nach der Grenze x und ist æ eine 


beliebige positive Zahl, so konvergiert die Folge eo", «°, ..., und 
zwar nach der Grenze o”. 
Da lim x&,= x, so konvergiert die Folge x, — 2, %,—x,... nach Null, 


und es ist nach dem voraufgehenden Hilfssatz lim «7 = 1. Hieraus folgt 
durch Multiplikation mit «® nach dem Korollar zum Satz II auf Seite 279 


Tn=T, y? 


lim « a” =a” oder lim a"= a”, 
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Hilfssatz III. Konvergiert irgend eine Folge h, hs, ... reeller 
Zahlen, von denen keine gleich Null sei, nach Null, und bedeutet 
«œ irgend eine positive Zahl, so konvergiert die Folge 


an= i a 1 
hı , ho » a A AR | 


(5) 


e e 
nach loga. Es läßt sich also log « definieren durch 
oti 
h , 


n 


logo = lim 
wobei lim h,= 0. 
Für æ = 1 ist der Hilfssatz unmittelbar evident; dieser Fall kann daher 
beim Beweise ausgeschlossen werden. 
Setzt man u,= an _ 1, also oe" = 1+u,, so ist 1 +4 > 0. Ferner er- 
gibt sich aus u, = a"— 1, da keine der Zahlen 7, gleich Null und @ #1, 


e 
daß un #0, also 1 + u, #1 und demnach log (1 + u,) # 0 ist. Logarithmiert 
e e 
man nun ed” = 1 + Un so wird k,log œ = log (u„+ 1). Mithin hat man 


h e 
a” — 1 Ai u, log « ! 


(6) e 
log (u„+ 1) 


Da sich aus u,= «ř” — 1 nach dem Hilfssatz II lim „= 0 ergibt, ferner, 
wie gezeigt, u„# 0, 1 + u„ > 0 ist, muß nach dem Hilfssatz I 


e 
Mn 
werden oder durch Übergang zu den reziproken Werten, der wegen 


e 
log (1 + un) # 0 erlaubt ist, 


=1 


In o EE E A 


e 
log (1 + u,) 
Hieraus folgt (Korollar zum Satz II auf Seite 279) 


e 
u„log « 


e 
5 = log a 
log (1 + un) 


lim 
an = 1 
h, 

Der Hilfssatz III läßt sich zu dem folgenden grundlegenden Satz er- 
weitern, von dem man sagt, daß er die Differentiation der Exponential- 
funktion g” lehre, nämlich 

Satz IV. Ist limA,=0, «œ eine beliebige positive Zahl und 
h, #0 (n = 1, 2, .. .), 80 ist 

z+h, = 


£ Q — Q e 
lim ———— = 0” .loge. 


e 
oder nach (6), wie bewiesen werden sollte, log « = lim 


Loewy, Algebra. 19 
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In Worten: Konvergiert irgend eine Folge h, As, ... reeller 
Zahlen, von denen keine gleich Null ist, nach Null, und bedeutet 
«œ irgend eine positive Zahl, x eine beliebige reelle Zahl, so kon- 
vergiert die Folge 


(1) 


e 
nach a” loga. 

Der Satz IV ergibt sich unmittelbar aus Hilfssatz III; man braucht nur 
die Glieder der Folge (5) mit «” zu multiplizieren und das Korollar zum 
Satz II auf Seite 279 zu beachten. 

Für œ =e, die Basis der natürlichen Logarithmen, wird Satz IV be- 
sonders einfach. Man erhält: 

ern Er e 
(v) lim rea S e” für lim A,=0. 

Satz V. Konvergieren irgend zwei Folgen 2, Sa ... und 
Yis Ya, »-. beliebiger reeller Zahlen nach den Grenzen x bzw. y, 
und ist v ebenso wie alle Zahlen z, (n = 1, 2, ...) positiv, so kon- 
vergiert auch die Folge 


(8) a esey 

und zwar nach der Grenze z”. Es folgt also auslima,=x, lim y,= y, 
wenn z>0,2,>0(n=1,2,...), daß lim «’"= 4 = (limz,)'"%, Den 
Inhalt dieses Satzes drückt man auch so aus: die allgemeine 


Potenz æ ist, aufgefaßt in ihrer Abhängigkeit sowohl von æ als 
auch von y, stetig. 


e e 
Setzt man u,= y,-logx,, so wird, da =, = el! ® ist, 


gY = „Un +108 En = gin, 
Da lim x,= x, folgt aus dem Satz II von der Stetigkeit des Logarithmus, 
daß lim log = log x. Da ferner nach Voraussetzung lim y,= y, so hat man 
lim (on G log z, =y log x (Satz II auf Seite 278). Es ist also lim „= y log g. 
Hieraus folgt nach Satz III von- der Stetigkeit der Exponentialfunktion, daß 
lim e" = & log 2 oder lim g?” = q. 


e 
Wir wollen uns noch mit der Definition von e” und logz be- 
schäftigen. Wir beweisen 
Satz VI.. Ist für irgend eine Folge A,, hg, ... reeller Zahlen, 
1 


von denen keine gleich Null sei, lim z 


>00 n=1,2,...) ist, so köns 


0, und bedeutet v irgend 


x 


eine reelle Zahl, für die stets 1 + h 


n 


vergiert die Folge 


1 Für v = 0 ergibt sich Hilfssatz III. 
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(9) h +) (g) Ah 


und zwar nach e. Es läßt sieh also e definieren durch 


lim (1 +.) = e, 


n 


wenn lim =0. Die Bedingung lim =0 läßt sich auch gleich- 
wertig lim|A,|= + œ schreiben. : 

Für x = 0 haben alle Zahlen der Folge (9) den Wert 1; da auch e=1 
ist, gilt der Satz für x = 0. Man kann daher im folgenden x # 0 voraussetzen. 
Bildet man dann 4,= > so ist „#0, und man darf durch é dividieren. 

Nun hat man N 

e z \An e z 
hn log (1 + — ħa log (14+ — 
(1+2) au ( ) en ( N 


n 


wenn man 


e 
e 
(10) Sa = h, log (1 + z) = e aa 


n n 


setzt, wobei #4, = z Für lim 5 = 0 ist lim {,= 0; daher wird nach Hilfs- 


2 n 
satz I lim U EN, = 1 und folglich nach (10) weiter lim x,= x. Infolge 


des Satzes III von der Stetigkeit von e” folgt aus lim x,= x, daß lim e"= e*, 


hn 
d. h., wie bewiesen werden sollte, lim (1 +) =e”. Die einfache Herleitung 
des Satzes VI beruht, abgesehen von Satz III, vor allem auf dem Hilfssatz I 
oder dem einfachsten Fall der auf Seite 240 bewiesenen Ungleichung (31) 


T e 
1-—<lge<a-l. 


Den Inhalt des Satzes VI hat Jacos Bernovııı! bereits auf folgende 
Weise zurZinseszinsrechnung in Beziehung gesetzt: Die Summe 1 sei ver- 
zinslich ausgeliehen. Für jedes k-tel Jahr sei für die Einheit die Summe = 


v 


an Zinsen zu zahlen; der Zins soll stets sofort zu dem Kapital zugeschlagen 
werden. Alsdann wächst die Einheit in einem Jahre mit ihren Zinsen zu 


k 
d. h. sie soll eine Zahlenfolge durchlaufen, deren reziproke Werte nach Null 


; \k 
dem Endkapital ( +7) an. Die Zahl % soll größer und größer werden, 


konvergieren, also lim = =0. Alsdann ist nach dem zuletzt bewiesenen 
i\k 


Satz VI lim (144) =e'. Die Zahl ee gibt also die Summe an, zu 


1 JACOB BERNOULLI, Acta eruditorum (1690) = Opera I, Genf 1744, p. 429. 
19* 
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der die Einheit mit Zinseszins bei „Augenblieksverzinsung“ an- 
wächst, wenn mit einem Zinsfuß von 100 ¿ Prozent gerechnet 
wird.! 

Ist das Geld nicht ein Jahr, sondern ? Jahre ausgeliehen und findet 


; \kt 
ebenfalls Augenblicksverzinsung statt, so ist lim (+) zu betrachten: Nun 


T - 
ist lim h: +) = lim ( +7) , wenn l = kt gesetzt wird. Wenn lim + = 0, 
so wird auch lim -7 =0, und man hat lim 147) = e. In ¢ Jahren 


wächst die Einheit mit Zinseszins bei Augenblicksverzinsung, 
wenn mit einem Zinsfuß von 100 ¿ Prozent für das Jahr gerechnet 
wird, zu e an. 
e 
Zur weiteren Untersuchung von e” und log ist zunächst eine Hilfs- 
betrachtung nötig. Für alle zu 1 ungleichen positiven Zahlen æ besteht die 
Gleichung: 
1 


iiai 1 


(11) RER RT g 


(Vgl. (32) auf Seite 240), bei der n jede ganze positive Zahl bedeutet. Sind x, 

und x, irgend zwei positive, zu 1 ungleiche Zahlen und ist’ x, > z,, so hat man 

(Satz III, Seite 213): 
1 


1 
k P i 1 


>X? , also T > = 


22” +1 a2’ +1 


x? 


Aus dieser Ungleichung folgt, wie die rechte Seite von (11) zeigt, daß 


Di. Ei 
ni —1 Š mar N 
S — 1 vı — 1 
ist. Mithin wird auch 
4 Ex 
gn n = 
(12) ER Sende BE A 
To a 1 Tı un 1 
X R 1 E 
Nun ist nach Hilfssatz III für jede positive Zahl x, wenn man h,= Zu wählt, 
1 
" on e 
lim 2” (> _ j = log v 


n= 00 
oder, wenn g #1, 


1 
e (= ) 
n |g?” _ 
log® lim? x 1 


%- 1° n=0o s—-1l 


1 Bei 4°/, Verzinzung ist © = 0,04. Bei halbjährlicher Zinszahlung (k = 2) ist 
für die Einheit jedes halbe Jahr 0,02 an Zins zu zahlen. 
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1 
TE | 
Nach (12) sind die Zahlen a (m=1, 2, ...) der nach = z 
-a a 
konvergierenden Folge stets größer als die entsprechenden Zahlen 
(«= 1) K 
En en (n = 1, 2, ...) der nach R konvergierenden Folge. Mithin 
rl au—1 
hat man 
e e 
(18) log xe _ log x, 


%— 1 ET He 
wenn . >%>0%,#71%%#1). 


1 
5 27 (‚a _ ı) j : h 
Die Zahlen der Form og yon (rn =1,2,...) sind für positive æ 
1 


— e 

(wie sie hier nur in Frage kommen, damit die Potenz v?” und log einen 
Sinn haben) stets positiv. Man kann demnach den Inhalt der Ungleichung (13) 
auf folgende Weise ausdrücken: 


e 
log 


7 ist für alle positiven v (æ # 1) positiv und nimmt, wenn & 
wachsend positive Werte durchläuft, beständig ab.! 

Aus der Ungleichung (13) leiten wir noch folgende weitere Ungleichung 
ab: Sind œ und f irgend zwei Zahlen, «>, und ist x irgend eine 


positive Zahl (# 1), so besteht die Relation: 
kr, 1 
(14) —® =. zen. 


Man erhält sie auf folgende Weise: Aus «œ > ß folgt, wenn v > 1 ist, 
x> af, und, wenn 0 < æ < 1, æf >æ" (Satz IV, Seite 213). Daher ist, wie 
sich aus (13) ergibt: 


e e 
log af „ loga* 


(15) für x > t 
xf —1 g*—1 
und 
N 
(157 I BT E A 


1 #1 


Da die rechten und linken Seiten von (15) und (15’) positiv sind, erhält 
man durch Übergang zu den reziproken Werten: 


N — 
(16) 2- Pha L füre>ı 
loga? log af 
und 
—— Bm 
(16° ai d Il E 


e 
log a? log a® 


1 Vgl. die Seite 229 zitierte Arbeit a. a. O. Seite 38. 
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e 
Je nachdem w > 1 oder 0 < x< 1, ist log x positiv oder negativ. Da 
e e e e 
log æf = 8 log x und ebenso log x° = « log æ, ergibt sich, wenn man (16) und 


e 
(16) mit log x multipliziert, daß die Ungleichung (14) für alle positiven v (Œ Æ 1), 
unabhängig davon, ob x kleiner oder größer als 1 ist, in gleicher Weise 
besteht. 
Aus Ungleichung (14) beweisen wir 
Satz VII. Ist k, A, ... eine aufsteigende Folge beliebiger 


positiver Zahlen (k, < k < k ...), für die im = 0 ist, und bildet 


k 
man, wenn v irgend eine positive Zahl ist, die zwei Folgen: 
pa ga 
(17) ef ME =), Ka, 
1 ES 
(18) kı Ep j , ko (2 Tp y MR 


so sind dies zwei zusammengehörige Definitionsfolgen, Die von 


li-a) 


t 
k, (2 - h 


positive Zahlen sein sollen, ist die Bedingung lim- = 0 gleich- 


e 
ihnen definierte Zahl ist gleich logs. Da die k, 


wertig mit lim k = + œ. 
Da nach Voraussetzung von den positiven Zahlen k, (n=1, 2,...) stets 


kn < kagi, also : < 2 ist, kann man in (14) «= LS g= EPEN bzw. 
kanı kn kn kn+ı 
a=- _ , f=- i wählen und erhält alsdann, wenn v irgend eine zu 1 
n+1 n 
ungleiche positive Zahl bedeutet, 
= an 
(19) kn (m _ K > kazı Br _ ı) j 
ch. RS 


Die Ungleichungen (20) und (19) besagen, daß die Folgen (17) und (18) 
aufsteigend bzw. absteigend sind. Es ist ferner 


Ee kli ARE. 
(21) kn ER ) =g" fe f g r)| : 


1 1 
Für z>1 ist Re m) positiv und @®>1. Für 0<z<1 ist 
1 


1 
kn i -g r) negativ und 0 < x” < 1. Auf Grund dieser Angaben folgt 
aus (21), daß für alle positiven æ (# 1) 


28 Bu N 
u PR PER PR =). 
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Mithin erfüllen die Folgen (17) und (18) die Bedingungen B,) bis B,) auf 
Seite 150 für zwei zusammengehörige Definitionsfolgen. Wie Hilfssatz III 


e 
besagt, konvergiert jede der zwei Folgen (17) und (18) nach log x. Hieraus 
ergibt sich, daß die Folgen (17) und (18) auch die Bedingung B,) erfüllen und 


e 
demnach zwei zusammengehörige Definitionsfolgen sind, welche die Zahl log œ 
definieren. Dieses Resultat bleibt auch für das beim Beweise ausgeschlossene 
e 

æ = 1 gültig, hierfür ist log 1 = 0, und die Folgen (17) und (18) bestehen aus- 
nahmslos aus der Zahl 0. 

Für k, = 1, ka = 2, ..., k= n, .... ergibt sich aus Satz VII das spezielle 
bereits auf Seite 236 als Satz III abgeleitete Resultat. 

e 

In ähnlicher Weise wie log x durch Satz VII läßt sich e” definieren durch 

Satz VIII. Ist k, ką, ... eine aufsteigende Folge beliebiger 
positiver Zahlen (k; < k< ka ...), für die lim I = 0 ist, und bildet 


n 


man, wenn x irgend eine reelle Zahl ist, die zwei Folgen: 


(22) (1 K 2)" ( ” z, h + 2) ah 


c\-kı x \— ke x \— ks 
es e DR rE EST 5 


so sind dies zwei zusammengehörige Definitionsfolgen. Die von 
ihnen definierte Zahl ist gleich œ. 

Zum Beweise benötigt man folgende Ungleichung, deren Ableitung wir 
sogleich geben: Bedeuten «, ĝ und x irgend drei reelle, zu Null ungleiche 
Zahlen und ist 1 + ax > 0 und 1+ßxz> 0, so ist stets, wenn « > ĝ ist, 

en A 
(24) dtii Si tant 

Ist x > 0, so folgt aus «>, daß as > fx. Man kann alsdann in der 

Ungleichung (13) z = 1 + fx und x, = 1 + «x setzen und erhält 


e e 
log (1 + x) log (1 + a x) 
OEA E S a en 
pax ax 


oder durch Multiplikation mit dem als positiv vorausgesetzten x: 


e e 
log (1 + ĝ x) log (1 + œ x) 
ann ” a JEREEENE.AER > _— 0... 
ß @ 
Ist © < 0, so folgt aus «œ > f, daß ax < fx ist. Man erhält alsdann aus 
(18), wenn man q, = 1 + fx, 2,=1+ax wählt, 


(25) 


e e 
log (1 +a«g) _ log(1 + Po) 
er Be Eee ee 
aw px 


1 Sollten die ersten Glieder der Folgen (22) und (23) etwa negative Basen 
enthalten, so sind diese Glieder und die darüber bzw. darunter stehenden einfach fort- 
zulassen, 
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Durch Multiplikation mit der nunmehr als negativ vorausgesetzten Zahl v ge- 
langt man ebenfalls zu der Ungleichung (25), so daß diese in gleicher Weise 
sowohl für positive als auch für negative x gilt. Aus (25) folgt nach (IVa) 
in Satz IV auf Seite 213 
1 e 1 e 
oÊ log (1 +£ z) Sga log (1 +a gi 
mithin j 


e T e a 
e8 +82) ~ ‚lg (Ita) 


oder die Ungleichung (24), wie bewiesen werden sollte. 


1 
Wil men ho= —,9- I uw. o=— l he , 
kp ku+ı kayı k, 
so sieht man, daß die Folge (22) aufsteigend, die Folge (23) absteigend ist. 


Daß jede Zahl von (23) größer als die darüber stehende von (22) ist, folgt aus 


w \kn x \En w? \ En 
ea) Er a) T 


wenn wie bisher beim Beweise x # 0 ist und die Anmerkung 1 der vorauf- 
gehenden Seite berücksichtigt wird, nach der k, > |x| sein muß. Nach Satz VI 
konvergiert jede der zwei Folgen (22) und (23) nach e”. Hieraus folgt, daß 
die Folgen (22) und (23) die Bedingungen B,) bis B,) erfüllen und mithin eine 
Zahl darstellen; diese ist, da die Folgen nach e” konvergieren, die Zahl e”.! 

Für), =1,%,=2,...,k,=n, ... erhält man aus Satz VIII das spezielle 
bereits auf Seite 233 als Satz II abgeleitete Resultat. 

Wir machen noch über uneigentliche Grenzwerte für den natür- 
lichen Logarithmus und die Exponentialfunktion folgende Angaben: 

Ist für irgend eine Folge reeller Zahlen A,, hg, ... limA,=+ œ 
bzw. limk,=- œ, so existieren lim an =+ œ bzw. lim o = 0, wenn 
@>1, und lim o” =0 bzw. lima™ = +œ, wenn 0<a<1. Ist für 
irgend eine Folge reeller positiver Zahlen A, %, ... lim h, = +» 


e e 
bzw. lim h,= 0, so existieren lim log h,= + œ bzw. lim log k= — œ. 
Es wird genügen zu beweisen, daß für positive %„ aus lim h,= 0 die Relation 


e 
lim log h,= — œ folgt. Sei A eine beliebige reelle Zahl, so bestimme man 


= ef; da lim ka= 0, gibt es eine ganze positive Zahl k, so daß h,+. kleiner 
als die positive Zahl ë wird, also h}+}o < Ẹ (© = 1, 2, ...). Mithin ist (Satz III, 


e e e 
Seite 218) log hr. < log ë, d.h. logh,+o < A. Die letzte Ungleichung be- 
e 
sagt (Seite 273), daß lim log k, =— œ ist. 


ST 
Unendliche Reihen. 
Qi, Ay, Ay, ... sei irgend eine Folge von unendlich vielen reellen Zahlen. 
Bildet man aus ihnen zunächst rein formal 
(1) tr +a+..., 


1 Satz VIII bleibt auch für den beim Beweis ausgeschlossenen Wert x = 0 gültig; 
für x = 0 sind alle Zahlen der Folgen (22) und (23) gleich 1, und es ist auch e = 1. 
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so heißt dieser Ausdruck eine unendliche Reihe. Die Zahlen a,, a, a, ... 
heißen die Glieder der Reihe. Da zur Bildung von (1) unendlich viele 
Summanden verwendet werden sollen, bisher aber nur die Addition einer end- 
lichen Anzahl von Summanden studiert wurde, ist zunächst die prinzipielle 
Frage zu stellen: Was soll unter einem Ausdruck der Form (1) ver- 
standen werden? Ein soleher ist zunächst ein Symbol, das gestattet, 
folgende Summen aus endlich vielen Summanden zu bilden: 

(2) | Sı = Q, S2 = Q ta, Sg = Qy F Qg ta, 

Sa = Q Ha tH... EA, 


Die Zahlen sı, Sə, ... heißen die Partialsummen der unendlichen 
Reihe (1). 

Definition: Konvergiert die Folge sı, S2, ... nach einer Zahl S, 
so daß also lims,= S existiert, so heißt die unendliche Reihe (I) 
konvergent und die Zahl S, nach der ihre Partialsummen s,, 3,55 :-: 
konvergieren, die Summe der Reihe. Alsdann schreibt man 


(3) S=-u ta +% +... 


Da hier das Wort „Summe“ in einer neuen Bedeutung gebraucht wird, 
darf man die für Summen aus endlich vielen Summanden gültigen Sätze nicht 
ohne weiteres auf die neuen Summen übertragen. (Vgl. die Bemerkung zu 
Satz VI dieses Paragraphen, sowie Satz IV im $ 9.) 

Eine Reihe, die nicht konvergiert, heißt divergent. Divergenten Reihen 
wird keine Zahl als ihre Summe zugeordnet werden. Eigentlich sollte man 
daher bei ihnen auch nicht die Schreibweise (1) verwenden; doch geschieht 
dies allgemein. Je nach dem Verhalten der Folge s,, S2, ... werden die diver- 
genten Reihen in eigentlich divergente und oszillierende Reihen ein- 
geteilt, nämlich: Divergiert die Folge sı, Sẹ, ... nach + œ bzw. — œ, so sagt 
man von der Reihe (1), daß sie nach + œ bzw. — œ divergiere und nennt sie 
eigentlich divergent (vgl. Seite 273). Ist lims, # lim s,, so heißt die 
Reihe (1) oszillierend; alsdann sagt man, sie schwanke zwischen den Un- 
bestimmtheitsgrenzen © und J, bzw. ¿ und + œ, — œ und J, — œ und + œ 
(vgl. Seite 267). 

Ehe wir uns allgemein mit den unendlichen Reihen beschäftigen, schalten 
wir eine Bemerkung über unendliche Dezimalbrüche ein. Ein unend- 
licher Dezimalbruch 


Yı Ya Ys 
(4) ar e. D i ar 


Cn 
war uns bisher nur eine abgekürzte Bezeichnung für eine Zahl | ) , die 
Cn 


durch die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen 


omy tipi h... Da, =0+ 


10? 10r—1? n (n = I, 2, 3, .. 3} 


1 
107-1 


definiert ist (vgl. Seite 85). Auf Grund der neuen Definition kann der Aus- 
druck (4) nunmehr auch als unendliche Reihe mit den Partialsummen 


e,(n=1,2,3,...) aufgefaßt werden. Für jede Zahl « = re ist ime, =«e. 
En 
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Mithin läßt sich jeder unendliche Dezimalbruch auch als Summe 
der durch ihn gegebenen unendlichen Reihe ansehen. 

Wir wenden uns wieder zu den allgemeinen Reihen (1). Aus der Definition 
der Konvergenz (Seite 268) folgt, daß, wenn (1) eine konvergente Reihe ist 
und & eine beliebige positive Zahl bedeutet, man stets eine ganze positive 
Zahl %k derart finden kann, daß |s,+. — S| < e ist, wobei ø = 0, 1, 2, ... ist; 
es liegt also s,+0 für alle a = 0,1, 2, ... beständig zwischen S — s und 
S +e. Mithin ergibt sich: Für jede konvergente Reihe (1) läßt sich 
zu jeder beliebig vorgegebenen positiven Zahl sg eine ganze posi- 
tive Zahl k finden, so daß die Summe s, der k ersten Reihen- 
glieder den Wert der Reihe mit einem Fehler darstellt, der einen 
kleineren absoluten Betrag als e hat. 

Für die Konvergenz der Folge sı, Sə, ... ist notwendig und hin- 
reichend, daß sich zu jeder positiven Zahl s eine ganze positive Zahl l be- 
stimmen läßt, so daß für alle =>! die Ungleichung |s +0 — S| < e besteht 
(Ungleichung (4°) auf Seite 271). Ersetzt man in dieser Ungleichung die Partial- 
summen durch ihre Werte nach (2), so erhält man folgenden fundamentalen 

Satz I. Notwendig und hinreichend für die Konvergenz der 
unendlichen Reihe: 

(1) u + a agten 


ist, daß sich zu jedem positiven e eine ganze positive Zahl? 
finden läßt, so daß für alle } =? und alle c = 1, 2, 3, ... stets 


(5) |m +1 + a42 +... + atoj <e 
ist. 

Nach Satz III’ auf Seite 271 läßt sich die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Konvergenz einer Reihe auch in der folgenden, nur scheinbar 
weniger fordernden Fassung aussprechen: 

Satz I. Eine Reihe (1) ist dann und nur dann konvergent, 
wenn sich zu jedem positiven e eine ganze positive Zahl / finden 
läßt, so daß 
(5’) la+: F rpg toon t | <8 
ist für alle ow 1, 2, 8,... 

Wählt man in (5) o = 1, so ergibt sich als notwendige Bedingung dafür, 
daß die Reihe (1) konvergent ist, |a,+1|< e für alle ,=/!, d.h. zu jedem 
positiven e muß sich eine Zahl Z finden lassen, so daß |a,+, |, |aı+.|, ... sämt- 
lich kleiner als e sind, also lima,= 0. Wir behaupten: Für die Kon- 
vergenz einer Reihe ist lim a,= (0 eine notwendige, aber keine 
ausreichende Bedingung.! Um noch die letzte Aussage zu beweisen, be- 
trachten wir die harmonische Reihe, d.h. die Reihe 

1 1 


E E 
rt i i 


Für diese ist lim a„= lim L = 0, und trotzdem ist die Reihe divergent. Bildet 


man nämlich die dem Werte n = 2" entsprechende Partialsumme 


1 Dies war bereits JACOB BERNOULLI (1689) bekannt, Opera I, 394, Genf 1744, 
vgl. die deutsche Ausgabe von G. KOWALEWSKI in OSTWALDS Klassikern der exakten 
Wiss, Nr. 171, S. 19. 
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ERINNERN EN 
In aa a ar A Aa 


a a a A 
+ gm, ı tr mr too tm) 
und ersetzt in jeder Klammer jedes Glied durch das letzte, also das kleinste 
in der Klammer befindliche Glied, so wird: 


1 1 1 N | 1 1 1 1 
irrt) rt) let tee) 


oder s, >1+ Se da jede Klammer die Summe L liefert. Mit wachsendem m 


wird 1 + < beliebig groß; daher wächst s, über jeden noch so großen Be- 


trag. Die harmonische Reihe divergiert mithin nach + œ. 

Satz I. Eine unendliche Reihe bleibt konvergent. oder 
divergent, wenn man eine endliche Anzahl ihrer Glieder ab- 
ändert. 

Sollen in einer Reihe (1) aa + @s + a +... nur endlich viele Glieder 
abgeändert werden, so muß notwendig ein letztes a, abgeändert werden. Die 
Reihe mit den abgeänderten Gliedern möge lauten: 


(6) a ta +... +a/+ Upit Upto 


Bezeichnet man die Partialsummen von (6) mit sı’, Sọ, ... und setzt 
sí — s, = c, so wird 


S/+0 = Ss + Mii + Alo + Alg +...+ iyo 
= 4 +e + lyr Far Heee tH tyo = Siyo te (C= 1, 2,...) 


Konvergieren die Partialsummen s,, Sə ... von (1) nach S, so konvergieren die 
von (6) nach S +e. Konvergieren umgekehrt die Partialsummen s,’, 5, ... 
von (6) nach S’, so folgt aus 94 = Sío —e (F = 1, 2, ...), daß die Partial- 
summen $;, S2; ... nach S’— e konvergieren. 

Als Korollar zum Satz II ergibt sich: Läßt man in einer unend- 
lichen Reihe eine endliche Anzahl Glieder fort, so bleibt sie kon- 
vergent oder divergent. Man kann das Streichen von endlich vielen 
Gliedern der Reihe einfach als eine Abänderung von endlich vielen Gliedern 
von (1) in Null ansehen. 

Bildet man aus einer Reihe (1) die neue Reihe R,= a,4ı + Q, 42 H... 
so heißt diese ein Rest der Reihe (1) R, hängt von der Wahl des n 
ab. Da sich R, durch Streichen der ersten n Reihenglieder ergibt, so ist in 
dem Korollar zu Satz II im besonderen enthalten: Je nachdem irgend ein 
Rest einer Reihe konvergiert oder divergiert, ist die Reihe selbst 
konvergent oder divergent. 

Ist (1) eine konvergente Reihe mit der Summe S, so haben die aus (1) 
abgeleiteten Reihen R,, R,, Rs, -.. die Summen S- s,,8-3,,9- 5,. 


eas 


denn ihre Partialsummen sind um s,, S2, Sg; ... kleiner als diejenigen von (1). 
Aus 
(7) R,=8S-s, und S=lms, 


folgt lim R,= 0. Wir haben demnach 
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Satz III. Bei jeder konvergenten Reihe ist lim R,= 0. 

Von größter Wichtigkeit für die Theorie der unendlichen Reihen ist die 
folgende Definition: Eine Reihe (1) a + aa +a +... heißt absolut 
konvergent, wenn die aus den absoluten Beträgen der einzelnen 
Glieder gebildete Reihe 


(1) la| +l]as| +lasl+... 


konvergiert. Eine konvergente Reihe mit ausnahmslos positiven Gliedern 
ist nach der gegebenen Definition auch als absolut konvergent zu bezeichnen. 
Hingegen kann eine Reihe mit sowohl positiven als auch negativen Gliedern 
konvergieren, ohne deswegen absolut konvergent sein zu müssen (vgl. $ 9). 
Hingegen gilt 

Satz IV. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent. 

Ist & eine beliebige positive Zahl, so folgt, da die Reihe (1’) voraus- 
setzungsgemäß konvergieren soll, nach Satz I’ die Existenz einer Zahl l 
derart, daß 

[largi] + lagel +... +larol| < 8 


oder, was das Gleiche ist, 


(8) [agi] + lapal +... +|uto]< e 
für alle o =1, 2,... Nunist 
a4 + npo +... + apo] E |u| + luta] +... + ]aıro0l 


und also nach (8) 
LEA Fat... t Qı+o| <8. 


Die letzte Ungleichung besagt nach Satz I’, daß die Reihe (1) konvergiert. 
Bedeuten r und g beliebige reelle Zahlen (r und q # 0), so heißt die Reihe: 

(9) r+rga+rgQ+... 

eine unendliche geometrische Reihe oder einfach eine geometrische 


Reihe mit dem Anfangsgliede r und dem Quotienten g. Ihre Partial- 


summen 
ser+trgatrgd+t...+r'n=1,2,.:.) 


bezeichnet man als endliche oder abbrechende geometrische Reihen. 


Es ist 
s,=r+rga+rr+...+roe7, 


s..gq= ra+rQ+... +rgi+rg®", 


also, wie durch Subtraktion folgt, 
a Dear-rgf 
oder unter der Voraussetzung q Æ 1 (für q = 1 ist s, = nr) 


(10) t N e eg San E A 

Ist |9| > 1, so kann man zu jeder beliebigen positiven Zahl @ eine ganze 
- (Hilfssatz III auf Seite 193), also 
Iaft°.|r|>@ ist (r=0,1, 2, ...). Bei einer unendlichen geometrischen 
Reihe mit |q|> 1 ist mithin die für die Konvergenz einer unendlichen Reihe 
notwendige Bedingung lim (rg) = 0 nicht erfüllt. Auch für g=+1 bzw. 


positive Zahl Æ so finden, daß |q'*” > 
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q =— 1 trifft diese nicht zu, wie die sich ergebenden Reihen r+r+r+... 
bzw.r-r+r—r+... zeigen; von diesen divergiert die erste nach + œ 
bzw. — œ, je nachdem r positiv oder negativ ist, während die zweite infolge 
ihrer abwechselnden Partialsummen r und 0 eine oszillierende Reihe ist. 

1 
lal 
man kann nach Hilfssatz III auf Seite 193 zu jeder beliebig vorgegebenen 
positiven Zahl s eine ganze positive Zahl k so finden, daß 


Anders liegen die Verhältnisse für |q|< 1. Alsdann ist >1, und 


1 \k+o 1 Ir] e 
iý er 
dabei ist k nur größer zu wählen, als die nächste oberhalb 
u RE N 
su o elel =en Wie 
war  ..e(1- N —|g]) 
lal 
gelegene ganze positive Zahl. Aus (11) folgt 
Ir’-Jaf*° 
(12) ei, <8. 


Aus (10) und (12) ergibt sich, daß, wenn k nach der obigen Angabe ge- 
wählt ist, 


(13) 


Set+o— <e für alle o = 0, 1, 2,... 


Die Ungleichung (13) besagt, daß für |q] < 1 die geometrische Reihe nach 


I a - konvergiert; dabei enthält der gegebene Beweis zugleich eine Bestimmung 


von %k bei vorgegebenem e. Sonst hätte man sich einfach darauf berufen 


rg" 0 


können, daß für |g|< 1 stets lim g"= 0, also . lim q” = lim Top = 


und folglich nach (10) lim s,= TE wird. Wenn die geometrische Reihe 


für irgend ein Wertepaar r, q konvergiert, so tut sie es auch für |r] und |q]. 
Hieraus folgt, daß die geometrische Reihe, wenn sie konvergiert, absolut 
konvergent ist. Wir haben daher 

Satz V. Die geometrische Reihe r +rqg+rg+..., bei derr 
und q irgend welche zu Null ungleiche Zahlen bedeuten, kon- 
vergiert dann und nur dann, wenn |g|< 1 ist. Alsdann ist sie stets 


absolut konvergent. Ihre Summe ist ; a ei 


1 1 — q ist wegen |g| < 1 positiv. 
2 Die erste unendliche Reihe hat Archimedes addiert; es war die sich für 


1 
nz Te 1 ergebende geometrische Reihe, auf die er bei der Quadratur der 


Parabel kam. Archimedis Opera, ed. Heiberg, vol. II, p. 346ff., Satz XXIII und 
XXIV, Leipzig 1881. Die allgemeine Formel des Textes für die Summation einer 
geometrischen Reihe hat erst VIETA (1593) in Variorum de rebus math. responsorum, 
liber VIII, Cap. XVII. Die eingehende Beschäftigung mit unendlichen Reihen datiert 
seit der Entdeckung der logarithmischen Reihe durch NICOLAUS MERCATOR in seiner 
Logarithmotechnia (1668). 
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Satz VI. Konvergiert die Reihe 
Q, t AQ +r%+... 


nach S, so behält sie ihre Summe, wenn man die Reihenglieder 
gruppenweise zusammenfaßt, ohne dabei ihre Reihenfolge zu 
ändern; es ist also auch 


S = (a, + dg +... t ar) (arti tanp Heet ar) Elnyert 
Die Partialsummen der neuen Reihe 
(a + a, +... tar) + (arnpi Harya toee Parn) tly t ooe ta)+... 


lauten Sr, Sro, Sry -.. und haben wegen lim s,= S ebenfalls die Grenze S. 
Dem Satz VI fügen wir die wichtige Bemerkung bei: Hat man 
eine konvergente Reihe, so darf man nach Satz VI etwaige 
Klammern zwar zufügen, aber nicht beliebig entfernen, z. B. ist 
die Reihe 
@-1)+(1-1)+(1-1)+... 


konvergent und hat die Summe 0, da alle ihre Partialsummen die Summe 0 
besitzen; hingegen konvergiert, wie bereits oben gezeigt, die Reihe 
1-1+1-1+1-1+... nicht. 

Während man nach der gemachten Bemerkung zwar im allgemeinen 
Klammern nicht weglasen darf, gilt trotzdem folgender Hilfssatz, den wir 
auch noch später verwenden: 

Hat man irgend eine konvergente Reihe, so kann man bei ihr 
Klammern, die nur Glieder desselben Vorzeichens enthalten, fort- 
lassen, ohne hierdurch die Summe der Reihe zu verändern. 

Seien sj,83,... die Partialsummen der ursprünglichen Reihe mit Klammern, 
so werden bei Auflösen der Klammern zwischen zwei Partialsummen s, und 3,4, 
neue eingeschoben; die Werte dieser liegen, da ja nur Klammern mit aus- 
nahmslos positiven oder ausnahmslos negativen Gliedern aufgelöst werden, 
zwischen s, und s„+,. Konvergieren nun die Partialsummen s,, s,, ... der 
ursprünglichen Reihe nach C, d.h. liegen, wenn e eine beliebig vorgegebene 
positive Zahl ist, mit einem gewissen s, beginnend, alle s,+o (€ = 0, 1, 2, ...) 
zwischen C — ge und Ü + g, so trifft dies auch für alle auf s, folgenden Partial- 
summen der Reihe mit aufgelösten Klammern zu, so daß auch die Reihe mit 
aufgelösten Klammern die Summe C hat. 


Satz VII (Addition zweier Reihen. Sind q +a, +... und 


bi +b: +... zwei konvergente Reihen mit den Summen S und 7T, 
so ist auch 
(14) a, + bi + ag + b + ag tb +... 


eine konvergente Reihe, und zwar hat sie die Summe S + T. 

Seien , =, +a +... +a, und =b, +b}+... +b, die Partial- 
summen der gegebenen Reihen, so hat die Reihe (14) die (2»)'* Partialsumme 
s,+t. Da S+ T= lim s, + lim £,= lim (s, + £,), so konvergieren die (2n)! 
Partialsummen nach S + T. Die (2n — 1)‘ Partialsummen von (14) haben 
den Wert s,+1,— b,; da lim b,= 0, so konvergieren die (2m — 1) Partial- 
summen von (14) ebenfalls nach S + T. Mithin ist die Summe von (14) 
gleich S + T. 
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Satz VII. Eine konvergente Reihe wird mit einer Zahl e 
multipliziert, indem man jedes ihrer Glieder mit e multipliziert. 


Die Reihe ca, + Ca, + Caz +... hat nämlich offenbar c mal so große 

Partialsummen als die Reihe 
Q ta tagt. 

Aus Satz VII und VIII folgt, wenn man e=-— 1 wählt, 

Satz IX (Subtraktion zweier Reihen) Sind a +a,+... und 
bi +b +... zwei konvergente Reihen mit den Summen S und T, 
so ist auch 

a, — b, + Q — ba + Qg — bg ... 

eine konvergente Reihe, und zwar hat sie die Summe S — T. 

Satz X (Multiplikation zweier Reihen). 


(15,) au tra+t... 
sei eine absolut konvergente Reihe, 
(15,) bi +b +... 


sei eine konvergente Reihe!; die erste Reihe habe die Summe S, 
die zweite die Summe 7. Bildet man 


(16) W= h4 bn t a, bni AOE + a, bi; 
so ist die Reihe s 
(15) Ww, + w twt... 


konvergent und hat die Summe S«+T. 
Wir betrachten die Partialsummen der Reihe (15,) 
am i w, + Ww H... H wW,= Qb, + abit abi +.. +H Abn H Abaı +... + a,b 
= d (bi + ba +o.. tb.) talb Hdt ouo tban) tooo Fab. 
Führt man die Reste 
(18) Kebitdur... eea 
der Reihe T = b, + b +... ein, so ergibt sich aus (17), da 


R= T— (bi +b, +... +b) 
wird: 
(19) ” Fwt... tw (T R+ aT- Ra) t.. tal R) 


= (ù +%+t...+a)T-%,, 


wobei 
(20) Lcw B F d Rato Ta: 
Aus (20) folgt: 
(21) ı,|=|a|-|R,| T lale | Ril TE Coes T LAGER 


Infolge der Konvergenz der Reihe b, +5, + ... gilt für ihre Reste lim R, = 0. 
Mithin kann man eine positive Zahl C bestimmen, so daß 


(22) EEC für ale n = 1; 28n 


1 Für die Reihe (15,) wird nur Konvergenz, nicht absolute Konvergenz voraus- 
gesetzt. 
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Nach Voraussetzung soll die Reihe a, + a +... absolut konvergieren, 
d.h, auch die Reihe 


(28) la| + la| + lalt... 
ist konvergent; die letzte Reihe habe die Summe A. Infolge der Konvergenz 
der Reihe (23) kann man, wenn s eine beliebige positive Zahl bedeutet, nach 


Satz I’ stets eine ganze positive Zahl k, finden, daß für alle c = 1, 2, 3,... 
die Ungleichung 


& i 
[lanl + lar +2] +...+ Jar +0] < IrG 
stattfindet oder, was dasselbe ist, 
8 
(24) ar. +ıl + jan +s| t.o + lanto] < TFE 


Wegen lim R, = 0 läßt sich eine ganze positive Zahl k, finden, so daß 


(25) (Begol < 4 EN für alle o = 1, 2, .. 


Wir wählen in (21) n = k + t, wobei k = k, + k, und r die Werte 1,2,3,... 
durchläuft; alsdann wird 
rl Sla || Ri tetel + al Banana + + lan li Retsil 
+ langile Ritel +o + lan Hel Ril- 
Nach (25) sind die Größen Fe a OPE S (Ritun kleiner als 


S Daher wird 


2+0 


8 8 8 
lirt] < Kl as] + |a]. PENG +... + |a] "TER 
+ [an pil | Rutel + ++ + lan 44a le l Rl. 


Hieraus ergibt sich infolge der Ungleichungen (22): 


8 

Hi, Igla! + LA +... +4 Jar |} + larl C + larel C ee 
+ [antel C. 

Da die Reihe A = |a| + |a| +... nur positive Glieder hat, ist 


LA + las) + eier la; | < 4, 
und man erhält 


& 
[tel < gg 4 + Ollans] + lantal t oo + lanter 


Nach (24) ist der Faktor von Ọ kleiner als T = g` Mithin wird 
ars < I g’4r0: A Re 
oder 
Mar <a. für Tui 
d.h. Hm = 0. i EN“ 
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Setzt man s,=qa, + aa +... + a,, soist, da die Reihe (15,) a +a +. 
die Summe S hat, lim s,= S u folglich 


S. T = (lim s,)-T=lim(s,-T)=lim(a, +%+...+4)T. 
Beachtet man, daß nach (19) 
vv +rw+r...+%=- (a, +@%+...+4)T- 
und ferner lim ),= 0 war, so folgt, daß die ER EST wu + Ww +... + W, 
nach der Grenze S- T konvergieren. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Der Leser beweise: Sind (15,) und (15,) beide absolut konvergente 
Reihen, so trifft dies auch für die Reihe (15,) und ebenso für die 
dureh Addition gewonnene Reihe (14) zu. 

Läßt man die Voraussetzung fallen, daß wenigstens eine der 
zwei konvergenten Reihen (15,) und (15,), die in Satz X vorkommen, 
absolut konvergent ist, so braucht die Reihe (15,) überhaupt nicht 
mehr zu konvergieren; alsdann stellt (15,) gewiß nicht das Pro- 
dukt der zwei Reihen (15,) und (15,) dar. Als Beispiel hierfür wählt 
Cavcny! in (15,) und (15,) die gleiche Reihe 


1 
N ea 
v2? v3 Va 
die nach dem Leısnizschen Satze (vgl. S. 321) konvergiert. Als (15,) ergibt 
sich dann eine Reihe, bei der das allgemeine Glied w, den absoluten Betrag 


1 1 1 


(26) LAD 


1 

+ ———+...+— 
Vn m. "Von Vn 
hat. Nun ist Vk(n — k +1) = + (n + 1)* — das geometrische Mittel ist nicht 
größer als das arithmetische (vgl. Seite 241) — und daher jedes Glied auf der 


rechten Seite von (26) mindestens gleich er » Da auf der rechten Seite von 


2 Fer U r 
(26) n Summanden stehen, ist |w, | = 2 s 7 oder |w,|>1. Mithin ist lim w, 


nicht gleich 0, und die Reihe w, + w, +... konvergiert nach Seite 298 nicht. 


§ 8. 
Unendliche Reihen mit positiven Gliedern und Potenzreihen. 


Satz I. Eine Reihe p, +9, +... mit nur positiven Gliedern 
ist entweder konvergent oder sie divergiert nach + œ. (Sie kann 
also nie oszillieren.) 

1 CAUCHY, Analyse algébrique, Paris 1821, Cap. VI, § 3 = Oeuvres (2) 3, p. 134, 
Paris 1897. CatvcHY hat den Multiplikationssatz unter der Voraussetzung, daß die 
zwei zu multiplizierenden Reihen absolut konvergieren; die Erweiterung des Textes 
stammt von MERTENS, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 79, 182 (1875). Der obige 
Beweis im Prinzip nach JENSEN, Nouv. Corr. math. 5 (1879), 430. Man kann auch 
beweisen, daß, wenn alle drei Reihen (15,), (15,) und (15,) konvergieren, die letztere 
stets die Summe S. T hat. (ABEL, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 1, 317 (1826), 
deutsche Ausgabe von WANGERIN in OSTWALDs Klassikern der exakten Wiss. 
Nr. 71, 8. 9.) 

* Das Gleichheitszeichen gilt nur für den Fall k = n — k +4 1. 


LoEwY, Algebra. 20 
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Da alle Reihenglieder p, nach Voraussetzung positiv sind, folgt aus der 
Gleichung ,=s,_, t P, (n=2,3,...), daß s,>s,_, ist. Entweder läßt 
sich nun eine Zahl M finden, so daß alle Partialsummen s, der Reihe kleiner 
als M sind oder es gibt keine solche Zahl M. Im ersten Fall existiert nach 
Satz IV auf Seite 274 eine Zahl S, so daß lim s,= S, d.h. die Reihe kon- 
vergiert nach S. Im zweiten Fall wachsen die Partialsummen über jeden 
noch so großen Betrag hinaus, so daß lim s, = + œ. 


Satz II. Ist 
(1) MH trPpı rt. »« 
eine Reihe mit nur positiven Gliedern, 
(2) IA + P, + ... 


eine konvergente Reihe von der Art, daß 
(8) rer, (n = 1, 2, eo.) 


ist, so ist auch die Reihe (1) konvergent. Die Reihe (2) heißt eine 
Majorante von (1). 

Infolge der Ungleichungen (3) hat die Reihe (2) größere Partialsummen 
als (1) Da die Reihe (2) konvergiert, wachsen ihre Partialsummen nicht über 
jeden noch so großen Betrag; folglich gilt für die Partialsummen von (1) das 
Gleiche. Mithin kann die Reihe (1) nicht nach + œ divergieren und ist nach 
Satz I konvergent. 

Aus Satz II folgt unmittelbar 

Satz III. Ist p, +p: +... eine divergente Reihe mit posi- 
tiven Gliedern und P, +P, +... eine Reihe von der Art, daß 
P,=2p,n=1,2,...), so ist auch die Reihe P, + P, +... divergent. 

Wäre nämlich die Reihe P, + P, +... konvergent, so müßte nach 
Satz II auch Gleiches für p, + pə +... zutreffen; dies würde aber der Voraus- 
setzung widersprechen. 

Als Beispiel zu den Sätzen II und III betrachten wir die Reihe: 


(4) 

wobei A irgend eine reelle Zahl bedeutet. Für A=1 ist die Reihe als die 

harmonische Reihe (vgl. Seite 298) divergent. Ist A< 1, so ist n< n= 8,- .) 

und daher = < i Mithin sind für å < 1 die Glieder der Reihe (4) vom 
n 


zweiten an größer als die der harmonischen Reihe; daher divergiert die 
Reihe (4) nach Satz III auch für alle Zahlen  < 1. 


Ist A > 1, so betrachen wir statt der Reihe (4) folgende aus ihr durch 
Zusammenfassen der Reihenglieder entstehende Reihe (4°) 


1 1 1 1 1 1 1 
mA e Zr H err i 


(4') 
+ ar PR EN N a + 
Br; ro 154 
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Ersetzt man in jeder Klammer jedes Glied durch das erste Klammerglied, so 
vergrößert man die Reihenglieder und erhält die Reihe: 


Fr 1 1 1 1 1 1 $ 1 1 
(4”) Ei aed a var er arg 
oder 


aa a m a 


Für4>1 ist 


a kleiner als 1 und daher die Reihe (4°) als geo- 


a ; : 1 : : 
metrische Reihe mit dem Quotienten ET konvergent. Da (4”) eine Majorante 


von (4’) ist, so ist die Reihe (4’) für 4 > 1 nach Satz II konvergent. Da man 
in der Reihe (4) nach dem Hilfssatz auf Seite 302 die Klammern fortlassen 
darf, ist die Reihe (4) konvergent, wenn A > 1 ist. 

Satz IV. Ist (1) p #Pp%2 +... eine Reihe mit nur positiven 
Gliedern und bildet man die Folge positiver Zahlen 


Bu 3 n— 
(5) Pi» VPa» Dis en Wh Fun 


so ist die Reihe (1) konvergent, wenn es einen echten Bruch L 
gibt, so daß die Zahlen der Folge (5) von einer bestimmten Stelle 
an stets kleiner als L sind, also 


k+o 
(6) VPr+o < L (0 = 1, 2, ...). 


.Sind in der Folge (5) unendlich viele Zahlen = 1, so ist die Reihe (1) 
divergent. 


Zum Beweise des ersten Teiles des Satzes IV betrachten wir die sich 
aus (6) ergebenden Ungleichungen 
(1) o E Ea aE n A 


Da 0 < L < 1, konvergiert die geometrische Reihe 


k+1 
EEr TEFA 8 f 
(8) L +L N A 


Infolge der Ungleichungen (7) ist (8) eine Majorante von 
(9) Prti F Pryt.. 


Mithin konvergiert nach Satz II die Reihe (9) und daher auch die Reihe (1), 
von der (9) ein Rest ist. Hiermit ist der erste Teil des Satzes IV bewiesen. 
Sind hingegen unendlich viele Zahlen der Folge (5)= 1, so gibt es auch in 


n 
der Folge p,(n = 1, 2, ...), deren Zahlen die nt" Potenzen von Vp, sind, 
unendlich viele Zahlen, die = 1 sind; mithin ist nicht lim p,= 0, und die 
Reihe (1) muß divergieren. 
Unter Verwendung des limes superior kann man Satz IV auch folgender- 
maßen fassen: 
20* 
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Satz IV’. Ist (1) p +p+... eine Reihe mit nur positiven 
Gliedern und bildet man den limes superior der Folge positiver 
Zahlen 

n 


au i- VOS ur 
5) Pı; Vps, VPs, s. Vor, e. 


PEF F 
so ist die Reihe (1) konvergent, wenn lim Yp,< 1, dagegen diver- 
aa A EAT 
gent, wenn lim Yp, >1 ist. Istlim Yp,= 1, so kann die Reihe (1) ent- 


Aan n 
weder konvergieren oder divergieren; sie divergiert für lim Yp,=1 
sicher, wenn unendlich viele Zahlen der Reihe (1)= 1 sind. 

Zur Herleitung von Satz IV’ betrachten wir zunächst den Fall 


n n 
lim Yp,<1. Wir setzen lim Yp,=J, wobei 0 SJ < 1 ist. Alsdann kann man 
eine positive Zahl L wählen, so daß J< L < 1 (Satz I, Seite 148). Da J die 
größte Häufungsstelle der Folge (5) ist, kann höchstens eine endliche Anzahl von 
Zahlen der Folge (5) größer oder gleich L sein (Satz III, Aussage (1) für e = L — J, 


AEA k+o 
Seite 262). Sei p, die letzte dieser Zahlen, so ist Yp,+,< Lw=1,2,...) 
Mithin ist, da Z ein echter Bruch ist, die Reihe (1) nach Satz IV konvergent. 


n 

Ist lim Vp,= J, wobei J > 1, so betrachte man irgend eine Zahl L, die 
der Ungleichung J > L > 1 genügt. Jede solche Zahl L wird von unendlich 
vielen Zahlen der Folge (5) überschritten; denn sonst wäre J überhaupt nicht 
Häufungsstelle von (5). (Satz III, Aussage (2) für e = J — L, Seite 262, wenn 
J eine Zahl ist bzw. Definition II (Seite 261), wenn + œ für J tritt.) Da 
in der Folge (5) unendlich viele Zahlen > 1 sind, ist die Reihe (1) nach Satz IV 
divergent.! 


n 
Nach Satz IV kann für lim Yp,= 1 ein Zweifel über den Reihen- 
charakter nur dann bestehen, wenn die Folge (5) bloß eine end- 
liche Anzahl von Zahlen besitzt, die = 1 sind.? Daß in diesem Fall 
die Reihe (1) sowohl konvergieren als auch divergieren kann, zeigen die zwei 
Reihen 1 + +3 +... (divergent) und 1 He rar +... (A>1, kon- 
vergent); für sie ist 


| Ei n a j 1 A a n/i 4 
Ym)/ -£ =1 und lim V- = lim li 2 = (tim y= (vgl. Satz V, 8.290) =1, 


n 
da lim Vn = 1 (vgl. Seite 277). 


1 Wir vermerken noch, um uns später darauf zu berufen, daß, wie beim Be- 
weise von Satz IV gezeigt wurde, in diesem Fall nicht einmal lim p, = 0 ist. 

? Ist nur eine endliche Anzahl von Zahlen der Folge (5) =1, so sind von 
einer gewissen Stelle g an alle Zahlen von (5) kleiner als 1; es ist also 


gto 
W) Vrr+o<ile=1,2,...). 


Wir können demnach sagen, daß das Kriterium des Satzes IV uns bei einer Reihe 
mit positiven Gliedern nur dann im Stiche läßt, wenn die Ungleichungen (*) bestehen, 
ohne daß es möglich ist, einen bestimmten echten Bruch Z zu finden, so daß von 
einer gewissen Stelle k = g an die Ungleichungen (6) auf Seite 307 bestehen. 


` 
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Die in Satz IV und IV’ abgeleiteten Konvergenzkriterien, die von 
Caucar! stammen, bezeichnet man als Konvergenzkriterien erster Art. 
Hierunter versteht man solche, bei denen der aus den Reihengliedern ge- 
bildete Ausdruck nur das allgemeine Glied p, enthält. Kriterien zweiter 
Art nennt man solche, die in den aus den Reihengliedern zu bildenden Aus- 


drücken das Verhältnis ?r+! zweier aufeinander folgender Glieder enthalten. 


n 
Wir leiten nunmehr ein Konvergenzkriterium zweiter Art ab, das wir zu- 
nächst so formulieren: 


Satz V. Ist (1) p +p +... eine Reihe mit nur positiven 
Gliedern und bildet man die Folge 


(10) ‚Par, Ps | PN? Pati, 
Pı Pa Pan 


so ist die Reihe (1) konvergent, wenn es einen echten Bruch L 
gibt, so daß die Zahlen der Folge (10) von einer iar SA Stelle 
an stets kleiner als L sind, also 


(11) Een E Diaa Taa 
Pr+o—ı 
Sind die Zahlen der Folge (10) von einer bestimmten Stelle an 


ausnahmslos gleich oder größer als 1, d. h. gibt es eine ganze 
positive Zahl k von der Art, daß 


(12) en RN TE DER 
Pr+0—ı 


so ist die Reihe (1) divergent.? 
Zum Beweise des ersten Teiles des Satzes V multiplizieren wir die 
ersten g der Ungleichungen (11), also 


Bm on, = © E ee 
Pr Pı+i Pr+o—ı 
miteinander und erhalten Ir < L° oder 
k 
(11) Pıto < PaL’ (o=1,2,...). 
Infolge der Ungleichungen (11) ist die geometrische Reihe 
(13) brb hp L pp LE t 
eine Majorante von 


(14) Pr+ı F Prto Prts tee 


1 CAUCHY, Analyse algébrique, Cap. VI, § 2 = Oeuvres (2) 3, p. 121. 

2 Für die Divergenz genügt es nicht, wie bei Satz IV vorauszusetzen, daß un- 
endlich viele Zahlen der Folge (10)> 1 sind; alsdann kann nämlich die Reihe (1) 
noch konvergieren. Dies zeigt die als Summe zweier geometrischer Reihen konvergente 
Reihe qg +y + HU? + +n°+..., fürrde0O<g<1,0<g,<iundg>gq 
sein soll. Bei ihr sind die nach (10) zu bildenden Quotienten abwechselnd > 1 und 
`< 1, also trotz der Konvergenz sind unendlich viele Zahlen der Folge (10) > 1. 


www.rcin.org.pl 


310 Grundlagen der Arithmetik. 


Da (13) als geometrische Reihe wegen 0 < L < 1 konvergiert, ist auch 
die Reihe (14) nach Satz II konvergent, und daher auch die Reihe (1), von der 
(14) ein Rest ist. 

Ist hingegen 


(12) Jll 2 8...) 
kro— 


so folgt durch Multiplikation der o ersten Ungleichungen 


Pr+o 
Pr 


Mithin hat die Reihe (14) Pp+ı + P+ +... mindestens ebenso große Glieder 
wie die Reihe p, + p, + ?,...; da letztere Reihe divergiert, so findet gleiches 
für die Reihe (14) und daher auch für (1) statt. 

Unter gleichzeitiger Verwendung des limes superior und des limes inferior 
kann man den Satz V auch folgendermaßen fassen: 

Satz V. Ist (1) m #22 +... eine Reihe mit nur positiven 
Gliedern und bildet man die Folge: 


b] A] De rii | ...; 


(10) 2, Ps Pr+1 
Pı Pa Pn 


Pn+1 


so ist die Reihe (1) konvergent, wenn lim < 1, dagegen diver- 


gent, wenn lim rH > 1 ist. 


Zur Herleitung des Satzes V’ betrachten wir zuerst den Fall lim 2 S <1. 


T Panti 


Wir setzen lim == = J, wobei 0 SJ < 1 ist. Alsdann kann man nach Satz I 


auf Seite 148 eine Zahl L so bestimmen, dB J< L < 1 ist. Da J die größte 
Häufungsstelle von (10) ist, kann nur eine endliche Anzahl von Zahlen der 
Folge (10) größer oder gleich L sein (Satz III, Aussage (1) für e = L—J auf 


Seite 262). Sei Er *_ die letzte dieser Zahlen, so sind Fett, an, +73, ,,. kleiner 
k a 
als L. Da L<1, so ist die Reihe (1) nach Satz V konvergent. 


Ist lim +1 Pati „1, so setzen wir lim Pa+1 _ i, wobei ©>1. Nach Satz I 


auf Seite 148 kann man eine Zahl l Saien, daß @>2>1 ist. Då © die 
kleinste Häufungsstelle von (10) ist, kann nur eine endliche Anzahl von Zahlen 
der Folge (10) kleiner oder gleich Z sein (Satz III’, Aussage (1) auf Seite 263 
für e = ŭ — l, wenn ĉ eine Zahl ist bzw. Seite 261 unten, wenn + œ für © als 


kleinste Häufungsstelle tritt). Sei 


die letzte dieser Zahlen, so ist 


21 
Pr+1 KT, Pr+e S 
Pr Prk+ı 


wobei l > 1 ist. Mithin divergiert die Reihe (1) nach Satz V. 
Das Konvergenzkriterium des Satzes V’ läßt uns im Stich, 


y ... 


wenn gleichzeitig lim} =1 und lim} <1 ist. Über das Ver- 


n n 
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hältnis der in den Sätzen IV’ und V’ gegebenen Kriterien zueinander ist zu 
bemerken: Jedesmal, wenn das Kriterium des Satzes V’ über die 
Konvergenz oder Divergenz einer Reihe (1) entscheidet, tut dies 
auch das Kriterium des Satzes IV’, so daß letzteres das weiter- 
gehende ist. 

Für eine Folge p,, pə, ... von nur positiven Zahlen ist nämlich nach 
Satz IV auf Seite 264 


lim netz > lim = lim Vp, = lim ®t. 


Ist also eine Reihe (1) aus dem Grunde konvergent, weil für sie lim +? Pati <1 
ist, so ist für sie lim Fos < 1, d. h. es ist für sie auch das Konvergenzkriterium 
des Satzes IV’ erfüllt. Ist hingegen eine Reihe (1) aus dem Grunde divergent, 
Pn+i 


Er 
da für sie lim >1 ist, so ist für sie auch lim Yp,> 1, d. h. es ist das 


in Satz IV’ angegebene Divergenzkriterium erfüllt. 

Um noch zu zeigen, daß das Kriterium des Satzes IV’ unter Umständen 
über den Reihencharakter entscheidet, während das des Satzes V’ versagt, be- 
trachten wir die Reihe 


dth tPA AEAU H.. (01; 0< gq <1). 


ne 
Für sie ist lim Yp, =q oder q,, je nachdem g oder q, die größere Zahl ist. 
Die Reihe ist also nach Satz IV’ konvergent. Da Pati entweder den Wert 


m m 
(£) - q, oder (£ « q hat, so ist, wie sich aus dem Hilfssatz III auf Seite 198 
1 


n 


lim 


Pa+1 = +0, lim Pr+1 0, 
Pn a 3 
Das Kriterium des Satzes V’ liefert also keine Entscheidung. 
Wir bemerken noch, daß für die Anwendungen das Kriterium des 
Satzes V’ oft bequemer als das des Satzes IV’ ist. 
Existiert für die Folge (10) eine Grenze — dies ist natürlich etwas Be- 


sonderes, kommt aber in den Anwendungen häufig vor —, ist also 
Hm aiT L fim Yon Ea 
PD, Pan ni 


so nimmt das Kriterium des Satzes V’ die Form an: Bildet man für die 
Reihe (1) p, + Pa +... mit ausnahmslos positiven Gliedern die Folge 


(10) EAS DREE = U T VERAN 
Pı Pa Pn 


und existiert für diese lim feti, so ist die Reihe (1) konvergent, 


wenn lim + <1, hingegen divergent, wenn lim" > 1., Ebenso 


n n 
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ergibt sich aus Satz IV’, wenn für die Folge p,, Vpə, er ... der Grenz- 
wert lim VB, existiert, daß die Reihe (1) konvergiert für lim Va <1 und 
divergiert für lim Vp, > 1. Erinnert sei noch, daß aus der Existenz von 
lim 2+1 die Existenz von lim TEN folgt, eine Aussage, die jedoch nicht um- 


Pn 
kehrbar ist (Seite 277). 

Wir wollen den Satz IV’ auf eine sehr wichtige Gattung von Reihen 
anwenden, nämlich auf die Reihen der Form: 
(15) vr +rg +2 +...+a,0” +... 


wobei a,, a1, Ay, ... beliebige, fest gegebene reelle Zahlen bedeuten und x 
irgend eine reelle Zahl sei. Solche Reihen heißen Potenzreihen von x. 
Wir fragen nach den Werten von v, für welche die Reihe (15) bei gegebenen, 
konstanten Werten as, Qi; @y, ... konvergiert. Soll (15) konvergieren, so muß 
das Gleiche auch für die Reihe 
(16) Erg ati +... 
stattfinden. Anstatt der Reihe (16) betrachten wir die Reihe der absoluten 
Beträge: 
(16°) lalejæ] + la| [zP + lasle +... 

Nach Satz IV’ divergiert die Reihe (16), die nur positive Glieder 
hat, wenn 


an | EN, EEE 
(17) lim |a| |æ” = lim|x|- Vla,|> 1 


ist. In diesem Fall konvergiert (vgl. die Anmerkung auf Seite 308) die Folge 
|zP-la,|(n = 1, 2, 3, ....) nieht nach Null und mithin auch nicht die Folge 
a,’ x" (n = 1, 2,...) Da die Reihenglieder nicht nach Null konvergieren, 
ist die Reihe (16) und demnach auch (15) divergent, wenn die Ungleichung (17) 
stattfindet. 

Wir betrachten die Häufungsstellen der Folge 


3 n 
(18) lal, Vias), Va], ..3 Vial, ..j 


aus ihnen ergeben sich die Häufungsstellen der Folge 


en nl 
æl, Vial-|el, Malie, ---, Va,|-|e|, 
durch Multiplikation mit |x|. Ist demnach H die größte Häufungsstelle von 
AI 
(18), also H = lim Yja,|, so ist, wenn H eine Zahl ist, H.|x| die größte 


een ae 
Häufungsstelle von (18), also lim |x|. ja,| = |z|- H. 
Ist H= + œ, was als erster Fall untersucht werden soll, so hat auch 
die Folge (18°) für jeden reellen Wert des ~ außer & = 0 das Symbol + œ 


(18° LAR 


n 
zur größten Häufungsstelle, also lim |x|- Ja | = +œ. Mithin ist die Unglei- 
chung (17) erfüllt. Ist also H = +w,'so divergiert die Reihe (15) für alle 
x # 0; für v = 0 wird die Reihe (15) gleich a,. Ist zweitens H gleich einer 
zu 0 ungleichen Zahl, so ist die Ungleichung (17) erfüllt für alle Werte 
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des x, die der Bedingung |x| > 7 genügen, d. h. im Falle, daß H eine zu 0 


ungleiche Zahl ist, divergiert die Reihe (17) für alle |®| > F Ist schließlich 


drittens H = 0, so wird die Ungleichung (17) von keiner Zahl & erfüllt. 
Nach Satz IV’ konvergiert die Reihe (16), wenn 


am) im Va, let = im |2|- Van] = je} H< 1 


ist. Da (16) die aus den absoluten Beträgen der Glieder von (16) gebildete 
Reihe ist, so sind, wenn (16’) konvergiert, (16) und daher auch (15) absolut 
konvergente Reihen. Bei der Untersuchung der Konvergenz sind nun für H 
wieder drei Fälle zu betrachten. Ist erstens H = + œ, so kann die Reihe (15), 
wie wir bereits sahen, nur für x = 0 konvergieren. Ist zweitens H gleich 
einer zu 0 ungleichen Zahl, so wird die Ungleichung (17) erfüllt, d. h. die 
Reihe (15) konvergiert, wenn man für x alle Werte nimmt, für die |x| < - 
ist. Ist drittens H = 0, so ist die Ungleichung (17) für alle reellen Zahlen & 
erfüllt, d. h. die Reihe (15) konvergiert für jeden Wert von v. 

Wir erhalten daher folgenden von Caucar! stammenden 

Satz VI. Ist 
(15) Fast, a E a 


eine Potenzreihe von & und bedeutet H die größte Häufungs- 
stelle der Folge 


Ee. n 
(18) lal, Vial, Mai, --» Vals .--, 


RE 
also lim Vja,|= H, so ist die Reihe (18) für jeden reellen Wert des x 
absolut konvergent, wenn H=0 ist.” Sie ist für jeden reellen Wert 
desw, ausgenommen g = 0, divergent, wenn H= +œ ist. Ist Heine 
zu 0 ungleiche Zahl, so ist die Reihe (15) absolut konvergent für 
F 1 Mr 
alle reellen Werte des x, die der Ungleichung [e| < z genügen; 


hingegen divergiert die Reihe (15) für alle |s| > F Für die zwei 
Werte v= 4 H bleibt die Konvergenz oder Divergenz un- 
entschieden. Im ersten Fall (H = 0) sagt man, die Reihe habe 
einen unendlich großen Konvergenzradius oder sei beständig 
konvergent, im zweiten Fall (H= + œ) sie habe den Konvergenz- 
radius 0, im dritten Fall (H eine zu 0 ungleiche Zahl) sie habe den 
h 1 
Konvergenzradius =- 


H 


1 CaucHY, Analyse algébrique, Cap. VI, § 4 = Oeuvres (2) 3, p. 136. 
2 Ist H = 0, so konvergiert die Folge (18) übrigens nach 0; es ist also alsdann 


n 
lim Ve,| = 0. Denn der limes inferior von (18) kann wegen der positiven Glieder 
von (18) nicht negativ sein, und für jede Menge Ẹ ist im T=lim Y. Ist nun 
n 


— n_—— 
H = lim [a| = 0, so ist auch lim Yja,| = 0,d.h. (Satz I auf Seite 269) es existiert 


lim VER =(. 
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Zur Bestimmung von H ist folgende Bemerkung oft sehr nützlich: Hat 
bei der Potenzreihe: 


(15) Qy + UE +a HHen 


das Verhältnis 


einen bestimmten Grenzwert, existiert also 


An+1 
a 


f a‘ 
‚so ist H=lim | —+|. 


lim 


4,+1 
a 


n n 


Existiert nämlich für die Folge 


jal, lal, ja], 


| | ASEE ; 
fatı | FRA ES , so existiert auch lim Yja,| = lim etilar, Seite 276). 


ER EN AT Milz 
Existiert lim Yja,|, so bedeutet dies, daß lim Yja,|= lim |a]. Mithin wird 
» Auf Grund des 


letzten Theorems sollen drei sehr wichtige Reihen untersucht werden: 
1. Die Exponentialreihe. Hierunter versteht man die Reihe: 


re e e 
in dem zu untersuchenden Fall H = lim |a,| = lim 


Anti 
a 


x x? g? a" 
u ar ale 3 a a 


wobei n!=1+-2-3...n ist. Man hat 


Ei 1 
Un = n!’ Anti (n + 1)! ’ 
folglich 
Mak RE. IESI PA 
TA und lim 4 = lim I 


Mithin ist H= 0. Die Reihe konvergiert absolut für alle reellen 
Werte des «. 


2. Die binomische Reihe. Hierunter versteht man die Reihe 


1+ (Phet U BE (zet a FE Zee 


ee 


wobei 


n 1.203. 


und m eine beliebige reelle Zahl bedeutet, die jedoch nicht gleich 0 oder 
ganzzahlig positiv sein soll.! Man hat 


! Die Voraussetzung des Textes wird deswegen eingeführt, weil für m = 0 oder 
m(m — 1)(m — 2)... (m — m) 
122030. e E 


(n 4 a) = p N ,) $ hm ; („ E 3) , ».. verschwinden, die Reihe also 
abbricht. 


, 


ganzzahliges positives m die Zahlen ( A ) = 
m +1 
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_ {m ita m _ m(m-— 1)(m-— 2)... (m— n + 1)(m — n) 
M= AT EN T 1:2.3...n:m +1) 


_[m\ m-n 
re) au: 


folglich 


@n+1|_ 1. Man 


Da lim |m — | = 1 und lim ( + 2) = 1, so existiert lim 


n=oo| n 


n 


hat H = 1 und F = 1. Die Reihe konvergiert absolut für alle x, bei denen 


|æ| < 1 ist; sie hat also den Konvergenzradius 1. Weiteres im $ 12. 
3. Die logarithmische Reihe. Hierunter versteht man die Reihe 


x x? g? ac 
2 Yale a S 
Man hat 
Be ih) ie re 
en E T. 
und daher 
lim | +1| = lim "| = TRA SELLER Der 
a, n+ p 4 


also H = 1 und m = 1. Die Reihe konvergiert absolut für alle reellen Zahlen v, 
bei denen |x|< 1; sie hat also den Konvergenzradius 1. Weiteres im $ 13. 

Ebenfalls auf Grund des letzten Theorems untersucht man die sogenannte 
hypergeometrische Reihe 


ji a:ß a. +1)-B-( +1) 
F (a, a Be T l.2:y: +1) 


p e+ et+2D pee 
1.2.3. y.(y +1).(y +2) 


A a a A a 1) e a O — 
? 1-2...n yQ+HD...g+n-) Fep 


rie 


bei der «, f, y irgend welche gegebene reelle Zahlen bedeuten, von denen 
jedoch keine gleich 0 oder ganzzahlig negativ sein soll. Für die Reihe ist 


Gr l +n) (+n) 
a, Rn +ly+tn) 


genen 
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Die hypergeometrische Reihe hat 1 zum Konvergenzradius. Sehr viele 
Reihen sind Spezialfälle oder Grenzfälle der hypergeometrischen Reihe (vgl. 
Gauss, Gesammelte Werke I1, S. 127); so lassen sich die binomische Reihe 
als F(— m, y, y, — x) und die logarithmische Reihe als x. F(1, 1,2, — x) 
schreiben. 

Der Leser beweise: 

Für die Reihe 


E E T e E O T e E ET O a E T e 


ist H= + œ. Die Reihe konvergiert also nur für æ = 0. 
Für die Reihen 
Bee E an ee 
ae ae und I- ta 
ist H = 0. Die Reihen konvergieren also für alle reellen x absolut, 

Aus Satz VI ergibt sich unmittelbar: Weiß man von einer Potenz- 
reihe (15), daß sie für irgend eine Zahl x, konvergiert, so ist sie 
für alle Zahlen x, die der Ungleichung |x| < |z | genügen, absolut 
konvergent. Weiß man von einer Potenzreihe (15), daß sie für 
eine Zahl ©, divergiert oder nicht absolut konvergiert, so diver- 
giert sie für alle Zahlen v, die der Ungleichung |x| > |z| genügen. 


89. 
Absolute und relative Konvergenz unendlicher Reihen. 


Jede Reihe, die nur positive Glieder enthält, ist nach Definition (vgl. 
Seite 300), wenn sie konvergiert, absolut konvergent. Gleiches trifft für die 
Reihen mit ausnahmslos negativen Gliedern zu, da sie durch Multiplikation 
aller Reihenglieder mit — 1 in Reihen mit positiven Gliedern übergehen.! 

Wir betrachten eine Reihe, die sowohl positive als auch negative Glieder 
enthält. Sie sei unter Hervorhebung ihrer positiven und negativen Glieder in 
der Form 


k + Pst... + pr- hm... m m F Pry Four t--- 
EPEa” N,+i —_ N, +2 A E N,+,t Pk tkt de a 


(1) 


geschrieben, wobei alle Zahlen p, und n, (k = 1, 2, ...) positiv sein sollen.? 
Durch Trennung der positiven und negativen Glieder bilden wir aus der 
Reihe (1) folgende zwei Reihen mit ausschließlich positiven Gliedern: 


B pi Fo tet Pr, # Prai F Pu +2 Toco + PEtk tt kga Tee 
O MEn Eua TRF my tr t esot gr Mar #--- 

1 Eine Reihe mit ausnahmslos negativen Gliedern, die nicht konvergiert, diver- 
giert nach — œ, kann also niemals oszillieren. 


? Sollte die Reihe (1) mit einem negativen Gliede statt mit einem positiven 
beginnen, so wäre mit der Reihe 


- nn... mtPpı tP2 t:.-+PRn Ar: 


in genau analoger Weise wie im Text zu operieren. 
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Letztere haben offenbar denselben Charakter wie die zwei Reihen: 
[ Pı tat... +0 +0 +...+0 FP terete 


(2) L Nullen 
+0+0+...+0 + Pam +e 
l, Nullen 
OHOH... HOAN + +...+m+0+...+0 
(3) k, Nullen k Nullen 
Hmp Ft: Hm tO... 


k, Nullen 


(2) und (8) seien zwei konvergente Reihen mit den Summen P und N. 
Alsdann folgt nach Satz IX auf Seite 303 durch Subtraktion von (2’) und (8°, 
daß die Reihe (1) die Summe P — N hat. Ferner ergibt sich durch Addition 
von (2) und (3°) nach Satz VII auf Seite 302, daß die Reihe 


(4) Pı + Po + . -Prut Ni + Na 2 .. m, + Pk +1 + čet + Pkn F N,+1 A- ...y 


d. h. die Reihe aus den absoluten Beträgen der Glieder von (1), konvergiert 
und die Summe P + N besitzt. Die Konvergenz der Reihen (2) und (8) hat 
also die absolute Konvergenz der Reihe (1) zur Folge. 

Ist umgekehrt bekannt, daß die Reihe (1) absolut konvergiert, d.h. daß 
auch die Reihe (4) konvergiert, so müssen auch die Reihen (2) und (3) kon- 
vergieren; denn es sind Reihen mit positiven Gliedern, deren Partialsummen 
kleiner als die Summe der Reihe (4) bleiben. 

Mithin hat man 


Satz I! Notwendig und hinreichend, damit eine Reihe absolut 
konvergiert, ist, daß die Reihe ihrer positiven Glieder für sich 
und die Reihe ihrer negativen Glieder für sich konvergieren. Ist 
P die Summe der Reihe der positiven Glieder, N die Summe der 
Reihe der negativen Glieder, wenn man von ihren Vorzeichen ab- 
sieht, so hat die ursprüngliche Reihe (1) die Summe P — N. 

Satz II. Ist nur eine der zwei Reihen (2) oder (8) konvergent, 
so kann die Reihe (1) niemals konvergieren; vielmehr divergiert 
sie nach + œ% oder — œ, je nachdem (2) oder (8) divergiert. 

Ist nämlich © eine beliebige positive Zahl, so werden, wenn (3) eine 
konvergente Reihe mit der Summe N ist und (2) divergiert, die Partialsummen 
der Reihe (2) von gewisser Stelle an ausnahmslos >C + N. Dann hat die 
Reihe (1) von gewisser Stelle an Partialsummen, die >C sind, d.h. die 
Reihe (1) divergiert nach + œ. — Ist hingegen die Reihe (2) konvergent und 
hat sie die Summe P, während die Reihe (3) divergent ist, so werden die 
Partialsummen von (3) von gewisser Stelle an >C + P und demnach die 
von (1) von gewisser Stelle an < — C, d. h. die Reihe (1) divergiert nach — œ. 

Hingegen kann eine Reihe (1) noch konvergieren (muß es aber nicht), 
wenn die zwei Reihen (2) und (3) beide divergieren. In diesem Fall ist die 
Reihe (4) divergent, und die Reihe (1) ist dann dem Satze I entsprechend keine 


1 Satz I und II bleiben natürlich auch gültig, wenn eine der konvergenten 
Reihen eine endliche Reihe ist. 
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absolut konvergente Reihe. Konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent 
sind, heißen relativ konvergente Reihen. 

Wir erhalten demnach 

Satz II. Eine konvergente Reihe (1) ist dann und nur dann 
eine relativ konvergente Reihe, wenn sowohl die aus den posi- 
tiven Gliedern gebildete Reihe (2) als auch die aus den negativen 
Gliedern gebildete Reihe (8) divergieren. 

Soll die Reihe (1) konvergieren, so ist hierfür (vgl. Seite 298) eine not- 
wendige Bedingung, daß die aus den Reihengliedern bestehende Folge 


(5) Pis Par +++, Prs Ms Ngy ce.s Nu, Pripis Pretor etes Prts Nti eee 


nach Null konvergiert. 

Nach dieser Vorbemerkung wenden wir uns zum Beweise des folgenden 
Rıemannschen! Satzes: 

Satz IV. Eine unendliche Reihe (1), bei der sowohl die aus 
den positiven Gliedern gebildete Reihe (2) als auch die aus den 
negativen Gliedern gebildete Reihe (8) divergieren, während die 
Reihenglieder von (1) nach 0 konvergieren, kann durch geeignete 
Anordnung ihrer Glieder jede beliebig vorgegebene Zahl als 
Summe erhalten und sogar auch nichtkonvergent gemacht werden. 

C sei eine beliebige positive Zahl. Um aus (1) eine Reihe mit der 
Summe © zu erhalten, summiere man zunächst soviel Glieder der Reihe (2) in 
der Reihenfolge, wie sie in (2) stehen, bis ihre Summe, die mit P, bezeichnet 
werden soll, eben C überschreitet (dies ist möglich, da die Reihe (2) nach + œ 
divergieren soll); dann füge man soviel Glieder aus (8) mit negativen Vor- 
zeichen in der Reihenfolge, wie sie in (3) auftreten, bei, bis die Summe P,—N, 
eben unter © heruntersinkt (dies ist möglich, da die Reihe (3) nach + œ 
divergieren soll); dann addiere man wieder Glieder aus (2) zu, bis die Summe 
'P,-N, + P, eben über C steigt, dann nehme man wieder Glieder aus (3) 
mit negativen Zeichen, bis die Summe P, — N, +P,-— N, eben unter © 
heruntersinkt und so fahre man ins Unendliche fort. Es sei also 


(6,) Pi = Pi + Ppa Faes +9 

wobei 

(7,) Pp; Pi = paS, 

(6,) N, =m, +m H... H, 

wobei 

(T3) Pi= NER P~ N tno, 

(63) Pi = Prha T E Prtn 

wobei 

(Ta) PA-N+PR>0, Pie N t Pr Purn E0, 
(64) N S Meyi + Mego te. + NM +5 

(7) Pi —.N +P- N,<O, Pi— N t Pi- Nit mg ZO, 
usw. 


1 B. RIEMANN, Gesammelte Werke, 2. Aufl. Leipzig 1892, S. 235. 
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Die Ungleichungen (7,), (Ta), (Ta), (74) usw. lassen sich auch schreiben 
0<P-0=2p, !>P -N-(02-n; 
0<P,- N +R,-Czsp4n, 0> Pi- M tP- N OE -ut 
usw. oder in der Form 


(8) man IP, -N-0O0=sm, A-M+R-Osp4n: 
AN +tRARr-N -Osms. ... 


Da die Folge (5) voraussetzungsgemäß nach Null konvergiert, konvergieren 
die Partialsummen der unendlichen Reihe 


(9) s P-N +P -N tP -N +... 


auf Grund der Ungleichungen (8) nach C, d. h. die mit (9) übereinstimmende 
unendliche Reihe 


(10) | (Pi t Pate.. t prh) = (mit koo. Hn) + (Pr t Pt. + Pr, +r,) 
Fr (Mm, +1 Hast fr N, +4) Go (Prı+#r+1 +. 


besitzt die Summe ©. Es ist nur noch zu zeigen, daß man bei der Reihe (10) 
die Klammern auch fortlassen kann, also die Reihe 


anf? ++... tm - MM... Mt Prn+ aa E i E 


+ Pr, +r”” Nt +1 a 


ebenfalls die Summe O besitzt. Dies ergibt sich aus dem Hilfssatz auf 
Seite 302, 

Durch das Voraufgehende ist gezeigt, daß man unter den in Satz IV 
angegebenen Voraussetzungen aus der Reihe (1) durch bloße Umordnung der 
Reihenglieder eine Reihe mit beliebig vorgegebener positiver Summe C bilden 
kann. Will man durch Umordnung der in (1) befindlichen Reihenglieder eine 
Reihe mit der Summe — C ableiten, so nimmt man zunächst aus (3) soviel 
Glieder mit negativen Vorzeichen, bis ihre Summe eben unter — C herunter- 
sinkt, dann addiert man soviel Glieder aus (2), bis der Wert der Summe eben 
über — C steigt, dann nimmt man wieder Glieder aus (8) mit negativen Vor- 
zeichen, bis die Summe eben unter — Ọ heruntersinkt, dann wieder Glieder 
aus (2), bis die Summe eben über — Ọ steigt, usw. 

Um durch Umstellung der Reihenglieder aus (1) eine oszillierende Reihe 
zu gewinnen, kann man etwa so verfahren: Man nehme aus (2) positive Glieder, 
bis die Summe dieser eben über + C steigt, dann soviel Glieder aus (3) mit 
negativen Vorzeichen, bis die Summe eben unter — C heruntersinkt, dann 
wieder aus (2) positive Glieder, bis die Summe eben über + C steigt, dann 
wieder Glieder aus (3) mit negativen Zeichen, bis die Summe eben unter — © 
heruntersinkt usw. Auf diese Weise gewinnt man eine oszillierende Reihe. 

Auf folgende Weise kann man aus (1) eine nach + œ divergierende 
Reihe erhalten: Man wähle irgend eine beliebige Folge positiver Zahlen (,, 
Ca Cs, ..., die nach + œ divergieren. Man addiere dann soviel Glieder aus (2), 
bis ihre Summe eben über C, steigt, dann nehme man soviel Glieder aus (3) 
mit negativen Vorzeichen, bis die Summe eben unter C, sinkt, dann wieder 
soviel positive Glieder aus (2), bis die Summe eben über C, steigt, dann soviel 


www.rcin.org.pl 


320 Grundlagen der Arithmetik. 


Glieder mit negativen Zeichen aus (3), bis die Summe eben unter O, herunter- 
sinkt, usw.! Auf diese Weise erhält man aus (1) eine nach + œ divergierende 
Reihe, deren Glieder mit denen der Reihe (1) bis auf die Anordnung überein- 
stimmen. — In ähnlicher Weise kann man bei Zugrundelegung einer beliebigen 
Folge negativer Zahlen — O, — C, ..., die nach — œ divergieren sollen, aus 
(1) eine nach — œ divergierende Reihe ableiten. 

Während die relativ konvergenten Reihen durch bloße Umordnung der 
Reihenglieder in konvergente Reihen mit veränderter Summe, oszillierende 
oder eigentlich divergente Reihen verwandelt werden können, gilt für absolut 
konvergente Reihen 

Satz V. Wie auch immer die Glieder einer absolut kon- 
vergenten Reihe umgeordnet werden, so behält die Reihe ihre 
Summe unverändert bei. 


Wir beweisen zuerst, daß Satz V für jede konvergente Reihe 
(12) ut, +% +... 
mit ausnahmslos positiven Gliedern zutrifft. Es sei 
(13) at tar... 


irgend eine durch Umordnung aus (12) hervorgegangene Reihe, d.h. beide 
Reihen sollen jede Zahl gleich oft enthalten. Betrachtet man irgend eine der 
Partialsummen 

= tra +... +0 


der Reihe (13), so sind a,’, Qg, ..., @n auch Glieder der Reihe (12). Das 
Glied mit höchstem Index aus (12), das unter den Zahlen a,’, ay ..., @, auf- 
tritt, sei a}. Bildet man die Partialsumme s; = @, +@ +... + a, der Reihe (12), 
so enthält diese alle Glieder von s,', und da s, nur positive Glieder besitzt, 
so ergibt sich ,>s,. Hat die Reihe (12) die Summe S, so muß, da wir eine 
Reihe mit positiven Gliedern haben, $ > s, und folglich S > s,’ sein. Da alle 
Partialsummen s,’ (n =1, 2, ....) der Reihe (13) kleiner als S sind und (13) 
nur positive Glieder enthält, muß (13) eine konvergente Reihe sein, und ihre 
Summe S’ kann die Zahl © nieht überschreiten; es ist also S> S’. Nachdem 
die Konvergenz der Reihe (13) gezeigt ist, kann man (12) durch Umordnung 
der Glieder von (13) entstanden denken, die zwei Reihen (12) und (13) ihre 
Rolle vertauschen lassen und schließen, daß S’ = S sein muß. Mithin ergibt 
sich S = 8’, d.h. eine konvergente Reihe mit ausnahmslos positiven Gliedern 
ändert bei anderer Anordnung der Reihenglieder nicht ihre Summe. Gleiches 
gilt mithin auch für die Reihen mit ausnahmslos negativen Gliedern, da diese 
durch Multiplikation aller Glieder mit — 1 in Reihen mit ausnahmslos posi- 
tiven Gliedern übergehen. 

Hat man schließlich eine absolut konvergente Reihe (1) mit positiven 
wie negativen Gliedern, so war ihre Summe nach Satz I gleich P— N. Bei 
einer Umordnung der Reihenglieder von (1) werden zwar die Reihen (2) und (3) 
ebenfalls umgeordnet, ändern aber als Reihen mit positiven Gliedern, wie 
soeben bewiesen, nieht ihre Summen P und N, also behält auch die Reihe (1) 
ihre Summe P — N bei. Hiermit ist Satz V bewiesen. 


1 In den Ungleichungen (7,) und (7,) tritt also O, für C, in den Unglei- 
chungen (7,) und (7,) C, für O usw. 
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Infolge der zwei zuletzt bewiesenen Sätze bezeichnet man die absolut 
konvergenten Reihen auch als unbedingt konvergente Reihen, 
d. h. als solche, die unabhängig von der Art der Anordnung ihrer Glieder 
konvergieren, die relativ konvergenten Reihen als bedingt kon- 
vergente Reihen, d.h. als solche, deren Konvergenz von der Reihenfolge 
der Glieder abhängt. 

Eine Reihe, deren Glieder abwechselnd positiv und negativ sind, heißt 
alternierend. Für eine solche gilt der 

Satz von Leisnız!: Ist 


(14) Pı — Pa F Ps — Pi F Ps — Pe 


eine alternierende Reihe (p,, Pa, ... sind also ausnahmslos posi- 
tive Zahlen) und nehmen die Zahlen p,, Pa, ... beständig ab (also 
Pı > Pa > Ps >...), 80 konvergiert die Reihe, wenn nur noch die 
Bedingung lim p,= 0 erfüllt ist. 


Ist ! irgend eine ganze positive Zahl, so läßt sich der Ausdruck 


(15) Pı+1 = Pi+2 + Pı+3 — Pızı +... +(— Wir 
in den zwei Formen 

(16) (Pı+ı — Pı+2) + (Pı+3 — Pı+4) + (Ppı+5 — Pito) +... 
und 

(17) Pı+ı — (Pıt2 — Pı+3) — (Pı+4 — Pı+5) — ... 


schreiben, wobei, je nachdem ø gerade oder ungerade ist, (16) mit P:+0—ı — Pıto 
oder + Pı+o, und (17) mit — pı+0 oder — (pr+o—, — Pızo) endet. Da p, >>. .., 
so folgt aus (16), daß der Ausdruck (15) als Summe positiver Terme positiv 
und aus (17), daß er < pı+ı ist. Mithin wird 


(18) | (- 1} pı+ı + (— rl ara +...+ (= piest birol 


= Pi+ı — P+ +... +(— m *Pı+o< Pı+1- 


Bedeutet & irgend eine positive Zahl, so kann man, da lim p,= 0 ist, 
eine ganze positive Zahl 7? so bestimmen, daß |?ı+1| < e wird, d.h. nach (18) 


(= D p+ + (- tia ER RER) (- Po ial <e, 


wobei o jede der Zahlen 1, 2, 3, ... bedeutet. Folglich ist die zu unter- 
suchende Reihe nach Satz I’ auf Seite 298 konvergent. 


Bezeichnet man die Reste der zu untersuchenden Reihe (14) mit 
(19) R= (— p+ + (— 1H peat (de1,2..), 


so läßt sich (— 1) R,, da man bei einer konvergenten Reihe Klammern be- 
liebig einschieben darf, in den zwei Formen 


l 
(-UYR = (pı+ı NE a S A N 
= M+1 — (Pi+2 — Pı+3) — (Pı+4 — Pits)... 
1 LEIBNIZ, math. Schriften, herausgegeben von GERHARDT, Halle, Bd. 3 (1856), 


S. 926 und 4 (1859), S. 273. 
LoEwy, Algebra. 21 
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schreiben; hieraus folgt 

0<(- WR < pa 
oder 

(- 1 Rı= 9 pisi, 


wobei 9 eine positive, zwischen 0 und 1 gelegene Zahl bedeutet. 
Die alternierende Reihe (14) hat eine Summe 


Pi = Pi tps- (— Wim t (= Dep, 


wobei 0< <1. Die Summe der Reihe (14) ist also stets größer 
als eine ihrer Partialsummen mit einer geraden Anzahl von 
Gliedern und kleiner als eine solche mit einer ungeraden Zahl 
von Gliedern, und der Rest R=(- 1} pı+ı + (— 1i maa +. 18t, 
absolut genommen, kleiner als sein erstes Glied. 

Nach dem Leissızschen Satze konvergiert z. B. die alternierende Reihe 
1 1 1 1 


+ — = — ere 


1 
20 lec Ar 
an "dir age ae ee 


Bezeichnet man ihre Summe, von der noch im $ 13 gezeigt werden wird, daß 
e 
sie gleich log 2 ist, mit S und bildet aus ihr 


Ss 1 1 1 1 
Be SE A ER ea 


oder durch Einschieben von Nullen 


S 1 1 1 
(21) en eA RO O, 


so erhält man durch Addition von (20) und (21) 


38 1 1 1 1 1 1 1 1 
S= 0+9+ -i)li Hae 


Da die Reihe (20) durch Umordnung ihrer Glieder die Summe geändert 
hat, ist (20) nur eine bedingt konvergente Reihe. Mithin muß die Reihe der 
absoluten Beträge von (20) divergieren; dies tut sie tatsächlich als harmonische 
Reihe. 

Nach dem Lermeyxzschen Satz konvergiert auch die Reihe 


1 1 1 1 1 1 
tn 
wobei 4 > 1. Diese Reihe ist nach Seite 307 oben absolut konvergent. 

Wir schließen diesen Paragraphen mit folgendem Satz: Ist, +% +... 
eine absolut konvergente Reihe, sind &, &, ... beliebige Zahlen, 
für die man eine positive Zahl P finden kann, so daß jede der 
Zahlen &, &,... einen absoluten Betrag besitzt, der kleiner als P 
ist, so ist & @ + &@, +... eine absolut konvergente Reihe; denn die 
Reihe a, j-|a,|+|&|-|a,|+ ... hat die konvergente Reihe P |a, |+Pla,|+Pla,|+ ... 
zur Majorante. 
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§ 10. 


Elemente der Kombinatorik und der binomische Satz für ganze 
positive Exponenten. 


Sind £, £o, .. +, X, irgend n verschiedene Dinge, so heißt jede Zusammen- 
stellung, die man erhält, wenn man von den n Dingen k (1 S k= n) verschiedene 
herausgreift, eine Kombination der n Dinge zur k® Klasse oder zu A. 
Bei einer solchen Kombination kann man die k Dinge in verschiedener Reihen- 
folge hingeschrieben denken. Gelten auch solche Kombinationen als ver- 
schieden, welche sich auf die nämlichen % Dinge beziehen und diese nur in 
verschiedener Reihenfolge enthalten, so spricht man von Kombinationen 
mit Beachtung der Reihenfolge oder Variationen. Die Anzahl aller 
Variationen von n Dingen zur k Klasse soll mit V (n, k) bezeichnet werden. 
Die Variationen von n Dingen zur ersten Klasse bestehen ersichtlich aus den 
n Dingen x,, £z, ..., x, selbst, so daß V (n, 1) =n ist. Fügt man jeder der 
n Variationen erster Klasse noch eines der fehlenden (n — 1) Dinge der Reihe 
nach am Schluß bei, so erhält man die Variationen zweiter Klasse 


Liy Ta, Id ++ Tr 


(A) Ugly Balz, essy Tal, 
Ln Tis Ri ey Ln Dni) 


ersichtlich ist V (n, 2) = n (n — 1). 

Fügt man jeder Variation zweiter Klasse noch eines der ihr fehlenden 
(n — 2) Dinge der Reihe nach am Schlusse bei, so erhält man alle Variationen 
dritter Klasse: 


% Lo Tz; % Ta Ty, .. Li To Cay 
% Ta La, Tı Tg T4, e.. % Tg Tany 
% La Tos Lı %, Tg, e. % La Dry 
(B) : 
Tn Ti Lo, Tn Li Tg; eg Ln Ly nı, 
Ln Ta Vi, Ln To Tg, ag Ln La Canı) 
| Mr mini +»; Ln &n—ı In ' 
Offenbar erhält man alle V (n, » + 1) Variationen von m Dingen £, Zg; .. -, Ln 


zur (» + 1)" Klasse, indem man zuerst alle V (n, v) Variationen der n Dinge 
zur »® Klasse bildet und einer jeden dieser V (n, v) Variationen noch eines 
der nicht in ihr enthaltenen (n — v) Dinge von den Dingen z,, Xa; ..., Zp der 
Reihe nach am Schluß beifügt. Es ist also 


(1) Vin, v +1)=V(n, v) (n — v»). 
Da 
(2) Vin, 1)=n, 


so ergibt sich durch wiederholte Anwendung der Formel (1) die Formel 
21* 
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V (n, k) = V (n,k — 1). (n — k + 1) = V (n, k — 2) (n= k +2) (n-k +1) 
s = V (n, 2). (n — 2)- (n = 8)... (n = k + 2J). (n — k + 1) 
| n1).n-1)-nm = 2) :.. (n — k + 2) (n — k + 1) 
ne. (n — 1)- (n — 2)... (n — k + 1). 

Die Anzahl V (n, k) der Variationen von n Dingen zur kt Klasse 
ist n(n — 1) (n — 2)... (n — k + 1)! 

Besonders wichtig ist die Anzahl V (n, n) der Variationen von n Dingen 
zur n*™ Klasse. Es ist V (n, n) = n. (n — 1): (n — 2)...2:1; V(1, 1)=1. 
Man definiert: Unter n! (gelesen n Fakultät) soll das Produkt der 
n ersten Zahlen und unter 1! die Zahl 1 verstanden werden. Für 
später führen wir noch das Symbol 0! ein; dieses soll gleich 1 sein. 

Jede Variation von n verschiedenen Dingen zur n'*® Klasse, d.h. jede 
mögliche Anordnung von n verschiedenen Dingen, bezeichnet man auch als 
eine Permutation. Da V(n, n)=n!, so kann man folgenden Satz aus- 
sprechen: Die Anzahl der verschiedenen Permutationen, d. h. die 
Anzahl der Arten, auf die man » Dinge in alle möglichen ver- 
schiedenen Reihenfolgen bringen kann, ist n!. 

Die n! Permutationen der n Dinge &,, os ..., Z, lauten 
ars BE, a a, 0; 
le a a ee ine s D 
Der Leser schreibe sich alle Permutationen von 2, 3 und 4 Dingen hin. 
Bei Verwendung des Symbols n! wird 
Y(n, k) = n. (n — 1)... (n — k +1) 


(4) _n.(n=1) (n—2)...(n—k+1)(n—k)...2.1 n! 
t (n — k) (n — k = 1)...2.1 ECES 


Isksn). 


! Da unser Alphabet 25 Buchstaben besitzt, ist 25.24.23...(26 — k) die 
Anzahl aller möglichen k-buchstabigen Verbindungen, die aus k ungleichen Buchstaben 
bestehen. 

2 Wir haben die n! Permutationen ebenso wie die Schemata (A) und (B) „lexiko- 
graphisch“ (wie die Worte eines Lexikons) oder besser „arithmographisch‘‘ geordnet, 
Liest man die Indizes der x fortlaufend als eine e® Zahl, so steht jede Kom- 
bination Da, Ta ** e Pap) ZU der eine kleinere Zahl œ; æ... œ, gehört, vor jeder Kom- 


ak 
bination xg £g ... £g , zu der eine en Zahl 5, fa... Ê, gehört. Anders aus- 
gedrückt: Die Kombination Ba, Tag‘ „ geht der Kombination Tg, Tg, + + Tg, Voraus, 
wenn die erste unter den Differenzen rp — he a die nicht ver- 


schwindet, positiv ist. 

Hat man n Dinge zı, £o, ..., Xn, B0 ist bei der lexikographischen An- 
ordnung der Variationen kt Klasse ohne Wiederholung, wie wir die bisher 
betrachteten Variationen nennen werden, x, x, ... x, als erste Anordnung hinzuschreiben ; 


folgendes Prinzip liefert alsdann aus irgend e einer Anordnung x, a Top Por die ihr 


unmittelbar folgende: Man bestimme in «, Fa" Tay das von rechts aus erste 
Ding, das niedrigeren Index als ein tinier ihm stehendes oder nicht verwendetes 
Ding hat, ersetze dieses Ding durch das nächst höhere der hinter ihm stehenden oder 
in der Anordnung nicht auftretenden Dinge, während die voraufgehenden Dinge un- 
geändert bleiben, und füge hierauf die ersten der Dinge &,, £o, ..., p, soweit diese 
noch nicht benützt sind, in ihrer natürlichen Reihenfolge bei, bis die Anordnung k 
Dinge enthält. Z. B. folgt bei den Variationen der Ziffern 1 bis 9 zu drei ohne 
Wiederholung auf die Zahl 897 die Zahl 912. 
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Werden » verschiedene Dinge zu kombiniert und gelten hierbei nur solche 
Kombinationen als verschieden, die nicht aus denselben k Dingen bestehen, 
so spricht man von Kombinationen von n Dingen zur k Klasse ohne 
Beachtung der Reihenfolge. Diese Kombinationen heißen auch Kom- 
binationen schlechtweg ohne Zusatz. Ihre Anzahl sei mit O(n, k) be- 
zeichnet. Hat man alle Kombinationen © (n, k) von n Elementen zur. kt" Klasse 
aufgestellt, so erhält man hieraus alle Variationen der n Elemente zur X‘ Klasse, 
indem man in jeder dieser Kombinationen die k in ihr enthaltenen Dinge auf 
jede Art permutiert. (Man bezeichnet die Variationen daher als permutierte 
Kombinationen.) Da man k Dinge auf k! Arten permutieren kann, so 
ergibt sich 
(5) V(n,k)=k!-.CO(n,k) 
oder nach (3) 

Vín, k) _ n(n — 1)(n — 2)... (n— k +1) A 
k! 


(6) 0m k) = EE. 


Ist n irgend eine Zahl und ķ eine beliebige ganze positive 


Zahl, so bedient man sich des Symbols? 


BE nn -V)(n — 2)... (n — k + 1) 


M) Š WERE: 


(gelesenn über k) Für spätere Zwecke definieren wir noch (o) =1, 


Unter Verwendung des Symbols © haben wir den Satz: Man kann n Dinge 

n\_nn-1N:n—-2)...n-k+I1) i i t 
auf # = DEE; A A Arten zu k (1 s< k %5 n) kom 
binieren. 


Bisher wurden nur solche Kombinationen bzw. Variationen k" Klasse 
untersucht, bei denen in jeder Kombination bzw. Variation die k Dinge alle 
untereinander verschieden sein mußten. Wir betrachten noch Kombinationen 
von » verschiedenen Dingen &,, Sa, ..., Sn zu k bei unbeschränkt zulässiger 
Wiederholung der Dinge, so daß jede Kombination bzw. Variation nur Dinge 
Ti, Taz -e +, ©, enthält, aber eventuell dieselben Dinge auch mehrfach. 
Solehe Kombinationen bzw. Variationen bezeichnet man als Kombinationen 
bzw. Variationen mit Wiederholung, die früheren zum Unterschied von 
ihnen als solche ohne Wiederholung. Bei Kombinationen und Variationen 
von n Dingen z,, %, ..., %, zur k Klasse mit Wiederholung kann, da 
jedes Ding auch mehrfach auftreten darf, die Zahl % beliebige ganzzahlige 
positive Werte annehmen, sie braucht also nicht durch 1=k=n beschränkt 
zu werden. 


1 O(n, k) ist die Anzahl aller verschiedenen Zusammenstellungen von k Kugeln, 
die jemand aus einem Spiel mit n ungleichen Kugeln erhalten kann. Auf (2) Arten 
erklingen die Gläser, wenn von n Zechern jeder mit jedem anstößt. 

2 Bei der Definition des Symbols () braucht die Zahl n im Gegensatz zu k 


keiner Beschränkung unterworfen zu werden. 
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Die Anzahl der Variationen von » Elementen zur kt Klasse mit Wieder- 
holung sei mit V (n, k, w) bezeichnet. Offenbar erhält man alle V (n, v + 1, w) 
Variationen mit Wiederholung von n Dingen z,, £o, ..., Z, indem man zuerst 
alle Y(n, v, w) Variationen der n Dinge zur v'” Klasse mit Wiederholung 
bildet und einer jeden dieser V(n, v, w) Variationen jedes der n Dinge 
Biy Laz +++, ©, beifügt. Mithin ist 


(8) Vín, v +1, w) =n. V(n, v, w). 


Nun ist V (n, 1, w) =n; denn die, Variationen von n Dingen zur ersten 
Klasse mit Wiederholung sind ebenso wie diejenigen ohne Wiederholung die 
Dinge selbst. Aus (8) erhält man durch wiederholte Anwendung: 


(9) V (n, k, w) = n. V (n, k—1, w) = n? Y (n, k — 2, w) = nt"1.V(n, 1, w) = n*. 


Wir haben also den Satz: Die Anzahl aller Variationen von 
n Dingen zur 4“ Klasse mit Wiederholung ist n#. 

Die n? Variationen von n Dingen zur zweiten Klasse mit Wiederholung 
lauten: 


Li Cis, Ly Log Id, eeey Lı X 

Lo Viz LoLo, Lodz, seez Vg Lry 

Ln Ciz Lnag Ln Ügy sessy Dn Tn; 

zur dritten Klasse: 

Lı Vy Cı, Li Li Vo; e % Ti Vrs 

Ly Lo Lis LU Vo Va, 5 Ui VaBny 

Lı La Lı, Ti Lg Tg, e.. Ti Dg Dny 

Li Cn Tig Vi Ln Vos e.. Dy Dn Bry 

Ln Li Ciy Ln Lı To, 1 Ln Di Ins 
1 

Ln Ln Viy Ln Cn Tas ee Ln Ln La- 


Zur Bestimmung der Anzahl O(n, k, w) aller Kombinationen mit 
Wiederholung von n Dingen zur k Klasse verfahren wir so: 


) %., Car -Lap sei eine der O(n, k, w) Kombinationen mit Wiederholung der 


n Dinge £i, La, .. ., Sny so daß also œ, æg, ..., æ, irgend welche, nicht not- 


1 Die Schemata sind wieder „lexikographisch“ oder „arithmographisch‘“ an- 
geordnet. Hat man n Dinge x,, £o, ..., Zn, So ist bei der lexikographischen 
Anordnung der Variationen k Klasse mit Wiederholung z,2,...x, als 
erste Anordnung hinzuschreiben. Folgendes Prinzip liefert alsdann aus irgend einer 
Anordnung Ba, Ta * * * Ta „die ihr unmittelbar folgende: Man bestimme in x, Fan * Tay 
das von rechts aus ia Ding, das ungleich «, ist, erhöhe seinen Inder um 1, 
während die voraufgehenden Dinge ungeändert bleiben und füge alsdann sgviel mal x, 
bei, bis die Anordnung k Dinge enthält. — Da unser Alphabet 25 Buchstaben besitzt, 


ist 25” die Zahl aller möglichen k-buchstabigen Verbindungen, die man bilden kann, 
wenn in den Verbindungen der nämliche Buchstabe auch wiederholt stehen darf. 
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wendig ungleiche Zahlen aus der Reihe 1, 2, ...., n bedeuten. Da bei den 
Kombinationen die Reihenfolge der Dinge keine Rolle spielt, denken wir uns 
bei jeder Kombination (*) die Dinge möglichst gut angeordnet, also derart, 
dab a SaS ag... Sa, ist. Aus jeder Kombination (%) leiten wir eine 
neue (X%) Da tO Partl Paptk—1 ab, indem wir zu den Indizes der Reihe nach 
die Zahlen 0, 1, 2, ..., k— 1 addieren. Die Dinge jeder Kombination (*%) 
haben alsdann ungleiche Indizes und zwar sind dies Zahlen aus der Reihe 
1, 2,..., n +k — 1, so daß die Kombinationen (**) solche kt! Klasse ohne 
Wiederholung der n + k — 1 Dinge #,, %, ..., Zapy—ı Sind. Zwei verschie- 
denen Kombinationen (*), d.h. solchen, die nicht in allen Dingen überein- 
stimmen, entsprechen offenbar auch zwei verschiedene Kombinationen (X%), 
Aus dieser Zuordnung ergibt sich, daß die Zahl Ọ (n + k — 1, k) der Kom- 
binationen von n + k— 1 Dingen zur k Klasse ohne Wiederholung mindestens 
gleich der Zahl der Kombinationen von n Dingen zur k Klasse mit Wieder- 
holung sein muß; mithin hat man die Relation 


(10) O(n, k, w) S O(n + k- 1, k). 


Ist umgekehrt (%) Tg Up, ++: %g, eine der O (n + k — 1, k) Kombinationen 
k Klasse ohne Wiederholung der n + k — 1 Dinge £i, Bas ..., Znpy—ı und 
denkt man sich in jeder Kombination (%) die Dinge möglichst gut ge- 
ordnet, so ist, da es sich um Kombinationen ohne Wiederholung handelt, 
bı < Pa < ba<... < fr und folglich f; =i. Jeder Kombination (X) kann man 
nun eine Kombination (%) 25,-0°9,-1%%,-2° 7,1) zuordnen, indem man 
die Indizes der Reihe nach um 0, 1, 2, ..., k — 1 erniedrigt. Die Kombina- 
tionen (%) sind solche kt Klasse mit Wiederholung der Dinge £, 8o, ..., Bp 
Da zwei verschiedenen Kombinationen (%%) stets auch zwei verschiedene Kom- 
binationen (%) entsprechen, ergibt sich, daß die Anzahl der Kombinationen 
von » Dingen zur kt Klasse mit Wiederholung 


(11) O(n, k, w)= O(n + k-— 1, k) 
sein muß. 


Aus (10) und (11) folgt 


C (n, k, w) =0(n + k- 1, k) 
oder nach (6) und (1) 


(12) C (n, k, w) -( h 


Die Anzahl der Kombinationen von n Dingen zur k® Klasse 
mit Wiederholung ist & pi 32 ) . 

Wir beweisen weiter folgenden Satz: 

Die Anzahl aller verschiedenen Permutationen’von n Dingen, 
unter denen die einzelnen Dinge in der Vielfachheit ð, Ô, ..., & 
auftreten (Ô + ôs +... +dı=n), ist 


n! T O Eo t +, 
E A TE 


1 Die Idee dieses Beweises bei SCHERK, Journ. f. d. r. u. ang. Math. 11, 226 
(1834), auch FÖRSTEMANN, ebenda 13, 237 (1835). 
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Die gesuchte Anzahl von Permutationen sei x. Ersetzt man zunächst die ô, 
untereinander gleichen Dinge durch ö, ungleiche, so lassen sich aus jeder ein- 
zelnen der x Permutationen ô! weitere ableiten, nämlich soviel wie es Per- 
mutationen von ô, verschiedenen Dingen gibt, mithin aus den x Permuta- 
tionen %-6,!. Ersetzt man dann weiter jedes der ô, untereinander gleichen 
Dinge durch ô, ungleiche, so lassen sich aus jeder der x.» ô! Permutationen 
ö,! weitere ableiten, indem man die ô, Dinge permutiert, also insgesamt 
%+6,!-ö,!. Fährt man derart fort, so erhält man z. ô,!-ô,!... 0! Permuta- 
tionen. Da sich » ungleiche Dinge auf n! Arten permutieren lassen, hat man 

n!=x-ö,!.ö,!...0ı! oder % = PISAR RUN 
Ö,!.0,!...0! 
wie bewiesen werden sollte. 
Auf weitere Fragen über Kombinationen führt folgender Satz: 


Das Produkt der n Faktoren ersten Gradesin x: 
+20), &+2)...% +2) 
wobei x, £i, o, ..., &„ irgend welehe Größen sind, ist gleich 


STILE L... STELL... + SR, 
wobei 


KO = t tm ta.. HE, 
h = D Ti L = Ty Ty ++... +, tm +...+%,_1%, 
S™ = 21 Lı Vg = Ti La Lz Ga % To Vy re %,— Cni Dns 


BE — 
I Fr. ER A a ec rn a U 


Se. 


n 


ist. 8,” ist die Summe aller möglichen Produkte von je k ver- 
schiedenen der Größen &,, £s, ..., £n; diese Summe haben wir ab- 
gekürzt mit x,%,...2©, bezeichnet. Da n Größen Tj, La, e., L 
verwendet wurden, haben wir allen S den oberen Index n bei- 
gefügt. 

Der Satz ist für die kleinsten Werte von n, nämlich n=2 undn=3, 
richtig, wie die direkte Ausführung der Multiplikation zeigt. Es ist 


B+2), (© + 2) = 2? H (T H E)Z + L To, 
@ + 2) ° (x + £a) e (X + 23) = 2? + (21 + Lo + T) X? +L, Lot Ly Lg tH Lo La) X% FL Lo T. 


Um die Allgemeingültigkeit zu zeigen, wenden wir den Schluß von v 
auf v + 1 an. Wir nehmen die Richtigkeit der Gleichung: 


EF) F a). e) TOn. 
RA e E 59 


an, bei der die Größen S”, S”, ..., SP die obige Bedeutung haben, nur 
daß das Produkt aus » anstatt aus n Faktoren gebildet wurde. Multipliziert 
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man rechts und links mit x + «,;, und ordnet nach fallenden Potenzen von x, 
so erhält man: 


(% + T)’ (x + %,) ... (x + x) (2 Fr %,+1) m "hi + (sP + %,+1) z” 


e ETC DT ER C y 
F (8 +82, %,+1) aha a (sr + sr %,+1) x 


+’: 


Bei dem Faktor Ss” + Ss", z,,, vona ti in der Gleichung (13) sind 
S”) bzw. S), die Summen aller Produkte von k bzw. k — 1 verschiedenen 
der v Größen Tı, Sa ..., z, und demnach SP) + SL) x, .., die Summe aller Pro- 
dukte von % verschiedenen der » + 1 Größen Tı, La, ..., p41; denn sr ent- 
hält alle Produkte von % verschiedenen der » Größen xı, Xa, ..., X, und 
Ss” .x,;. liefert alle diejenigen Produkte von Æ% verschiedenen der Größen 
Liz Taz >. +, 2,41, bei denen x,,, auftritt. Mithin kann 


(14) SPH SR, 2. = set" 


gesetzt werden, und die Gleichung (13) zeigt, daß, wenn unser Satz für irgend 
ein Produkt von » Faktoren gültig ist, er auch noch für ein solches mit einer 
um eins höheren Anzahl » + 1 richtig ist. Das Theorem gilt, wie gezeigt, 
für» = 2, v = 3; mithin ist es nach dem Satz der vollständigen Induktion 
allgemein richtig. 

Wir fragen noch nach der Gliederzahl in der Summe 8,” = Dr, Xə... Xy 
Offenbar ist diese gleich der Zahl, die angibt, auf wieviel Arten man aus 
n Größen &,, £a, ..., X, auf verschiedene Weisen %k herausgreifen kann, 
d. h. gleich der Zahl der Kombinationen von n Dingen zur kt Klasse ohne 
Wiederholung. Mithin hat man: 

Die Größen 


5, = >. To + . T,= Ti To . e Ly FL Tg e. e Dy—1Trti + ... +%—+1 In—.+2: . + Tn 


h n 
sind Summen von (x 
v 


Setzt man in dem vorigen Satz alle Größen zı, a, ..., Z, gleich einer 
n 
( 


Jæ hieraus folgt die wichtige Formel 


) Summanden. 


und derselben Größe k, so geht S,™® in eine Summe von ) gleichen Sum- 


n 


manden %* über, wird also gleich f 


n 
n 


(15) at=") ln + A E (p) ee ra +( ia 


Diese bezeichnet man als den binomischen Satz für ganze positive 
Exponenten. Die Zahlen 


n\ _ n(n -— 1)(n— 2)... n — k+ 1) 
(16) HE 12-8. 


führen daher auch den Namen „Binomialkoeffizienten“. Diese Be- 
zeichnung verwendet man auch, wenn ~ nicht ganzzahlig ist. 
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Ist nicht nur ķk, sondern auch » eine ganze positive Zahl, so ist 
1.2-3...n — k) für 1=k<n ein Produkt ganzer positiver Zahlen, und 
man kann (16) auch schreiben: 


n\_n-n-1)-n—-2)...n-k+1),.n-kn-k-1)...2-1_ n! 
(7)- 1.2.8... k(n — kje(n— k-— 1)... 2>1 kinm- ki 


Da 0! =1 und K = 1 definiert waren, so ist bei ganzzahligem positivem n 


die Formel 
n n! 
uo (i) -ia aD 


auch noch für k = 0 und k = n gültig, also für alle ganzen Zahlen k, die der 
Ungleichung 0 Sk Sn genügen. 

Unter Verwendung der Gleichung (17) kann man dem binomischen 
Satz für ganze positive Exponenten die Form geben: 


k=n 
! 
(18) peme Sa 
k=0 ` j 


wobei das rechts stehende Summenzeichen bedeutet, daß man die Summe aller 
Glieder bilden soll, die aus dem unter ihm stehenden Ausdruck erhalten 
werden, wenn man % die Werte 0, 1, 2, ..., n beilegt. 


Bildet man nach (17) für ganzzahliges positives n den Ausdruck K ” ) , 


-k 
n = n! _ fr 
-k) m-Mikl \k 
In der Formel (15) des binomischen Lehrsatzes haben also rechter Hand 


die gleich weit von den Enden abstehenden Glieder jeweils gleiche Zahlen- 
koeffizienten. 


Wir wollen noch einen weiteren Beweis für den binomischen Satz geben. 
Zu dem Zweck leiten wir zunächst die wichtige Relation 


an CIRA) 


ab, bei der n eine beliebige Zahl ohne Beschränkung und kirgend 
eine ganze Zahl = 1 bedeutet. 


so wird 


1 Für den besonderen Fall eines ganzzahligen positiven n, wie er weiter im 
Text nur benötigt wird, folgt die Richtigkeit der Gleichung (19) auch aus der 
Gleichung (14): 


DP Da g” T a, "2,419 


da g+) eine Summe von ( He ') , S™) und S), Summen von (7) bzw. 


y . . 
# ii ,) Gliedern sind. 
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Es ist 


n n n(n- 1)(n - 2)...(n — k + 2): m- k+ 1) 
k) +e) S a e Dei 


n(n—1)(n— 2)... (n —k +2)!_n(n—1)(n-—2)...(n—k +2) 
1e geeen k=l) p 1:2:8,.. (k = 1)ok 


[n —k+1+k] 


_O+Dnn-I).. n m-k+)_ n+ 
1:2.3...% -( k )- 


Aus der Gleichung (19) ergibt sich der binomische Satz 
u er Fe S en WR Dio 
(15) “+h"= (6) + RE h+... + (7) h+... + WE 
auf folgende Weise: Die Gleichung (15) ist für n = 1, n = 2, n = 3 richtig, 


wie man sich durch Ausrechnen überzeugt. Wir nehmen ihre Gültigkeit für 
irgend eine ganze positive Zahl » an. Es sei also 


EN v x v-el, v v-k+l, ‚ki 
(= + h) -(h)* + (1) h+. (27 1) h 


+h) a E BR" WLZ 
k v 


hieraus folgt durch Multiplikation mit (x + h), daß (x + At! = 


y v+1 v v y v—1 72 v v—k+1y;k v v 
RE + (1) #04 3)» h+... + AL E ee ME BLZ 
Ae v \ »v—l}2 v v—k+1l,k y v 
+ (e)a (i) t (pa)? W. (2) 
7 v mr 
y 
oder nach (19) sowie unter Beachtung der Relationen e) =1= l z i und 
v en „+1 h 
v w 
(+ h’tt = ( " N er e hi ') h+ 4 k A in a 
0 il 2 
A aana O EA ai 
k v v +i 


Ist die Gleichung (15) also für n = v richtig, so trifft sie auch für n =v + 1 
zu. Da (15) für n = 1 richtig ist, trifft (15) nach dem Satz der vollständigen 


n 


1 Für k=1i 
Für 1 ist e 


) = t, una man hat 


aD na 
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Induktion für jeden ganzzahligen Wert n zu; hierdurch ist der binomische 


Satz wiederum bewiesen. 
Für ganzzahlige positive n enthält die oben abgeleitete Gleichung 


(19) ee 


die Eigenschaft des sogenannten „Pascarschen! oder arithmetischen 
Dreiecks“. Hierunter versteht man das folgende Schema 


bei dem die Zahlen einer jeden Zeile durch Addition der beiden in der vorher- 
gehenden Zeile schräg links und schräg rechts über ihnen stehenden erhalten 
werden. Die Zahlen der (n + 1)" Horizontalreihe sind die Binomialkoeffizienten 
der Entwicklung von (x + Ah)". 

Setzt man ©; = 14 + 2f + 3f +... +k, so ergibt sich aus dem bino- 
mischen Satz, wenn man in 


(x + PH = art 4 S an+ BEN E EN klar) + let.) Br 


der Reihe nach z = 1, 2, ...., k setzt und addiert: 
n+l 


el el) 


oder 


1 a n +i n 
ee - Pi 


Da >. = k ist, berechnet man aus der angegebenen Formel der Reihe 
nach die Summe der ersten, zweiten, dritten usw. Potenzen der 
ersten k ganzen positiven Zahlen.” Es wird 


1 Genannt nach Br. PAscAL, Traité du triangle arithmétique, gedruckt 1665 
nach dem Tode PASCALS, 

2? Allgemein läßt sich >, darstellen durch die BERNOULLIschen Zahlen. Sie 
sind eingeführt im zweiten Teil, Kap. III von JACOB BERNOULLIs Ars conjectandi 
(1713 nach seinem Tode erschienen), Deutsche Ausgabe dieses für kombinatorische 
Fragen überhaupt bedeutsamen und noch heute lesenswerten Buches von HAUSSNER 
in OSTWALDs Klassikern der exakten Wiss. Nr. 107 u. 108. Über die Summe der 
n'e® Potenzen der ersten k ganzen Zahlen vgl. die Darstellungen bei E. Lucas, 
Théorie des nombres, Paris 1891, p. 224, P. BACHMANN, niedere Zahlentheorie, 
2. Teil, Leipzig 1910, S. 16, weitergehend die Abhandlung von G. FROBENIUS, 
Sitzungsber. der Preußischen Akad. der Wiss., Jahrgang 1910, 809. 
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_ kk+1 
3, = = [E + 18 - le en 
DE. ED = gear ner+n, 
Z= Fery- prener- EED - 1 


1" 
= Pkt? = ur 


Man kann den binomischen Satz auch in der Form 
n! 
y n aa ; kı , pf? 
(20) (z + h"= > RIA greh 


schreiben, wobei die Zahlen k, und k, in der Summe rechter Hand alle ganz- 
zahligen, nicht negativen Werte durchlaufen, die der Relation k, + kọ = n ge- 
nügen. In dieser Form erweitern wir den binomischen Satz leicht zu dem 
sogenannten polynomischen Satz. Hierunter versteht man die Formel für 
die positive ganzzahlige n° Potenz eines Ausdruckes von irgend ? Summanden 
Tar ay +++, %ı, nämlich 


n! i 
(21) CAR E E E E = er BR Pr ad Mae E AR 
vg» E 


wobei in der Summe rechter Hand die Zahlen %,, ko ..., kı alle ganzzahligen, 
nicht negativen Werte durchlaufen, die der Gleichung 


(22) n =k + kit... +k 

genügen. Den Beweis des polynomischen Satzes führen wir durch das Ver- 
fahren der vollständigen Induktion. Wir nehmen die Gültigkeit des poly- 
nomischen Satzes für eine Summe von l? — 1 Summanden an und zeigen, daß 
er dann auch noch für ! Summanden gilt. Es sei also, wenn ? eine beliebige 
ganze positive Zahl bedeutet, 


t t! ee H 
G RE N, a ne en dc a, al, 


wobei die Zahlen Ä,, kə, ..., kım alle ganzzahligen, nicht negativen Werte 
durchlaufen, die der Gleichung 


genügen. Nun ist nach dem binomischen Satz: 
n! 
(25) Wr Dagr t a 


wobei ? und k; alle ganzzahligen, nicht negativen Werte durchlaufen, die der 
Gleichung 


(26) n=ti+k 


genügen. Ersetzt man in (25) u durch %, +%+...+%-,, so erhält man 
nach (23) eine Summe von Gliedern der Form 
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hierbei durchlaufen nach den Gleichungen (24) und (26) ki, ka, ..., Ar alle 
nicht negativen ganzen Zahlen, die der Gleichung 


(27) nehtlbst...+h 


genügen. Gilt der polynomische Satz für ? — 1 Summanden, so gilt er also 
auch für l? Summanden; da der binomische Satz bereits bewiesen ist, gilt der 
polynomische Satz für 2 Summanden, also für 3, 4 usw. Hiermit ist er all- 
gemein bewiesen. 

Um alle ganzzahligen, nicht negativen Lösungen der Gleichung (27) zu 
finden, kann man zuerst k, alle Werten, n — 1, ... 2, 1, O durchlaufen lassen 
und ks ks, ..., kı als alle zugehörigen ganzzahligen, nicht negativen Lösungen 
von k + ky +... + ki= n — k, bestimmen. 

Bei der Entwicklung von (%, + % +2, + %4 + x,)* treten z. B. Glieder 
der folgenden fünf Typen auf: 


4 2 
a Rd, Ri Aay Za? Za Zgs Zy Zy ža Va 


mit den Faktoren 1, 4, 6, 12, 24. 


841. 
Die Exponentialreihe und die Berechnung der Zahl e. 


In diesem Paragraphen soll die Reihe 


DE E 
(1) 1+ T. i 31 + 31 
bei der æ irgend eine reelle Zahl bedeutet, studiert werden. Diese Reihe ist, 
wie auf Seite 314 bewiesen, für jeden reellen Wert des x absolut konvergent; 
ihre Summe soll mit E (x) bezeichnet werden. Wir vermerken für das Folgende, 
daß für x = 0 nach (1) 
(2) E()=1 


wird. Sind x, und x, irgend zwei reelle Zahlen, so kann man, da die zwei 
Reihen 


rip 


ex Tı aA x° 
Beier harten 
TEE re. a 
) = Ad i > 


absolut konvergieren, den Multiplikationssatz für Reihen (Seite 303) anwenden 
und erhält: 


2 2 
Be) EEE DEI Eee Eee 


ar Qen ı meg 21 


u, =O ME:n Su 
a =T E E A e RA 


Nach dem binomischen Satz für ganze positive Exponenten n, der im 
vorigen Paragraphen bewiesen wurde, ist für jedes ganzzahlige positive n: 


8 R n aE 


www.rcin.org.pl 


Die Exponentialreihe und die Berechnung der Zahl e. 335 


n 
(£, + 2) = x" + A ur + | 


Aut, j ... 


+ (%) tt, 
ae. a 
k) m-Khik! 


(© +23)? (2, +2)" 
ie ee ei 


wobei 


Mithin folgt aus (3), daß 


E@)- E (2) = 1 + (£, + £) + .=E@+2). 


Durch wiederholte Anwendung der soeben abgeleiteten Gleichung erhält man, 
Wenn % , Xo, -.. X, irgend n reelle Zahlen bedeuten: 


E(x). E(i@,)..-E(x,_,) -E(&,_ı) ° E@,) = E (2)  E(£3). . Ean) * Ea,_ı +.) 
(4) = E(x). E@)...E@_) Et H2) =... 
= E (m): Et t... +e) = Elt tt toe t va) 


Wählt man q = %y=,... = g= 5, so ergibt sich aus (4), daß 


(5) E) -2(&+&+...+2)- zw. 


i 


Sei g irgend eine positive Zahl, n eine ganze positive Zahl, die > g sei, 
so ist die konvergente geometrische Reihe 


E A ERE E E a RER > 
(6) (1 z) re Ai A ee 
eine Majorante von 
A RN g? g° g 
Mm Po] Co Es Er t DEE tt 


denn die Reihe (6) hat vom dritten Gliede an größere Glieder als die Reihe (7). 
Da in (1) zul+ 2 nur noch weitere positive Glieder hinzutreten, ist 
ty 24% (2) | 
n n 

und man hat 

A 
(8) 1+4+2<r(2)<(1-2) : 

n n n 


Aus (8) folgt durch Erheben in die n* Potenz 
(9) (1 = 2j< (z (2) < h - 2" 
n n n 


Da nach (5) (z (2) = E (g) ist, so hat man 


(10) ( ii |< E(g)< | x a”. 
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Rn 


2)" 


(vgl. Seite 233). Mithin folgt aus der Ungleichung (10) nach Satz II auf 
Seite 82, daß die Zahl ef für positive g mit Z(g) übereinstimmt, also 
E(gQ=e. 

Nach (4) ist E (g). E(-)= E(g — g9) = E (0). Da E(g)=e und E()=1 


| war, so wird 9. E(-g)=1 oder E(- g9) = 1 = e”°. Hiermit ist gezeigt, 
e 


Nun war die Zahl ef definiert durch die zwei Definitionsfolgen 


daß die Reihe (1) für alle positiven und negativen Werte von x 
gleich e* wird. Aus diesem Grunde führt die Reihe (1) den Namen „Ex- 
ponentialreihe“. Gefunden wurde sie von Newrox! durch Umkehrung der 
logarithmischen Reihe. 
Aus (1) ergibt sich für x = 1, daß 
1 1 
+ e 


1 
(11) Aa N alea Tee 

Diese Reihe ist für die numerische Berechnung von e sehr bequem. 
Schreibt man 
(12) e . 


En E, 
1 Sul. eg ? 


ll 
p 
-+ 


so ist die geometrische Reihe 


1 1 1 1 
— + nn — — + _ t ang +: 
m+! R+N)!R +) " R+V)!R +" Rn +! m +1) 
D E EE AEE O NN 
> (n41)! I (m+n nin 
n +1 


eine Majorante von 


1 1 1 1 
"ar mi eat aa e aE 
da 
1 1 
re a E 
Mithin ist 
(14) BR 
ns N 


Wählt man z.B. n = 11, so wird nach (12) 


a 


ERIFIRT 


AR + — 
BoE S 1 


1 NEWTON, de analysi per aequationes numero terminorum infinitas, vor 1669 
geschrieben, Opuscula I, 20, ed. Castillioneus 1744. 


www.rcin.org.pl 


Die Exponentialreihe und die Berechnung der Zahl e, 837 


Nun ist 
1 + 1 + -+ = 2,50000 00000 . . 

1 

ap = 0,16666 66666 . 

1 

Zr = 0,04166 66688 .... 
1 

-r = 0,00833 33338 ... 
1 

Gr = 0,00138 88888 ... 
1 

-Fr = 900019 84126 . 

1 

-5r = 900002 48015 . 

1 

Sr = 900000 27857 ... 

-} = 0,00000 02755 
= Lt 
1 

-Ti = 900000 00250 ... 


a ‚11828 18256 .. ss 


also e > 2,11828 18256. 
Der bei Berechnung von e vernachlässigte Rest ist für n = 11 nach (14) 


1 1 : 3 $ iy : 
kleiner als ETE 7m oder kleiner als TI Ferner sind für die Berechnung 


von e im obigen Schema 9 Zahlen zu klein; sie werden zu groß, wenn man jede 


von ihnen in der letzten Dezimale um 1 erhöht. Dies liefert den Betrag T , 


Mithin ist e kleiner als 2,71828 18256 + on - Aus 


e > 2,11828 18256 und e< 2,71828 18295 


erhält man auf 8 Dezimalen richtig e = 2,71828 182... (vgl. Seite 233). 
Es soll noch bewiesen werden, daß e keine rationale Zahl ist. 
Multipliziert man die Gleichung (12) mit n!, so wird 


(15) nle—n! — n!—-(3-4...n)—-(4-5...n)—-(5-6...n)—...-n—1i1=n!-F. 
Angenommen, die Zahl e wäre gleich einer rationalen Zahl, also von der 
Form z , wobei a und ù teilerfremde ganze positive Zahlen bedeuten. Alsdann 
könnte man die ganze positive Zahl », die beliebig ist, größer als 5 wählen; 
infolge dieser Wahl würde n! den Faktor b enthalten und n!.e=n! Ss 


würde ganzzahlig sein. Dann würde aus (15) folgen, daß n!.F eine ganze 
Zahl ist, da linker Hand nur ganze Zahlen stehen. Die positive Zahl n!» F 


LoEwy, Algebra. 22 
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ist aber nach (14) kleiner als —, sie kann also nicht ganzzahlig sein. Mithin 


ist die Annahme widerlegt, daß e gleich einer rationalen Zahl $ ist. 


In ähnlicher Weise wie e läßt sich die Potenz e’ von e für jede reelle 
positive Zahl g mittels der Majorante 


n n+1 2 
TETE: FER titl t eyte) 


21. 8 n! (n + 1)! n+l (n + 1} 

u Aan E a RN 1 

a Atmen se 
n+i 


numerisch berechnen; hierbei ist n + 1 >g zu wählen, damit die benützte 
geometrische Reihe konvergiert. Es ist 


Sa gis. gA g” 
a m E i oda L 
wobei 
gaii 
Be Nee 
! DEM 
(n +1)! h 5) 
§ 12. 


Der binomische Satz für beliebige Exponenten. 


Wir beginnen mit der Herleitung einer sehr wichtigen Relation für 
die auf Seite 329 definierten Binomialkoeffizienten. Sind u und » beliebige 
Zahlen, n eine ganze positive Zahl, so gilt die Gleichung 

u\ [v 
nu“ 


w aO G eaa 
Zum Beweise betrachten wir: 
w+r-ntD hn hahent aG 
+o- Dfa ahh 


wobei k jede der Zahlen 0, 1, 2, ..., n — 1 bedeuten kann. Da, wie un- 
mittelbar aus der Definition folgt, 


NN u MUE E Eal wa AA PN ww 
FEN AEE n—k id ei) k+1 


ist, so ergibt sich aus (2), daß 


p [eeh tade 


(2) 
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Setzt man in (8) für k der Reihe nach die Zahlen 0, 1,2,...,n-1 
ein und summiert, so erhält man 


+04 fhe hE) eA 
bE hE 


Definiert man 
u v 
à o : o) ; 


“ HE IE HE HE SEE 


(4) 


wobei ¿ jeden der Werte n, n — 1, ..., 1 annehmen soll, so geht (4) über in 
Utrenia En't, 
oder 
+v-n+l 
fa = +. 
In gleicher Weise ergibt sich 
+v-n+2 urv-n+3 
u = I kia a Te as an 
+v—1 
h = — 
mithin wird 
+v_-n+1l)u+rv- n+2)...(u+rv—1 
(6) LIRAT tronk EED, 


n-n—])...2 


HH OO A 


Folglich geht (6) über in 


Nach (5) ist 


A ka A EE r a l (PP). 
aii nn —1)...2-1 U 


Ersetzt man in der letzten Gleichung £, nach (5) durch seinen Wert, so hat 
man die zu beweisende Relation (1). Die Gleichung (1) bezeichnet man als 
das Additionstheorem der Binomialkoeffizienten. 

Das Additionstheorem der Binomialkoeffizienten benützen wir zur Unter- 
suchung der binomischen Reihe 


(1) 1+ WEEZE (3) t 


wobei x irgend eine feste reelle Zahl bedeutet, die im folgenden zunächst 
ausnahmslos der Bedingung |x| < 1 genügen soll; m kann alle reellen Zahlen 
durchlaufen. Durch die Voraussetzung, daß |x|< 1 sein soll, wird die absolute 
Konvergenz der Reihe (7), wenn sie ins Unendliche läuft, gesichert (vgl. 
Seite 314). Da die Reihe (T) in ihrer Abhängigkeit von m bei festem æ studiert 
werden soll, bezeichnen wir sie abgekürzt mit p(m). Aus (7) folgt, daß im 
besonderen 


22* 
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(8) ọ(0)=1 

ist. u und y seien irgend zwei reelle Zahlen; mit ihnen bilden wir 
x u MP... U Vos 

(9) owm (i)e (p)et (k)e A 
f: v y 2 y 

(10) oo) =1+(7)e+ (7) TACE 


Infolge der absoluten Konvergenz der zwei Reihen kann man den Multi- 
plikationssatz für unendliche Reihen (vgl. Seite 303) anwenden und erhält: 


pwe = EEE G l 
eA E A At 


oder infolge der Gleichung (1) 
owg (T er Ez Ne E er... 
Mithin hat man die für das folgende fundamentale Gleichung: 


(11) o (u); p) = p (u +»). 


Ehe wir auf die Gleichung (11) eingehen, studieren wir die Reihe (1), 
und zwar zuerst für positive Zahlen æ und m. Liegt m zwischen den zwei 
ganzen Zahlen g und g + 1, also g<m=g-+1, so sind die Reihenglieder 
von (T) bis zu dem Gliede 


„er m J= art! m (m -D-m-2)...(m-9g) 
g+1 1.0.8... 
dieses eingeschlossen, positiv, hierauf abwechselnd negativ und positiv.! Fassen 


wir immer ein negatives Glied, das wir in der Form ( Jeri annehmen 


h+1 


wollen, mit dem ihm voraufgehenden positiven (7) 2" zusammen, 's0 er- 
hält man 
m\ h m—h ne Bir m+1 i 
(12) T x +2 a| = ($) x | adii a ri z| 
M\ h s) R E m+1 ; 
Da PA k voraussetzungsgemäß positiv ist und |1 — æ% + Fr für 


positive Zahlen x < 1 unter der Voraussetzung eines positiven m ebenfalls 
positiv ausfällt, ist der Ausdruck (12) positiv. Für positives x und positives m 
läßt sich demnach die Reihe (7) aus der Zahl 1 und positiven Termen zu- 
sammensetzen; ihre Summe ist daher größer als 1. 


1 Ist m =g +1, so bricht die Reihe (7) mit (, H jet ab. 
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Ebenso ist die Summe der Reihe (7) größer als 1, wenn gleichzeitig x 
und m negativ sind; denn setzt man m =— m’, x =— x (m und x positiv), 
so folgen auf die Zahl 1 Glieder des Typus 


nh (= m) (- m —- 1)... (m — h ++ 1) 
r REAA 


Tak m (m + 1) (m + 2)... (m+ h — 1) 
— a ar aa a en 


1 MO PTR 
die ersichtlich ausnahmslos positiv sind. Da ferner nach (11) und (8) 


em). p(-m)=p0)=1 
oder 


(13) om) 


p(- m‘) 


und, wie soeben nachgewiesen wurde, für negatives æ immer p (— m’) > 1 ist, 
so folgt aus (13), daß für negatives x, wenn m gleich irgend einer positiven 
Zahl m’ ist, die Summe der Reihe (7) positiv und zwar kleiner als 1 ausfällt. 
Zusammenfassend sprechen wir das Resultat aus: 

(A). Die Reihe (7) hat für positives m eine positive Summe; 
diese ist größer oder kleiner als 1, je nachdem x positiv oder 
negativ ist. 

Wir weisen ferner nach: 


(B) Durchläuft m eine Reihe zunehmender positiver Zahlen, 
so wächst oder fällt die Summe der Reihe (7) bei festem v, je 
nachdem x positiv oder negativ ist. 

Seien m, und m, irgend zwei positive Zahlen, von denen m, > my ist, 
so besteht nach (11) die Gleichung 


(14) p (m,) = p(m, — m,): p(m,). 


Da m, — m, positiv ist, wird nach (A) p(m, — ms) größer oder kleiner als 1, 
je nachdem x positiv oder negativ ist. Hiernach folgt aus (14), daß für posi- 
tives x die Ungleichung p(m,) > p(m,) und für negatives x die Ungleichung 
o (m,) < p(m,) besteht; mithin ist die Aussage (B) bewiesen. 

Aus der Gleichung (11) und den unter (A) und (B) gemachten Aussagen 
läßt sich die Summe der Reihe (7) für jedes reelle m und jedes reelle ©, für 
das |x| < 1 ist, leicht finden: Bedeuten p und q ganze positive Zahlen, so 
erhält man durch wiederholte Anwendung der Gleichung (11): 


»(2)-(2)...#(2) (q Faktoren) o(&+2+...+2) 


p (2-2) = ọ (p) 
q 
oder 


(15) [o (2)]°- ọ (p). 


Ferner ist nach (11) 


g (1) (1)... p (1) (p Faktoren) =g (1 +1 +... +1) = g(p) oder o(p) = ọ (1). 
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Da der sich aus (T) für m = 1 ergebende Ausdruck ø (1) abbricht und den 
Wert 1+x hat, wird ọ (p) = (1 +)? oder nach (15): - 


w Pajer 
Da ọ (2) nach (A) eine positive Zahl ist, folgt aus (16) (vgl. Seite 194), 


daß o (2) die positive gt* Wurzel aus (1 + x)? sein muß, also 
p? 


aD #2) = arm". 


Durch die Gleichung (17) ist der Wert der Reihe (7) zunächst für alle 
positiven rationalen Zahlen m = P_ bestimmt. Nunmehr sei m gleich irgend 
einer positiven irrationalen Zahl œ. Diese denken wir uns in der Form 
a= () durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen mit ausnahmslos 
positiven rationalen Zahlen a, und a, (n = 1, 2, ...) gegeben. Da 


WER EL Ba) 


(vgl. Satz I auf Seite 82), so ist nach unserer Aussage (B) 


(18) Q (an) < g (œ) < P (@n') für positives x 
und 
(18^) Q (an) > Q (a) > p(a,) für negatives v. 


Die Zahlen a, und a,’ sind ausnahmslos positive rationale Zahlen; mithin ist 
‚nach (17) g(a)=(1 +2)”, o (ax) = (1 +2)” und aus (18) und (18’) ergeben 
sich die Ungleichungen 


(19) (1 + 2)< g(a) < (1 +2) für positives x, 
(19°) (1 +2)™> g(a) > (1 +x) für negatives x. 

Für positives v ist 1+x=>1 und daher wird (1 + £) (vgl. (A) auf 
Seite 211) durch die zwei zusammengehörigen Definitionsfolgen (1 + x)” und 
(1 +)" 


ra 
negatives v ist, da x voraussetzungsgemäß zwischen 0 und — 1 gelegen sein 
sol, 0<1+x=<1 und daher wird (1 + x) durch die zwei zusammen- 
gehörigen Definitionsfolgen (1 + x)” und (1 +2)” (n = 1, ?, ...) in der Form 


(1 +a (n=1, 2, ...)in der Form (1 + vf = | | gegeben. Für 


1 Für q = 1 ergibt (16) ø (p) = (1 + æ)”, d.i. der binomische Satz für ganz- 
zahlige positive Exponenten p. Im Fall einer ganzen positiven Zahl p ist zur Her- 
leitung der Gleichung (11) und der aus ihr folgenden (16) die Beschränkung |æ| < 1 
des Textes nicht nötig, da dann die Reihe (7) als abbrechende, also endliche Reihe, 
für jeden Wert von æ konvergiert, so daß die Betrachtungen des Textes den bino- 
mischen Satz für ganze positive Exponenten nochmals in voller Allgemeinheit wie 
im § 10 beweisen, 
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an’ 

+rf= p | gegeben (vgl. (B) auf Seite 211). Hiernach folgt auf 
(1 +2)” 

Grund von Satz II auf Seite 82 aus den Ungleichungen (19) und (1%), daß 
sowohl für positives als auch für negatives x, natürlich immer unter der 
Voraussetzung |x| < 1, stets o (æ) = (1 + z)* ist. Hiermit ist gezeigt, daß für 
alle reellen positiven Zahlen m die Summe der Reihe (7) gleich (1 + ©)” ist. 


Ist m = — m’, wobei m’ irgend eine positive Zahl bedeutet, so ist nach (13) 
2 1 
— m)= ee 
P(- m) rn, 
Da für positives m’, wie soeben bewiesen wurde, p(m’) = (1 + x)” ist, wird 
1 , 
(Ema e RU) ee 
j (1 +x)” i 


Mithin ist die Summe unserer Reihe auch für negative m gleich (1 + x)" 
Wir haben daher das wichtige Resultat: 

Ist m irgend eine reelle Zahl und x eine zwischen den 
Grenzen — 1 und +1 gelegene Zahl, so ist die Reihe 


ee fe Veit ale e 


gleich der m!" Potenz von 1+z, also gleich (1 + ©)”. Infolge dieser 
Eigenschaft führt sie den Namen binomische oder Binomialreihe.! 

Ist |x| > 1, so divergiert die Reihe (7), ausgenommen den Fall, daß m 
eine ganze positive Zahl ‘oder Null ist, wodurch die Reihe abbricht. Die 


Reihe (7) ist daher nur.noch für x =+ 1 und x =— 1 zu studieren. Zu 
diesem Zweck leiten wir zunächst folgenden Hilfssatz ab: 
Die Folge bat (3) A Ty ‚+... konvergiert nach 0, wenn 


m> —1 ist, und divergiert nach + œ, wenn m < — 1 ist. Für 
m =-— 1 haben alle Zahlen der Folge den Wert +1. 


Ist m > — 1, so ist m = — 1 + p, wobei p eine positive Zahl bedeutet. 
Für m =— 1 + p wird 


w E S =p a —p)...n—-p) 


n a NZ, 


rd) 


Die positive Zahl p liege zwischen den zwei ganzen Zahlen l und +1, so 
daB ¿<p<l+1.? Nun ist 


1 Die binomische Entwicklung für ganzzahlige positive Exponenten findet sich 
bereits 1544 bei MICHAEL STIFEL, noch früher bei arabischen Schriftstellern, für 
beliebige reelle Exponenten ist sie eine der bedeutendsten Leistungen von NEWTON, 
vgl. Brief an OLDEMBURG vom 24. Oktober 1676, in den Seite 336 zitierten Opus- 
cula I, 328. 


2? Fürp=2+1 wird m =} und daher PRN 
die Aussage des Textes bewiesen ist. 


m 


Eg ,) = ...0, wodurch 
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Den) 


=1 zu nehmen. Alsdann wird 


$ m 
für l = 0 ist p 


(20) (7) £ (7)-- whi- -)- (1-2) für n >L! 


Ba Pl P positive echte Brüche sind, ist 


en En 
; rp- (i i) +r )<ı 


a na a I 
1 5: ` u 


oder 


Mithin wird 


(21) (2) 1,2; £ le : z) (+2) 


Da das Produkt (1 +r) (1+ T) (1+ +2) ausnahmslos positive 


Bestandteile enthält, ist offenbar 


p p p p p p 
(+25) (ı tria) (12 >it trat 


oder nach (21) 


1 1 1 
lat st +) 


Da die harmonische Reihe (vgl. Seite 298) divergiert, kann die Summe 


a 
aa a” 


! Wir vermerken noch für das Folgende, daß die Glieder der Folge (7) , 
m m p m m p p 
= — . 1 = —l;) i . 1 — — | 0 1 -,) , 
i+1 I i+1 +2 l i+1 +2 
ae A F EN N ee 
+3 l l+1 l+2 wg 
P 


abwechselnde Vorzeichen haben und ihre absoluten Beträge abnehmen, da 1 — 124° 


en .. . positive echte Brüche sind. 
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durch genügend große Wahl von » beliebig groß gemacht werden; mithin 


di m ʻ s : Š 
wird ia , wenn m > — 1, wie wir voraussetzten, mit wachsendem » kleiner als 


jede noch so klein vorgegebene positive Zahl, d. h. es existiert lim mi =0. 
n=0o 
Ist m < — 1, so setzen wir m =— 1 — p, wobei p eine positive Zahl 


bedeutet. Für m =— 1 — p ist 


wN iA a OEM CED e Ep) 
(7)=( U 142. u 


Denia mes} 


Das Produkt rechter Hand, das aus ausnahmslos positiven Größen gebildet 


ist, ist größer als ı + +E t. +E, 


m 1 1 1 
(B> rre +3 + +4): 
1 1 


Da die harmonische Reihe divergiert, kann man 1 + 1 A A 


und daher 


also 


durch genügend große Wahl von n größer als jede noch so große positive 
Zahl machen. Mithin wächst 


(7) mit wachsendem n, wenn m =-— 1 — p, 


also m < — 1 ist, über jeden noch so großen positiven Betrag und divergiert 
nach + œ. 
Mittels des soeben bewiesenen Hilfssatzes läßt sich die binomische Reihe 


für x = — 1 leicht behandeln. Für æ = - 1 lautet sie 
m m m m 
e») Am a e 
Setzt man 
m m m 
(23) 4&4 =} sa =1- (7) (3) tea) 


wobei 2 = 1, 2, 3, ..., so sind dies die Partialsummen der Reihe (22). Wählt 
man in der Gleichung (1), dem Additionstheorem der Binomialkoeffizienten, 


u=-1,»= m, so wird, da Fe =(- 1%, 


poeeme) erl) 


-cw h-(7)+ (2) - (2) la] 


und schließlich ergibt sich aus (23), daß 


(24) 


(25) SS ll y Ri $ ) 3 
Mithin wird 
o al u 
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Ist m gleich einer negativen Zahl — p, also m — 1=-—1- p, so diver- 
gieren nach (26), da m — 1 < — 1, wie der letzte Hilfssatz besagt, die ab- 
soluten Beträge |s,;,| der Partialsummen der Reihe (22) nach + ©; wenn 


also m eine negative Zahl ist, ist die binomische Reihe für x = — 1 nicht 
konvergent. 
Ist hingegen m gleich einer positiven Zahl p, also m — 1 =— 1 + p, so 


folgt aus unserem Hilfssatz und aus der Gleichung (26), da m — 1 > — 1, daß 
lim |s,+,| = 0, also auch lim s,;, = 0, d.h. die Partialsummen der Reihe (22) 
konvergieren nach Null; die. Reihe selbst hat folglich die Summe 0. Für 

=— 1 und m = p wird auch (1 + ©)” = (1 — 1)?= 0? Null, da bei positivem 
Exponenten p unter 0? die Zahl 0 zu verstehen ist. Für positives m ist also 
die binomische Reihe auch in .dem Grenzfall x =— 1 gleich der m*“ Potenz 
von 1+z. Mithin hat man: 

Für &=- 1 konvergiert die binomische Reihe, wenn m>0 
ist, sie besitzt alsdann die Summe Null und stellt also (1 + ©)” dar. 
Für m < 0 ist die binomische Reihe für v = — 1 nicht konvergent.! 

Für x = + 1 lautet die binomische Reihe 


(21) fR) (3) h5) 


Da die absoluten Beträge der Reihenglieder, wie der Hilfssatz besagt, für 
m < — 1 nach + œ diyergieren, kann die Reihe (27) für m < — 1 nicht konver- 
gieren. Ebenso konvergiert sie auch nicht für m =— 1, wo siel-1+1-1+... 
lautet. 

Wir untersuchen nunmehr die Reihe (27) für m > — 1, also m =-— 1 +p, 
wobei p wieder eine positive Zahl bedeutet. Den Fall, daß p gleich einer 
ganzen positiven Zahl ist, können wir außer Acht lassen, da dann die 
Reihe (27) abbricht. Ist l< p< l+1, wobei l eine ganze Zahl bedeutet, 
so haben, wie beim Beweise des Hilfssatzes (vgl. die Anmerkung auf Seite 844) 


gezeigt, die Reihenglieder von (27) mit dem Gliede (7) beginnend abwechselnde 
Vorzeichen, nehmen ihrem Betrage nach ab, und es ist lim a =0. Mithin 
n=00 \ 


ist die Reihe (27) nach dem Lersnizschen Satze (Seite 321) konvergent. Wir 
weisen nunmehr nach, daß die Reihe (27) für m > 0 ebenso wie die Reihe 
(22) absolut konvergent ist. Da für m > 0 die zwei Reihen (22) und (27) 
konvergieren, ergibt sich durch ihre Addition bzw. Subtraktion, daß die zwei 
Reihen 

m m m 
(28) +%)+(4)+(0)+- 


und 
m m m 
29) "++ a 
konvergieren. Da die Reihenglieder von (27) von gewisser Stelle an ab- 


wechselnde Vorzeichen haben, enthält von gewisser Stelle an die eine der zwei 


1 Für m = 0 besteht die binomische Reihe nur aus der Zahl 1, ist also als 
konvergent zu bezeichnen. (1 + x)? würde für x =— 1 der von uns nicht definierte 
Ausdruck 0° sein (vgl. Seite 191). 
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Reihen (28) und (29) ausschließlich positive, die andere ausschließlich negative 
Glieder. Mithin gehen die zwei Reihen 


e BOO 
e HOHO 


aus (28) und (29) hervor, nachdem man die eine Reihe mit — 1 multipliziert 
und außerdem höchstens eine endliche Anzahl von negativen Gliedern in 
positive verwandelt hat. Da (28) und (29) konvergente Reihen sind, trifft dies 
auch für (28°) und (29) zu und folglich für ihre Summe j 


eo + 


d.h. die Reihen (22) und (27) sind für m >0 absolut konvergente 
Reihen. Für m = 0 reduzieren sie sich auf 1. Für -1<m<Oist 
die Reihe (27) zwar noch konvergent, aber nicht absolut kon- 
vergent. Letzteres ergibt sich folgendermaßen: Wäre die Reihe (27) für 
—1<mx<0 absolut konvergent, so würde aus der hierzu erforderlichen 
Konvergenz von (30) auch die Konvergenz der Reihe (22) 


m m m m m 
1) 

folgen; von dieser war aber bewiesen, daß sie für alle negativen m nicht kon- 
vergiertf 

Es soll noch die Summe der Reihe (27) für die Fälle, in denen sie kon- 
vergiert, bestimmt werden. Wir bezeichnen die Reihe (27) mit w(m). Ist 
nun u irgend eine Zahl > 0 und » irgend eine Zahl > — 1, so kann man, da 
y (u) absolut konvergiert!, auf das Produkt y (u). y(x) der zwei konvergenten 
Reihen den Multiplikationssatz für Reihen anwenden und erhält analog zu der 
Gleichung (11) die Gleichung 


(11) y(u). y œ) = y u +»). 


Daß der Ausdruck y (m) für positives m positiv und zwar größer als 1 ist, 
sowie mit wachsendem m wächst, ergibt sich aus denselben Betrachtungen, 
wie sie zu den Beweisen von (A) und (B) auf Seite 340, 341 angewandt wurden, 
wenn man statt |x| < 1 die Zahl x = 1 wählt. Da schließlich y(I)=1+1=2, 
erhält man nach der Gleichung (11’) durch genau das gleiche Beweisverfahren 
wie oben (Seite 341, 342), wenn man dort p durch y ersetzt, für m > 0 den 
Wert von w(m) = 2". 

Wählt man in (11) y =m, v»=-—m’, wobei 0<m’<1, so hat man 
v(m’)-w(- m) =wy(0)=1. Für positives m’ war bereits bewiesen, daß 


ym) = 2” ist. Folglich wird y(- m‘) = = 27”, Zusammenfassend 


können wir folgendes Resultat angeben: 


1 Diese Tatsache ist für den Beweis wesentlich (vgl. Seite 303 und 305). 
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Für ©=+1 hat die binomische Reihe, wenn m irgend eine 
Zahl bedeutet, die > — 1 ist, den Wert 2”, stellt also (1 + æ)” dar. 
Im Falle x= +1 ist die binomische Reihe für m>0 absolut kon- 
vergent, für 0>m> -1 bloß relativ konvergent, für m=s-1 
nicht konvergent. 

Es soll noch gezeigt werden, wie sich die binomische Reihe zur 
numerischen Berechnung von Ausdrücken der Form (1 + x)” be- 
nützen läßt, wobei |æ] < 1 sei. 


Wir setzen: 
(31) ara (Thor (T)ar lt it 
[Ma [m\m-n „„,[m\m-n m-n-1 ajs 
Rn MER +) re er 
m n-m (n —m)(n— m + 1) 
32 = > a Se N a a Ne a 
er GEL ni EE T T 


_(n-m(n-m+ 1)(n— m +2?) s | 
(n + 1)(n + 2)(n + 3) En 

oder 

(83) De (7) "aK, 

wobei 

aE Zei E OE E HE 

und 

(35) nA n-m+t-—i 


7 (el, NAA 


Wir unterscheiden zwei Fälle, je nachdem m > — 1 oder m < — 1 ist; 
der Fall m =— 1, der auf eine geometrische Reihe führt, kann bei Seite ge- 
lassen werden. 

a) Es sei m > — 1, also m +1>0. Sind n und ż irgend welche ganze 


positive Zahlen, so ist a $ ; positiv und nimmt bei festem m und n mit wach- 
sendem ¢ ab; daher ist der durch (35) definierte Ausdruck ,=1-— zi ; 


erstens kleiner als 1 und zweitens mit wachsendem ? zunehmend, also 
Ài i a EA Ag < ... 
Im Falle œ) wähle man die ganze positive Zahl n > m, also n — m > 0. 


Alsdann wird }, = San positiv und folglich auch alle 4, da diese Größen 


mit wachsendem # zunehmen. Zusammenfassend sprechen wir aus: Ist m >- 1, 
so wähle man für n irgend eine ganze positive Zahl > m, alsdann 
ist stets O<4,<1It=1,2,..)undy, <u, <l,<... 

p) Es sei m < — 1, also — m — 1>0. Alsdann ist für irgend welche 


ganze positive Zahlen n und ? der Ausdruck — ne positiv und mithin die 


n+t 


durch (35) definierte Größe ,=1+ ro stets größer als 1 und, da 
bei festem m und n mit wachsendem ? abnimmt, so tut A, das 


Gleiche. Man hat also , >, > h >... >l. 
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Wir beschränken uns im Falle $) auf solche x, die der Ungleichung |x| < 1 
genügen — für andere x konvergiert die binomische Reihe im Falle ĝ) über- 
haupt nicht. Für n wähle man im Falle f) eine ganze positive Zahl von der 
Art, daß 


n—-m 
(86) Tlel<ı, 
also 

—m|x|— 1i 
34 — 


Die Ungleichung (36) läßt sich auch A,|»|< 1 schreiben, da ferner, wie 
bereits bewiesen, ...< A, <A, <A,, sohatman -< Aslo] < Alal < hilal 1. 
Zusammenfassend sprechen wir aus: Ist m< —1 und z eine so be- 
schaffene Zahl, daß |x|< 1, so wähle man eine ganze positive Zahl 

-m|x| —- 1 i 
n > ————— ; alsdann ist stets 

1 — |e] 
O< hal< T und 4la[> tlel > nle, 

(I) x sei eine positive Zahl < 1. Alsdann gelten sowohl im Falle «) als 
auch im Falle f) die Ungleichungen O0<4,2<1(t=1,2,...).' Daher ent- 
halten, wenn man die konvergente Reihe K in der Form schreibt: 

K= (1 — h 2) + (l do £? — NM) + (Ài Ào Àg Auwt — akut... 
bzw. 

K= 1 an) (hy, x SD hi ka?) oe (A, la 4, 0? T li T 1,0%). ..} 

die Klammern nur positive Glieder. Mithin wird 
(38) E E T E EA | 
(auch aus dem Leisnizschen Satz auf Seite 322 zu folgern, da K im Falle (I) eine 
alternierende Reihe mit abnehmenden Gliedern ist). Durch die Ungleichung (88) 
ist die Größe K für positive x geschätzt. 

(II) x sei eine negative Zahl — x’, wobei x’ positiv und < 1 sein soll. 
Alsdann geht (34) über in die Reihe mit positiven Gliedern 
(39) K=1 theth? t hhl +... 


Im Falle æ) ist 0 < 2}, <1 (t =:1, 2,...). Mithin wird 


that. AULE) 
eine Majorante von K, so daß K < DIE Aa Be a IR » Weiter ist im Falle ø) 


li < 2a < å <... Mithin ist das durch (39) definierte K eine Majorante für 
E E Aa 120? E E A + 
Letztere Reihe ist, da die positive Zahl 2, 2’< 1, eine geometrische Reihe mit 


1 ann 
der Summe ge a TF Mithin hat man 
(40) r Pa u a E F aT (,<2). 


1 Im Falle «) konvergiert die binomische Reihe noch für x = + 1; im Falle æ) 
bestand. aber die Ungleichung A, < 1, so daß auch für æ =+ 1 die Ungleichung 
lex < 1 des Textes zutrifft und demnach, wenn m > — 1, die Ungleichung (38) sogar 
noch für s = + 1 gilt. 
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Eine weniger scharfe Schätzung erhält man für die rechte Seite von (40), 


1 
1-7 
Im Falle f) ist ,>1(t=1,2,...). Mithin ist die durch (89) für X 
gegebene Reihe eine Majorante der geometrischen Reihe 


wenn man À, durch die zu große Zahl 1 ersetzt, in 


E r E e E ae E a Lei ae, 
folglich ist i 
I< Ah e AA PAN 
l-g 
Bildet man die geometrische Reihe 
(41) E T E E E E A A E a E 


so ist diese, da die positive Zahl 2, %’< 1 ist, konvergent und hat die Summe 
1 


Tau Da im Falle f) A >, >A,..., so ist (41) eine Majorante der 


durch (39) definierten Reihe, also K < yr Mithin hat man 
IAL 
1+ 1r 1 
(42) i aes o T a EAE E A 


Eine weniger scharfe Schätzung erhält man für die linke Seite von (42), 
wann man 2, durch die zu kleine Zahl 1 ersetzt, in a: 

Zusammenfassend kann man über die Restabschätzung der bino- 
mischen Reihe folgendes sagen: 

Ist x irgend eine reelle Zahl, für die |v«|<1, und wählt man 
eine ganze positive Zahl » nach a) oder 9), je nachdem m >-1 
oder m < — 1, so hat man 


8) (Q@+a"=1+ (i)e (zA + + („")e+2, 


1 2 

wobei 
(33) rea (MX 
und für positives x 
(38) D<i- 0: <K<i, 
hingegen für negativesz=- x 

1 1 h, —- De’ 
(40) eg SEHH, wenn m>-—-1, 
und 

1+(4,—- 1) 

(42) IT EEG wenn m <- l; 


1 Die Relationen (31), (33) und (38) behalten auch noch für z=+1 un- 
verändert ihre Gültigkeit, wenn m >— 1 ist; sie können also für m >— 1 zur 
numerischen Berechnung von 2” dienen. 
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es ist i = ae » In (40) bzw. (42) kann man weniger scharf 
1 ‚a 
aan = Aa K schätzen. 


a Ber. Reihe läßt sich im hainen auch zur Ausziehung 
der s®® Wurzel aus einer positiven Zahl « benützen. Man wähle eine 
positive Zahl a der Art, daß a° der Zahl æ möglichst nahe kommt, jedenfalls 


le — af | < aè ist, also = 


ie see 
= <1. Setzt man gz = % „a0: Tistg ST 


a Q 


i 1 
8 tere nen s RE Er 
Ye=VYora-a=u 14 = all+a)®. 
| a’ 
1 


Auf (1+ 2° kann man die zuletzt abgeleiteten Resultate anwenden. Da 
ei > 0, liegt der Fall «) vor und die Zahl » ist gleich oder größer als 1 
s 


zu wählen. Auf Grund der Relationen (31), (33), (88) und (40) kann man 
folgendes Resultat aussprechen: 


Ist æ eine gegebene positive Zahl und a eine derartig ge- 


und man hat 


wählte positive Zahl, daß, wenn man z =" 


setzt, lol < i ist, 


so wird 
(43) | a i | 
1 2 wi 

wobei 
(44) De 
und n 
(45) a EY O AN E S b AA Aa ie e 
(46) 1< goig < E< HE tar 0>2> - 1. 

BR 
Es ist 4, on; und n kann jede der Zahlen 1, 2, 3, ... bedeuten. 


Es soll Y50 berechnet werden. Wir wählen a? = 4, also a — a? = 1 
1 


3. 
b = — = 
und haben x 5 zu setzen, 1/50 = (145) 3 
Es wird 
oT 1 1 1.3 1 1:3-5 1 
VOR TEE a a En E l 
(+ 49 2.4 49? # 2.4.6 49° 2.4.6.8 "i tR) 


1 Die Relationen (43), (44) und (45) behalten auch für z = Ž 
Gültigkeit bei. 
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Nun ist 
1 = 1,00000 000000 ... 
2,1 _ 0,01020 40816 - 1 _ 0,00005 20616 4 
Re EIZW Eu m 
150: g Testo JI 

2.4.6 495 = 0,00000 05312 4 ... 2.4.6.8 49% >= 0,00000 00067 7 ... 

Mithi nd + 1,01020 461287... — 0,00005 206841 ... 
ın wir 
i ji T + (1,01020 461287 — 0,00005 206843* + R,) < 50 
un 
P V50 < 7. (1,01020 461289* — 0,00005 206841 + R,) 
oder 
A 7 e (1,01015 254444 + R,) < V50 < T» (1,01015 254448 + R,). 
S 18 
TA PA, O 1 
R; = AEREE 0,00000 00000 9 .. IR, 
Ta F 3 
Da } = E wird nach (45) 
1 9 
1-Ż. 5 <K<i oder m <K<1; 

folglich 


0,9 <K<1 und mithin 0,00000 00000 8 < R, < 0,00000 00001 0. 
Daher wird 
7 (1,01015 254444 + 0,000000 00000 8) < 150 < 7(1,01015 254448 + 0,00000 00001 0) 


oder 


A T- 1,01015 254452 < Y50 < Te 1,01015 254458 
oder 


7,07106 781164 < V50 < 7,07106 781206. 
Mithin ist auf 8 Dezimalen genau 


V50 = 7,07106781 ... 
Wir berechnen noch 


|» 


— Ba 1 
4 = _— = — —— 
V48 = V49 - 1 {1 5) 


1 1 1 1 1-8 1 1-3+5 1 
(I m Teer) 
Man erhält 
T» (1 — 0,01025668132? + R,) < 48 < 7+(1 — 0,01025668128 + R,) 


* Die Erhöhung um 2 in der letzten Dezimale fand deswegen statt, weil jede 
der zwei Zahlen, durch deren Addition die Zahl abgeleitet wurde, infolge der Ver- 
kürzung zu klein ist. 

1 Die Erhöhung um 4 in der letzten Dezimale fand deswegen statt, weil jede 
der vier Zahlen, durch deren Addition die Zahl abgeleitet wurde, infolge der Ver- 
kürzung zu klein sein kann. Der Leser beachte, daß bei der Berechnung von 50 


dieselben Zahlen wie bei der von 4/48 zu verwenden sind. 
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oder 
7. (0,98974331868 + R,) < 148 < 7 (0,98974331872 + R,). 


Nach (46) ist 


1 1 1 
1 4 49 
— < K< — 
e A De 
4 49 49 
oder 
196 195 _ 
193 he 192 ° 
rechnet man mit 
Le ZELL 
so ist 
1-3.5 +7 ER a A 
Be (- 5) . K = — 0,00000000009 ... K, 
folglich 
— 0,00000000011 < R, < — 0,00000 000009. 
Daher 


T - (0,98974 331868 — 0,00000 000011) < V48 < 7.(0,98974 331872 — 0,00000 00000 9) 
oder 


7 + 0,98974 331857 < 1/48 < 7- 0,98974 331863 
oder 


6,92820 322997 < 148 < 6,92820323041, 
folglich ist auf 7 Dezimalen genau 


V48 = 6,9282032... 


Da der Rest 
(— (1-2) 2-4)... (n-1-Z)e& 
a a EA RI IA EEE TE 
» s i ; 1:83.89... 
n 


bei positivem x positiv oder negativ ist, je nachdem » eine ungerade Zahl 
2r + 1 oder eine gerade Zahl 2r ist, bei negativem x hingegen immer negativ 
ist, ergeben sich für |x| < 1 aus der Gleichung (48) folgende Ungleichungen: 


a er ee Ere aa < Vo 


1 2 2r 
(47) i <a AAE ANA aN Be 
s s s 
1 2 2r— 1 
r=1,2,...) fir eea >0 
a 


Dagegen ist 
e 
Ve <a een en 
s 8 s 
(48) 1 2 n— 1 


LoEwY, Algebra. 23 
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In (47) und (48) ist für r = 1 bzw. n = 2 die Ungleichung enthalten: 


i . 
Va < ur 
s 
oder 
a a — a 
(49) Ve < a+ —oz- 
sa 


Wie wir von früher wissen (vgl. Seite 196 und 197), gilt die Un- 
gleichung (49) für jedes positive a, wenn « # a° ist, auch ohne daß 


ai < 1 erforderlich wäre. 


die Beschränkung = 
a 

Für die Ausziehung der s*® Wurzel aus « ist folgende Bemerkung nütz- 
lich: Auch für ganzzahliges « wählt man die willkürliche positive Zahl a 


häufig besser nicht ganzzahlig, sondern a = =, wobei A und A irgend zwei 
a — 4 

Me 
ein möglichst kleiner positiver echter Bruch ist. Je kleiner man sich || schaffen 


kann, desto günstiger ist es für die numerische Berechnung! Dann ent- 
wickle man 


ganze positive Zahlen bedeuten, und der absolute Betrag von ë = 


= 
Il 
>| en 
i. 
e 
Il 
=|= 


YE Wa- A) e 
4 i 


s 
1 2 


Z. B. Vi=;V.2 = v0 +1= Sh) 
Die sich durch diese Entwicklung ergebende Reihe konvergiert besser 


als diejenige, die man durch die Entwicklung 


1 
= z 1 
Vie atiii A 


2-4 TT T T a E °% 
erhält. 
Der Leser berechne: 


i 13 ee 5 
V3 = Va 3=  Vin+3= 2 (145) 


§ 18. 


Die logarithmische Reihe und weiteres über die numerische Be- 
rechnung von Logarithmen. 


Bedeutet g irgend eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl 0 Søg < 1, und 
e 
bildet man mit der positiven Zahl 1 — g den Ausdruck log (1 — g), so wird 
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dieser nach dem Satz III auf Seite 236 durch zwei zusammengehörige Defi- 
nitionsfolgen dargestellt in der Form: 


a. 
TET r] 
$ 
n la - N)" — 1) 


Hieraus folgt (vgl. Seite 76), daß 


a) -log -9 = | mE. 
i "la-0 °-1] 


Da |g|< 1, hat man nach dem binomischen Satze: 


1 AO 1-4) (1) 2-4). 
N En De ee a N N E a E 
se 1 1-2 1:23 
1 1 1 1 
Aber ac hr 
1-2.38.4 
1 LEF 4 144) g? fer a. -g 
A M E E a MEES. a E. s 
a O 1 1:3 1:3+3 Big 
1 1 1 1 
es Sa: 2.1.1 ae 
Rs" (1+4) (+4) (+4) 9“ 
ke 
1.2.3.4 
und mithin 
1 rt (1-4) (1-5) 
W iX ze rag PU 2n $ 
T alı (1 g") ee EF 3 g 
) 
(1-4) (1-3) 1-35) 
+ n 2n 3n k 
4 TER 
/ 0 Pis (1+4) (1+5) 
na- el -1+ + 3 ZL gs 
(8) 
(1+4 (1+5) ge 
2n 3n 
y 1 1 4 gi 
Wir betrachten die Reihe 
VER RE 
4 N a 
(4) Are: + z En 5 + 
23* 
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3 A 1 1 1 
Da für n=1, 2, 8, ... die Zahlen ua ee a5 
R ; 3 1 1 
zwischen 0 und 1 liegen und die Zahlen 1 + —,1+—, NETE i Ree 
n 2n 3n 


größer als 1 sind, ist (4) eine Majorante der Reihe (2), und (3) eine solche 
von (4). Hieraus ergeben sich die Ungleichungen: 


= g a-i igi Sie 
n|(1-(1-9)” r a er RES 21 a WE 


? 2; 3, pe Je 


Aus der Gleichung (1) und dem zuletzt abgeleiteten System von Ungleichungen 
folgt nach Satz II auf Seite 82, daß 


e 2 3 

(5) -lgl-9=-1+ + +... 
oder 

e 2 3 
(6) gt-9=--1-%-2 +... 

Wir betrachten noch 
e e 1 - gq? e A e 

(1) log (1 TOT aE A el 


Da, wenn 0S g < 1 ist, auch 0 S g? < 1 wird, ergibt sich aus (6), daß 


e 2 6 
an AE A 
log (1 — 9°) 1 5 


ist. Diese Reihe kann man auch schreiben 
g? 


2 4 6 
EEE SE NR DE E N 


e 
=g) m 0 m — 
(8) lg 1 -M)=0-5 . A A 


Durch Addition der rechts in (5) und (8) stehenden Reihen erhält man 
nach (7) die Reihenentwicklung 


g 


Si 
elg 


e 2 2 
log +=% +o - + 


Da man die Glieder einer konvergenten Reihe beliebig in Klammern zusammen- 
fassen kann, wird 


intel) 


oder 
e 2 
(9) log (1 +9) = Ž -Z 


2 


a S. 
= 


u gt 
7 Tt 
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Die in (9) und (6) vorliegenden Reihenentwicklungen gehen beide aus 

der Reihe 
ki g? ER; 
MR n Vale Ba un 
hervor, je nachdem für x eine positive Zahl g oder eine negative Zahl — g 
gesetzt wird, wobei 0O=9<1 ist. Zusammenfassend können wir sagen: 
Bene a 
2 3 ie 
e 

die zwischen — 1 und +1 liegt (-1<x<1), gleich log(1 + æ). 
Daher führt sie den Namen „logarithmische Reihe.“! Für |z|<1ı 
ist sie absolut konvergent, für |x| > 1 divergent (vgl. Seite 315). 

Für v =- 1 ist die Reihe (10) divergent, da sie aus der harmonischen 
Reihe durch Multiplikation der Reihenglieder mit — 1 hervorgeht. Es soll 
noch gezeigt werden, daß die Reihe (10) für v = + 1 relativ konvergent 


Die Reihe (10) $ — . ist für jede reelle Zahl g, 


e 
ist und die Summe log 2 hat. 
Für x = 1 geht (10) über in 


11 RAS We 
(11) Be” al RT Te 


diese Reihe ist (vgl. Seite 322) relativ konvergent. Zur Bestimmung der 
Summe S der Reihe (11) betrachten wir ihre 2»! Partialsummen 


1 
.- — (n=1,2,...) 


Infolge der Konvergenz der Reihe (11) hat man 
(12) 8 = lim sna 


Nun läßt sich s,, auch schreiben 


San” 1 T 


1 1 1 1 1 
=1 +— + — +... + — - [1l+— +... 4l]. 
2 n 


3 2n 2 
Definiert man 
e 
belte tet mlga (pæl, 8, <+), 
so wird 
e e 
Ba = fant log (2n) — (f,+ log n), 
also 
e 
(13) = fan— fat log 2. 


Von der Folge f, (n = 1, 2, ...) war bewiesen (vgl. Seite 275), daß sie 
konvergent ist, also ist lim /,,= lim f, und mithin lim (f, — fp) = 0. Aus (13) 


1 Über ihre Erfindung vgl. Seite 301. 
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folgt lim s,„= lim (f,,— fa) + log 2 a lim s,,= log 2 oder nach (12) S = log 2, 
d. h. die Reihe (11) hat den Wert log 2. 


Da für |x| < 1 
2 £ w? x? a* 
und demnach 
ME Be fe a T eng 
so folgt durch Subtraktion 
1l+x £ g? a5 
(14) log ltr) 


Durch Umformen der in (14) gewonnenen Reihe gelangt man zu Reihen, 
die man bequem zur Berechnung von Logarithmentafeln verwenden 
kann. p und g seien beliebige positive Zahlen; alsdann ist 


BR E AAE- 
aii P 4i 
q 


zwischen 0 und 1 gelegen, die Grenzen ausgeschlossen, wenn 5 > 1 ist, und 


zwischen — 1 und 0, die Grenze — 1 ausgeschlossen, wenn 0 < sT <1. Man 


kann daher in (14) x = Por d.h. tso = P wählen. Hierdurch erhält 
Ptg.: E A: 
man aus (14) die für das folgende grundlegende Reihe: 
4 - = ı (p-q | 
15 lo (2)\=2|2 TEE 2\ + (2 +. 
> Elg p+q p+4q S\p+gq 


bei der p und q beliebige positive Zahlen bedeuten. Um in (15) eine Reihe 
mit positiven Gliedern zu haben, nehmen wir für das folgende an, daß stets 
p >q ist. 

Bricht man die auf der rechten Seite von (15) stehende unendliche Reihe 
nach ihrem »*" Gliede ab, so ist der fortgelassene Teil 


Pi 1 p—q\2?”+1 1 (= am 
de) a Tr p+q 


1 p u | 
+ 2v +5 (24 +... 


kleiner als die Summe der geometrischen Reihe 


| 1 (2a) 1 p-4q 2v7+3 
2 nl 
2v+i\p+tgq Eur 


(16) 


E iiy Fr | AR. Fr 1 
am 2r +1 \prgq T 23r+1\p*g Te 
p+tqa 
EL. ee. CEN VRR REN E 
2v+1 \p+g Apg (r+ 2p- qg (pT 
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also 


(18) a Sak A 
(27 + 1)-2p -g (p + g”7' 


2r+1 


Bedeutet N eine beliebige ganze positive Zahl und wählt man p = N + 1, 


wA 4 e N+ 1 e e 
q =N, so ergibt sich aus (15), da log = log (N + 1) — log N ist, daß 


N 


e e 1 1 1 
Ei KE. t sch 
ENDEN tan tan | 


Bricht man die rechter Hand stehende unendliche Reihe nach ihrem 
y*n Gliede ab, so ist der begangene Fehler nach (18) kleiner als 


1 
(2v +1)-2N-(N+1)-@N + art 


(20) 


Mittels der Formel (19) kann man den natürlichen Logarithmus jeder 
Zahl finden, wenn man denjenigen der ihr voraufgehenden kennt. Für N=1 


e 
erhält man aus (19), da log 1 = 0 ist: 


e 
g2=2 |, + : 


stz' gt 


Bricht man die unendliche Reihe nach dem 9. Gliede ab, addiert man also: 


2 
-3 = 0,66666 66666 ... iz -r = 0,00001 12900 .. 
AN 0,02469 13580 1 = 0,00000 10263 
DE: i Br ra a 
>. 12 0,00164 60905 = En 0,00000 00964 
Be ee vH 13 . 818 EN 
R n Ba 
7 ° gr = 900013 06421 ... 15° gis = 0,00000 00092 ... 
DR 
-iq ` zur = 0,00000 00009 ..., 


e 
so erhält man 0,6931471800, also log 2 > 0,6931471800. Der bei Berechnung 
1 1 


e 3 
von log 2 vernachlässigte Rest ist nach (20) kleiner als wer a 


e 
i nn - Für die Berechnung von log 2 sind ferner sämtliche 
9 Zahlen des obigen Schemas zu klein, erhöht man jede von ihnen in der 
letzten Dezimale um 1, so werden sie zu groß. Eine solche Erhöhung ergibt 


den Betrag von m - Mithin ist 


oder kleiner als 


11 


log 2 < 0,69314 71800 + Eh 
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e e e 
Aus log 2 > 0,6931471800 und log 2 < 0,6931471811 folgt log 2 =0,69314 718... 
auf 8 Dezimalen genau. 

Statt der Reihe (19) bedient man sich zur Berechnung der Logarithmen 
oft noch stärker konvergenter Reihen. Wählt man in (15) 


p=N’-3N+2=(N+Y)(N-1%, q=N’-3N-2=(N-2(N +1}, 


wobei N eine beliebige ganze positive Zahl sein soll, so wird p +q=2 (N°— 3 N), 
p-q=4 und aus (l5) ergibt sich: 


NINE. - CATP. 5 N; RR 
8 N -s3N-2a "|N®-aNn "3 LNF "5 many 
oder, da 
Si N’-8N+2 £ r g s vg 2 
e Ei e e 
= log (N + 2) + 2log (N — 1) — log (N — 2) — 2 log (N + 1), 
e e e e 
log (N + 2) = log (N — 2) + 2 log (N + 1) — 2 log (N — 1) 
(21) ; £ 
A br ae A E 
N®_3N ' 8 (N’-3N® "5 (NSN 


Bricht man die auf der rechten Seite von (21) stehende unendliche Reihe 
nach ihrem +! Gliede ab, so ist der begangene Fehler nach (18) kleiner als 


427+1 


92r +2 
(2v + 1) (N? — 4) (N? — 1}. (N? — 3 N) -L 


Wählt man N = 3, so erhält man aus (21): 


+ += 


e e WE Be 
log 5 = 21 ee = TEE hr te 
“ 202 +2 |; et et | 


Bricht man die unendliche Reihe nach dem 4. Gliede ab, addiert man also 


A 


2 2 

-p = 0,22222 22222 ..., -5 ° ge = 000000 67740 ..., 
Ba ARD 

s ° gr = 000091 449417 ..., 7" gr = 900000 00597 ..., 


so erhält man 0,2231435506; mithin ist 
e e e 
log 5 > 2- log 2 + 0,22314 35506 oder log 5 > 2 » 0,69314 71800 + 0,22314 35506, 


e 
also log 5 > 1,60943 79106 . 
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e 
Der bei der Berechnung von log 5 vernachlässigte Reihenrest ist 


210 r 6 
<p Ch Son 


Die Erhöhung der letzten Dezimalen der vier Zahlen, die wir oben addierten, 


e 
würde den Betrag -i liefern. Nach der für log 2 durchgeführten Berechnung 


- : 5 a 22 
ist 2. log 2 < 2. 0,6931471811, so daß hierfür eine Erhöhung um Tom gegen 
den zu kleinen Wert 2-0,6931471800 zu berücksichtigen wäre. Mithin ist 


32 


log 5 < 1,60943 79106 + —— 100° 


e e 
Aus log 5 > 1,6094379106 und log 5< 1,6094379138 folgt auf 8 Dezimalen 


e 
genau log 5 = 1,60943791... 

Wählt man p = 2.5 = 10, g= 3? = 9 bzw. p = 5? = 25, q = 23.3 = 24, 
bzw. p = 3* = 81, q = 2t- 5 = 80 — in allen drei Fällen ist p — q = 1 und p 
und q enthalten nur die Primzahlen 2, 3 und 5 als Faktoren —, so ergibt 
sich aus (15) 


$ 10 e e e 1 1 1 3 
(a) log -5 = log 5+log 2-— 2log 3=2 75 rs 4 (5) 


+ 
o| = 
ETS 
z|- 

[4 

+ 


e e e e 3 5 
(b) log 32 = 2og5-3l0g2-10g8=2 |, + : (5) a : (5) +. 


1 TEW 0 en SR, 
(c) log = 4log3- 4log2-log5=2 wT Tr ae ©; 


Durch Auflösen der drei Gleichungen erhält man 


` e 91 
(a’) jogok Tlog -> — 2log 2> + 3 log 3 
} ED RONA. e gI 
(b’) log 3 = 11log -> 3 log -57 + 5log -p° 

£ 81 
(c’) log 5 = 161g — 4 log 2 + 1log S- an 


Aus den gut konvergenten Reihen auf der rechten Seite von (a), (b) 
und (c) bestimmte Apams! mittels der Gleichungen (a’), (b^) und (e’) log 2, 
log 3 und log 5 auf 260 Dezimalen und schließlich auf ebensoviel Dezimalen 
den Modul M = 


e e e 
P der dekadischen Logarithmen aus log 10 = log 2 + log 5 
log 10 
(vgl. Seite 241). 
1 ADAMS, Proceedings of the Royal Society of London, 27, 88 (1878). 
MAA 
LA are! 
aT 
i As 
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Für die dekadischen Logarithmen ist nach der Übergangsformel von einem 
Logarithmensystem zu einem anderen (vgl. Seite 241) 


10 e 
p p 
lo 2) = mio (2): 
s (2 $ q 


folglich ergibt sich aus (15) die grundlegende Formel: 


10 1 en 3 1 p-q 5 
23) lo (2) = au | 2 rA +, (2 TEEI] Ea 
in E g p+q 3\p+tgq 5 \p+g j 


wobei M = 


z = 0,43429 44819 03251... der Modul des dekadischen Loga- 
log 10 

rithmensystems ist. Behält man in der Reihe auf der rechten Seite von (23) 
nur » Glieder bei, so ist der fortgelassene Rest nach (18) bei Berücksichtigung 
des hinzutretenden Faktors M kleiner als 

M(p Fr gyrA w 
(2v + 1)-2pq-(p+ 
Bedeutet N eine ganze positive Zahl wählt man in (23) Re =N+1,q9=N, 


*) 


so erhält man zur Berechnung von wi (N + 1), wenn man ja N kennt: 


10 10 1 1 1 
(24) log (N +1) = log N+ 2M y. E 3.@N+ 1 + 5-@N+ IF +. 
Wie wenig Glieder man zur numerischen Berechnung bei Verwendung 
von (24) benötigt, geht aus folgendem hervor: Bricht man die auf der rechten 
Seite von (24) stehende unendliche Reihe nach ihrem ersten Gliede ab, so ist 
der vernachlässigte Rest nach (*) »=1,p=N+1,9= N) kleiner als 


M — 
3-2-N-(N+1)-@N +1) 


Ist N irgend eine +-ziffrige Zahl, also 10'"!<= N < 10‘, so wird, da M < 0,4343, 
der vernachlässigte Rest 


0,4343 0,4343 
a ers Tg T oder < E Aa a 
baot (0E 1). (2-107 + 1) 6-10. 10°=1.2.10°- 
oder 0,037 
108$- 


Hieraus ax sich die ange 


2M 37 


(25) en an + T 


2M 

aN+1 et y< AR AN 
10 

Für beispielsweise Dr = 1000 wird log 1001 durch den Ausdruck 


2M 2M 
iat 1000 + —— 2001 ” 3+ 2001 


bis auf einen Fehler geliefert, der < Smi ist. 
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Setzt man in der Formel (23) p = N?, q = N? — 1, so erhält man 
10 N: wo _ m 10 
og (wi 7) = 210g N — log (V + 1) - log (N - 1) 


1 1 1 
+ a + aan + > 


EM [zy -1" 3@eN?- 1% " 5@N?- 17% 


LER 


und demnach 


10 1 he 10 
log N = 5 Uog (N + 1) + log (N — 1] 
(26) a 


PAE Y) RSE EE ERNETEN 
NANET AN A 
Wählt man in (26) zuerst N = 2 und dann N = 3, so berechnet man 
10 10 
aus den zwei sich ergebenden Gleichungen, da log 4 = 2 log 2 ist: 


10 1 ER 


10 1 a! Sr vv 3 
l =2 n a LA a 9 Pe a y NER} 
og 3 ulßlz +; sl a er R |+e| Ka + Ji 


Da der Logarithmus eines Produktes gleich der Summe der Logarithmen 
der Faktoren ist, genügt es, um eine vollständige Logarithmentafel zu erhalten, 
sukzessiv die Logarithmen aller Primzahlen zu bestimmen. Ist N eine ungerade 


Primzahl, so sind N +1 und N-1 als gerade Zahlen durch 2 teilbar. 
Mithin kann man 


N+1 


10 Y 
10% (N+1)= De 2 + g & ) und log(N — 1) = PA 2 + 2 (=) 


10 10 N+1 ION aa 
durch log 2, log a ya und log 2 finden. Kir N bestimmt sich alsdann 
durch die Formel (26) aus den bereits bekannten Logarithmen kleinerer Zahlen. 
Die Formel (26) wurde unter anderen bei der Berechnung der großen, nie ver- 
öffentlichten sogenannten „Tables du Cadastre“! am Ausgang des 18. Jahr- 
hunderts und der Vesaschen Tafeln? verwendet. 

Wir machen noch einige Bemerkungen über den Gebrauch von Loga- 
rithmentafeln, insbesondere über die Interpolation oder das Einschieben. 
Eine m-stellige Logarithmentafel verzeichnet für eine Reihe sukzessiv 
aufeinander folgender ganzer positiver Zahlen ihre mit Korrektion gekürzten 
Logarithmen auf m Dezimalen, d. h. solche den Zahlen zugeordnete Werte, die 


sich von den Logarithmen der betreffenden Zahlen um höchstens > . or unter- 


scheiden. Ist £ irgend eine positive Zahl, so soll ihr auf m Stellen 


1 Vgl. LEFORT, Description des grandes tables logarithmiques et trigonomötriques, 
calculćĉes au bureau du cadastre, Annales de l’observatoire impérial de Paris 4 (1858), 
Supplément, S. 130. 

2 G. v. VEGA, logarithmisch-trigonometrische Tafeln, 3. Aufl. Leipzig 1812, 
Einleitung S. XV. 
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mit Korrektion gekürzter. Logarithmus, wie man ihn in der Loga- 


10 
rithmentafel verzeichnet findet, mit log* & bezeichnet werden; es 
ist also 


= 1 1 In A 1 1 
MES. D < en 
og WET, < log* < log ë + HET 
so daß 
10 10 1 1 
(27) log E- log* is—- 10” 


Alsdann gilt folgender Satz: 

Ist @=N+h, wobei N irgend eine ganze positive Zahl >1 
und h einen positiven echten Bruch bedeutet, und bildet man, wie 
man sagt, durch lineare Interpolation den Ausdruck 


10 10 10 
(28) J=logN+h (oa (N + 1) — log* N) 5 


10 10 
so unterscheidet sich J von log@=log(N +h) um weniger als 
A 0,0543 > 
mt mie ist also 


10 t | 0,054 


(29) 
Zum Beweise bilden wir 


10 10 10 10 10 
(80) R=log(N+MW)-J=log(N+h) - logXN —h gt (N +1) — log* N). 


Setzt man 
10 10 10 10 
(31) a = log“ N — log N, &' = log* (N + 1) — log (N + 1), 
so bestehen nach (27) die Ungleichungen 
pasig Ae Eao 
(82) deze SFN 
Infolge von (31) geht (30) über in 
10 10 10 10 
R = log (N + h) — log N — e — » [log (8 + )+e€-lgN — al 

oder 

R iai h E 1 ; 
(33) = iog (1427) - hog (1 +) -su-m-en. 


1 
Da 2 und N positive echte Brüche sind, wird, wie sich aus der Ent- 


wicklung der logarithmischen Reihe (10) ergibt, 

a h h h? h? ht 

l S EEE a alie 
o (1) u(y an? t 30° N ) 


10 

1 1 1 1 1 
1770 FR. R a RER i y 
og ( +) (7 aM: t 3m TN ); 
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wobei der Faktor M hinzutritt, da es sich um Logarithmen für die Basis 10 
handelt. Multipliziert man die zweite dieser Reihen mit % und subtrahiert sie 
von der ersten, so erhält man nach (33) 


h-1% h= h? h— ht } 
(34) R= a4 JN? ASENET = ea-m-en. 
Da 0 < k < 1, nimmt 
1—4 1-h 1 

—— = h ee h + neh angel Na u at a E 

gt 22 m FIET TETOR h 
wenn ķ irgend eine ganze positive Zahl = 2 bedeutet, einen kleineren Wert 

k 

als 2 an, und, da N= 2, ist 1i or ein echter Bruch, folglich auch 


k kW N 
ae Be 
Mithin ist 
ERT EN 
EDIT Ne 


Die auf der rechten Seite von (34) als Faktor von M auftretende Reihe ist 
also eine alternierende Reihe mit abnehmenden Gliedern und hat als solche 


a 
nach dem Leisxızschen Satze (vgl. Seite 322) eine Summe, die < Ir 
ist. Mithin ergibt sich aus (34) bei Beachtung der Ungleichung (3) auf Seite 83: 

h- 
(85) IR < MË + el. - Al+lel-Inl. 
Da lale a Je ten A = A a AU = By ie 
2 T0". |< -= 3 "Tom und ferner h — (1—- hs 


i E ' 
kleiner als T ist, wenn % einen positiven echten Bruch bedeutet, so folgt aus 


(35) die Ungleichung 


Be. ` 


{1 — h] + Jkl}. 


Für den positiven echten Bruch + ist |1 — k| = 1 — k und |h| = h; ferner 
ist M < 0,4343. Mithin wird 


( 048 1 1 
IRIS NT + 3° T 
(37) oder 


|R| < 


0,0548 1, 1 
Na > EE T eg 
Hiermit ist die Richtigkeit der Ungleichung (29) bewiesen. 


1 Für k = 2 hat man h + 1. 
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Wir legen uns noch die Frage vor: Wie groß muß die Zahl N gewählt 
werden, damit für irgend eine zwischen N und N +1 gelegene Zahl G der 


durch die Vorschrift (28) bestimmte Ausdruck J sich von A G höchstens um 


1 
10m unterscheidet? 
0,0543 1 1 1 3 
Damit -F + -z'o < Tom wird, muß 
(38) N? > 10” . 0,1086 


sein. Ist m eine gerade Zahl 2%, so wird die Ungleichung (38) erfüllt, wenn 
man N > 10* wählt; ist m eine ungerade Zahl 2k +1, so wird die Un- 
gleichung (38) befriedigt, wenn man N > 10%. Y1,086 oder N= 10*. 1,043 
wählt. Mithin hat man das Resultat: 


Der durch Interpolation nach (28) bestimmte Ausdruck unter- 
10 


scheidet sich von log@ um weniger als 1, wenn für gerades m 


1 
10” 
m m-1 

die Zahl N= 10°? und für. ungerades m die Zahl N= 10 ? .1,048 ist. 

Unsere Logarithmentafeln verzeichnen die mit Korrektion gekürzten Loga- 
rithmen aller (@ + 1)-ziffrigen ganzen Zahlen, d. h. aller ganzen Zahlen N, die 
der Ungleichung 10° < N < 10'*! genügen, wobei i eine feste positive Zahl 
ist; z.B. tabuliert die Vesasche T7-stellige Logarithmentafel log“ N für alle 
fünfziffrigen ganzen Zahlen. Sind die Logarithmen aller (@ + 1)-ziffrigen Zahlen 
tabuliert;, und hat man den dekadischen Logarithmus irgend einer positiven 
Zahl ë zu finden, so ist ë durch Multiplikation mit 10”, wobei n eine geeignete 
ganze positive oder negative Zahl oder Null ist, in die Form 10” = G zu 
bringen, wobei der ganzzahlige Bestandteil von @ a (ùi + 1) R ent- 


hält, also 10° S G <10°t}, Aus 10” ë = G folgt, daß log & =—-n+ 1% G ist. 
Um mittels einer m-stelligen Logarithmentafel nach (28) durch 


10 
lineare Interpolation eine von log@ höchstens um 1 in der 
m‘® Dezimale abweichende Zahl zu erhalten, muß die Logarithmen- 
tafel, je nachdem m gerade oder ungerade ist, die Logarithmen 
aller F+1)- bzw. (+) -ziffrigen ganzen Zahlen, mit Kor- 
rektion auf m Dezimalen gekürzt, enthalten; für ungerades m ist 
zur Erzielung der gewünschten Genauigkeit noch eine Ergänzungs- 


Ze +2)-zift- 


tabelle beizufügen, welche die Logarithmen aller (” 


m—1 


Maar. Since 
rigen ganzen Zahlen zwischen 10 ° und 10 K enthält, wobei K 


die kleinste (= — +1)-ziffrige ganze Zahl bedeutet, die der Un- 


! Der durch Interpolation bestimmte Ausdruck (28) braucht nicht der mit 
10 10 


1 
Korrektion gekürzte log% Œ zu sein, da sich log @ von (28) um mehr als 2 10” 


unterscheiden kann. 
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m—1 


gleichung X=1,043 - 10 $ genügt. Zur Erzielung der gewünschten Genauig- 
keit genügt also bei einer vierstelligen Logarithmentafel die Tabulierung der 
Logarithmen aller ganzen Zahlen von 100 bis 1000, bei einer fünfstelligen das 
nämliche unter Beifügung der Logarithmen der Zahlen von 1000 bis 1050. Ent- 
nimmt man z. B. einer fonfrielan: Logarithmentafel für dreiziffrige Zahlen die 


Werte a 275 = 2,43933, log* 276 = 2,44091 und berechnet nach der Formel 
der linearen Interpolation 


2,4893838 + —— 3e, 44091 — 2,43933) = 2,43933 + 3 - 0,000158 = 2,439804 , 
so unterscheidet sich der in einer fünfstelligen Logarithmentafel, die die 


Logarithmen aller vierziffrigen Zahlen enthält, befindliche mit Korrektion ge- 


10 
kürzte Logarithmus log* 2753 von der berechneten Zahl 3,43980 höchstens 
um 1 in der letzten Dezimale, er kann also lauten 3,43979 oder 3,43980 oder 
3,43981. In fünfstelligen Logarithmentafeln für vierziffrige Zahlen ist 


10 10 N 

log* 2753 = 3,43981 verzeichnet, d. h. log 2753 liegt zwischen 3,43981 — Pe 
1 - u: ; : - 

und 3,43981 + —_— Te Um sich bei einer siebenstelligen Logarithmentafel 


linearer Interpolation bedienen zu können, ist die bloße Tabulierung der Loga- 
rithmen aller vierziffrigen Zahlen nicht ausreichend, sondern mindestens eine 
Zusatztabelle für die Logarithmen aller ganzen Zahlen von 10000 bis 10430 
erforderlich. Die Vesaschen siebenstelligen Logarithmentafeln enthalten weiter- 
gehend die Logarithmen sämtlicher fünfziffriger ganzer Zahlen analog wie die 
fünfstelligen Logarithmentafeln die Logarithmen aller vierziffrigen ganzen 
Zahlen. 

Zur bequemeren Berechnung des Ausdruckes (28) findet man’ auf jeder 
Seite einer Logarithmentafel sogenannte Proportionaltäfelehen. Diese 
geben die auf der betreffenden Seite vorkommenden Tafeldifferenzen 


10 10 
D = log* (N +1) - log N 
an und ferner auch die Proportionalteile (Partes proportionales, P. p. bezeichnet) 


2-90 8D 9D 
%.-.18..%.- T 
Da k zumeist in Form eines Dezimalbruches gegeben ist, erleichtert dies die 
nach (28) bei der Interpolation auszuführende Berechnung. 

Zehnstellige Logarithmentafeln, bei denen nicht die Logarithmen aller 
sechsziffrigen Zahlen verzeichnet sind, erfordern sogenannte quadratische.Inter- 
polation statt der linearen, so die Tafeln des Tuesaurus von Veaa!, der nur für 
die fünfziffrigen Zahlen zehnstellige -Logarithmen verzeichnet. 

Die Lösung der umgekehrten Aufgabe, bei gegebenem Logarithmus den 
Numerus zu finden, läßt sich nach dem Voraufgehenden kurz behandeln. Sind 


1 G. von VEGA, Thesaurus logarithmorum completus, Leipzig 1794, vgl. hierzu 
das oben Seite 228 zitierte Buch von LÜROTH, S. 107. 
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in einer m-stelligen Logarithmentafel die Logarithmen aller (č + 1)-ziffrigen 
0 


1 
ganzen Zahlen verzeichnet, und ist die Aufgabe gestellt, aus log ë = y bei ge- 
gebenem y die Zahl & zu bestimmen, so suche man zunächst eine ganze Zahl v 


1 
von der Art, daß, wenn man für die Zahl G = 10" ë bildet: log G =n +y, 


10 
der ganzzahlige Bestandteil von log @ zwischen die zwei ganzen positiven 
Zahlen ¿ und © + 1 zu liegen kommt, also @ selbst (i + 1)-ziffrig wird. 
Entnimmt man der Logarithmentafel zwei ganze Zahlen N 


10 10 10 
und N +1, so daß log* N < log G < log*(N + 1) ist und bildet 


ka es 
T-N+ og@-log“N 


10 10 : 
log* (N + 1)— log“ N 
so unterscheidet sich dieser Ausdruck von dem wirklichen Werte 
der gesuchten Zahl @ um weniger als 
1,1, 0,0543 
# 10" "a 
10 10 j 
log* (N + 1) — log* N 


es ist also 
tu 0,0543 


2" 10” N: 
(39) Here rar 


log* (N +1)- log“ N 
Bildet man nämlich 
foi G log* N 
og U — 108 
log* (N + 1) — log“ N 


10 10 10 m 
L Jog @ = llog% N + (@ - N) (logt WY + 1 - log% M)) 


10 10 y 
log* (N + 1) — log* N 
so ist der absolute Betrag des Zählers nach (28) und (29) kleiner als 
Wai 0,0543 


2 m ty 


womit die Ungleichung (39) bewiesen ist. 


-G 


g 14. 
Unendliche Produkte. 


In ähnlicher Weise wie Summen von unendlich vielen Summanden führt 
man auch Produkte von unendlich vielen Faktoren ein. qa,, Qg, g, ... sei 
irgend eine unendliche Folge reeller Zahlen. Bildet man aus ihaẹn zunächst 
rein formal 
(1) Qi ° Qa’ ag ooo; 
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so heißt dieser Ausdruck ein unendliches Produkt. Aus einem solchen 
kann man folgende Produkte aus endlich vielen Faktoren ableiten: 
D TPS P = a ls, Fo = Qt lg a ann Pa m a a A 

Die Zahlen P, P,,... heißen die Partialprodukte des unend- 
lichen Produktes (1). 

Definition: Konvergiert die Folge P,, P}, ... nach einer be- 
stimmten, zu Null ungleichen Zahl P, so heißt das unendliche 
Produkt (1) konvergent und die Zahl P, nach der die Partial- 
produkte P,, Pi, ... konvergieren, der Wert des unendlichen Pro- 
duktes (1). 

Nach dieser Definition sind solche unendliche Produkte, bei denen sich 
die Partialprodukte P,, Pa, ... der Grenze Null nähern, nicht als konvergent 
zu bezeichnen; sonst würden anders wie bei Produkten einer endlichen An- 
zahl von Faktoren unter den konvergenten Produkten nicht nur solche zu be- 
handeln sein, die den Wert Null haben, weil sie einen verschwindenden Faktor 
enthalten, sondern auch solche, die verschwinden, ohne einen verschwindenden 
Faktor zu besitzen; von letzterem Typus wäre z. B. das Produkt aus den 
reziproken Werten aller ganzen positiven Zahlen. Produkte, die nicht konver- 
gieren, heißen divergent; zu ihnen gehören im besonderen auch diejenigen, 
für die lim P, = 0 ist. Divergente Produkte, die nieht den Wert Null haben, 
kann man ähnlich den unendlichen Reihen (vgl. Seite 297) in eigentlich diver- 
gente und oszillierende Produkte einteilen. 

Für die Konvergenz der Folge P,, P, ... ist notwendig und hinreichend, 
daß sich zu jeder positiven Zahl e eine ganze positive Zahl Z finden läßt, so 
daß für alle ganzen Zahlen l} =? die Ungleichungen 


(3) |\Pu+o- P.| < È (o = ie 2, 3, . 25) 


bestehen (vgl. Ungleichungen (4’) auf Seite 271). Ist lim P, = P, wobei P0 
ist, so kann man eine ganze positive Zahl % derart bestimmen, daß 


(4) > isat für alleo e S01, 2,... 


(vgl. den Beweis unter Absatz 2 auf Seite 272). Ist P #0, so verschwindet 
keine der % Zahlen |? |, |P2|, -. ., | A. |, tag denn für P ist es voraus- 
setzungsgemäß ausgeschlossen und das Verschwinden einer der Zahlen P,, 
Ps, -n Py würde, da P= a, P,_ı ist, das Verschwinden aller Partial- 
produkte P, für n = k und demnach, im Widerspruch mit der Voraussetzung, 
lim P,=0 nach sich ziehen. Wählt man eine positive Zahl A, die nur der 
Bedingung unterworfen sein soll, kleiner als die kleinste der k% positiven Zahlen 


BB] Fa! zu sein, so ergibt sich bei Beachtung von (4) das 
2 8 g 

System von Ungleichungen 

(5) |P,|> 4, wobei ọ = 1, 2, 38, ... 


Umgekehrt schließt die Existenz irgend einer positiven Zahl A, für die die 
Ungleichungen (5) bestehen, aus, daß lim P,= 0 (vgl. Absatz 3 auf Seite 272). 
Mithin hat man: 


Loewy, Algebra. 24 
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Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Kon- 
vergenz eines unendlichen Produktes (1) ist das Bestehen der Un- 
gleichungen (8) und die gleichzeitige Existenz wenigstens einer 
positiven Zahl A, für welche die Ungleiehungen (5) stattfinden. 

Ehe wir uns allgemein mit unendlichen Produkten beschäftigen, schalten 
wir eine Bemerkung über die Darstellung von Logarithmen dureh un- 
endliche Produkte ein. Ist % irgend eine positive Zahl, so ist (vgl: 
Seite 241 (34), sowie Satz VI auf Seite 276) 


e - | 
x An ya Ale tea: N Tan: Sata 
u % Zu 
x“ + xv“ + x“ +1 
2 2 y 2 


log & i 1 
a A f 
2 + "+1 
B ne 
oder durch Übergang zu den reziproken Werten 
X 4 4 
e e a R a E 
(6) lim era ir e E 
log æ 
Mithin ist das unendliche Produkt 
1 t 3. 
(7) a EI, gti atti 
2 2 2 


für alle positiven Zahlen & # 1 konvergent, da seine Partialprodukte nach der 


zu Null ungleichen Grenze BE konvergieren; auch für = 1 ist das Pro- 
log x 
dukt (7) konvergent, und zwar hat es dann den Wert 1, da alle seine Faktoren 


e 
gleich 1 sind. logz läßt sich also für alle positiven x mit Hilfe des 
unendlichen Produktes (T) darstellen in der Form 


° z—1 
(8) logx = f T T 
s? +1 na E | 
2 2 2 


e 1-— 
EELA td 4 
S Dan e 


wobei x jeden positiven Wert annehmen darf (vgl. Seite 241, Formel (33)). 
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Wir wenden uns wieder zu der allgemeinen Behandlung von unend- 
lichen Produkten, für die (1) der symbolische Ausdruck ist. Wählt man 
in der Ungleichung (3) «= 1, so erhält man als notwendige Bedingung 
für die Konvergenz eines unendlichen Produktes |P,+ı — P,|<e oder, 
da P, +1 = Pı tye ist, |P |-| -il<e. Hieraus folgt nach (5), daß 
(arrim t< A für ale, =l Da 7 ebenso wie & jede beliebige positive 
Zahl bedeutet, besagen die letzten Ungleichungen, daß sich zu jeder positiven 
Zahl ô eine ganze positive Zahl } finden läßt derart, daß für 4 =Z stets 
|@&,+ı — 1|< ô, d.h. für die Konvergenz eines unendlichen Produktes 
ist lim (a,— 1)=0 oder lima,=1 eine notwendige Bedingung. Daß 
diese Bedingung nicht ausreichend ist, wird sich aus dem folgenden ergeben 
(z. B. aus Satz III und der Tatsache, daß die harmonische Reihe divergiert). 

Da für konvergente unendliche Produkte a, -a,a,... stets lima,= 1 
sein muß, schreibt man gewöhnlich die Faktoren des unendlichen Produktes (1) 
in der Form a,=1+u,(n=1,2,...), also das zu untersuchende Produkt 
selbst in der Gestalt 


(1) A+u),di+a)l+u) (1 + ua) -os 


wobei U, Us, Ug -.. beliebige reelle Zahlen bedeuten. Die für die Konver- 
genz des unendlichen Produktes (1) abgeleitete notwendige Be- 
dingung lautet alsdann lim u,= 0. 

Nur aus dem Grunde, weil wir uns des folgenden einfachen Satzes mehr- 
fach bedienen werden, formulieren wir ihn besonders als 


Satz I. Die unendlichen Produkte 
ta) (l + Urpo) (l F Urte). eo 
(1 + u). (tt)... (1 +t). (1 + urti)’ (l E MH)... 


von denen das zweite aus dem ersten durch Vorsetzen einer end- 
lichen Anzahl von k Faktoren hervorgeht, sind, wenn keine der 
k Zahlen u,, U3, ».., 4, gleich —1 ist, gleichzeitig konvergent 
oder nicht konvergent. 

Das zweite Produkt unterscheidet sich von dem ersten nur um den end- 
lichen Faktor (1 +u,)-(1 + u,)...(1 + a,), der nicht verschwindet, da keine der 
Zahlen uz, Uo,» Up gleich — 1 sein soll. Konvergiert daher das erste Produkt 
nach P’, so konvergiert das zweite nach P = P’ (1 + m). (1 + u)... (1 + u); 
ist umgekehrt bekannt, daß das zweite Produkt nach P konvergiert, so folgt, 

} P 
daß das erste nach P'= TEE AT 
so trifft es auch für P’ zu und umgekehrt. Hiermit ist Satz I bewiesen. 

Den weiteren Betrachtungen schicken wir die Ableitung des folgenden 
Hilfssatzes voraus: 

Sind m, T3, ..., zz, positive echte Brüche, so besteht die Un- 
gleichung: 

(U) (1 — m). (1 — ma)... (1 — Am) > 1 — (m + ngt... H an). 
Aus 


und 


konvergiert. Ist P#0, 


1- m). (1 — n) = 1 — m + nm) + qi 
folgt offenbar : ; i Ar 
1-m(d-mW)>1-m+m), 
24* 
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d. h. die Ungleichung (U) ist gültig für m = 2. Nimmt man die Ungleichung (U) 
für irgend eine ganze positive Zahl k als erwiesen an, so erhält man aus 


1t—-n),(1-)...1-n)>1-m+tmr... +7) 
durch Multiplikation mit der positiven Zahl (1 — r,+,) die Ungleichung 
1—- na), il n)...1-n)1- T )>1- um +rnm+... +9) —- Tr 
+, + +...+7,) NH 
oder um so mehr, wenn man rechter Hand einen positiven Bestandteil fortläßt, 
(1 = m) (1 — n)... (1 — nm) 1-4) >1- m + am t... + Tgp), 


d. h. die Ungleichung (U) gilt auch für die auf % folgende Zahl k + 1 und ist 
mithin durch das Verfahren der vollständigen Induktion allgemein bewiesen. 


Satz II. Sind Pi, Pa, --. irgend welche positive Zahlen, so 
konvergieren die unendlichen Produkte 


(10) (1-p)- 1-2)... 
und 

(11) AFNA Ep). 
wenn 

(12) Pi tort.. 


eine konyergente Reihe ist; dabei ist für die Konvergenz des Pro- 
duktes (10) jedoch noch vorauszusetzen, daß keine der Zahlen p,, 
Py «+; gleich 1 ist. 

Wir wählen eine feste positive Zahl B, die kleiner als 1, sonst beliebig 
sein soll. Da die Reihe (12) konvergiert, muß sich eine ganze positive Zahl k 
finden lassen, so daß der Rest der Reihe (12) 


(13) Ry= Prya + Prta +: B 


ist (Satz III, Seite 300). Alsdann sind die positiven Zahlen 2,41, Perpos- 
echte Brüche. Setzt man 


(14) N =(1- Part) (1 — Pr +2) e.. (L — Mr 


wobei ø die Werte 1, 2, 3, ... durchläuft, so ist offenbar 
(15) N, m > N >. 


denn jede folgende Zahl geht aus der voraufgehenden durch Multiplikation 
mit einem positiven echten Bruch hervor. Nach der Ungleichung (U) ist 


N >1- (Br + Dirs + --- + 240) 
oder nach (13) wird 


(16) a Er RE 


wobei 1 — B ebenso wie B ein positiver echter Bruch ist. Infolge der Un- 
gleichungen (15) und (16) konvergiert (Satz V, Seite 274) lim N, nach einer 


Zahl, de = 1 — B, also ungleich Null ist. Folglich konvergiert auf Grund 
der Definition das unendliche Produkt 


(17) (1-94) - Pr): 
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Da bei Untersuchung des unendlichen Produktes (10) nach Voraussetzung 
eine jede der Zahlen p, # 1 ist, konvergiert dieses, wie bewiesen werden 
sollte, und zwar auf Grund von Satz I; denn es unterscheidet sich (10) von (17) 
nur um den nicht verschwindenden endlichen Faktor 


1-p)-(t-Pp)...(1-P)- 
Behält man die obigen Bezeichnungen bei, so ist 
ks Pto = (A = Pto (l E Pit) <1; 
da die Zahlen p,+, (0 = 1, 2, ...) positive echte Brüche sind. Mithin ist 


(18) 1+ Pito < 1 (i a ee) 
— Pk+o 

Definiert man 

(19) Ms = (1 + Prti) (1 + Prto) -e (1 + Prto)s 

so ist offenbar 

(20) M, < M< M<... 


da jede dieser Zahlen aus der voraufgehenden durch Multiplikation mit einem 
Faktor, der > 1 ist, hervorgeht. Aus der Ungleichung (18) ergibt sich nach 


(14) und (19), daß M, < - oder nach (16), daß 
o 


1 
(21) Me < 125 (e= 1, EEE a 


Auf Grund von Satz IV auf Seite 274 konvergiert lim M„ nach einer 


n=00 
Zahl; diese ist ersichtlich 4 0, da alle Faktoren, die bei der Bildung von M, 
benützt werden, > 1 sind. Mithin ist das unendliche Produkt 


(22) (1 + Prti). (l + Pit) eee 


auf Grund der Definition konvergent und folglich nach Satz I auch das un- 
endliche Produkt (11), das sich von (22) nur um den endlichen positiven Faktor 
(1 + pı): (1+ po)... (1+ p,) unterscheidet. 


Satz III. Sind pı, P, -.. irgend welche positive Zahlen, so 
sind die unendlichen Produkte 
(10) 1-p)-A-Pp)... 
und 
(11) 1+p)-A+Pp)... 


nicht konvergent, wenn die Reihe 
(12) Atptpt..- 


divergiert. Das Produkt (11) divergiert alsdann nach + œ. Sind 

die Zahlen pi, P, -.. zudem von gewisser Stelle an ausnahmslos 

positive echte Brüche, so hat das Produkt (10) den Wert Null. 
Offenbar besteht die Ungleichung 


(23) AEP EDD d+pJ„>1lrpg #r+t:.. +2): 
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wobei n jeden der Werte 2, 3, ... annehmen kann. Divergiert die Reihe (12), 
so wachsen die Partialprodukte von (11) auf Grund der Ungleichung (23) über 
jeden noch so großen Betrag hinaus, d. h. das unendliche Produkt (11) diver- 
giert nach + œ. 

Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung des unendlichen Produktes (10) 
unter der Voraussetzung, daß die Reihe (12) divergiert. Enthält letztere unend- 
lich viele Glieder pa, die > 1 sind, so ist die für die Konvergenz eines 
unendlichen Produktes notwendige Bedingung lim p, = 0 nicht erfüllt (vgl. 
Bemerkung 3 auf Seite 272). Das Produkt (11) ist also in diesem Fall nicht 
konvergent. Es bleibt demnach nur noch zu untersuchen, daß die Reihe (12) 
divergiertt und dabei nur endlich viele Glieder p, aufweist, die > 1 sind. 
Dann müssen von einer gewissen Stelle k an 9,41, Pr+os --. positive echte 
Brüche oder gleich 1 sein. Ist eine der Zahlen 9,41, Pr+2; -.. gleich 1, so 
ist das Produkt (10) Null, also nicht konvergent. Sind nun 941, Pretos + 
ausnahmslos positive echte Brüche, so besteht, wie aus (18) und (23) folgt, die 
Ungleichung 


1 
(24) 1-94)-(1-M+).-- (l- Drro) < 


1 + (Prti H Prita + H Dit) 
Da die Reihe (12) divergieren soll, trifft dies auch für ihren Rest 
Prti H Prtot. 


zu. Folglich läßt sich die Summe p,+ı + Pepo +- -. +Pr+o durch genügend 
große Wahl von o größer als jede noch so große positive Zahl machen. Mithin 
konvergieren nach (24) die Partialprodukte des unendlichen Produktes 


(17) (1 — Peta) (l — Prya) (1 Pro). -- 
nach Null. Gleiches trifft demnach auch für das unendliche Produkt 
(1 — pı): (1 — Pa)... zu, das sich von (17) nur um den endlichen Faktor 


(1 — pı): (1 — pə) =.. (1 — p,) unterscheidet. Das unendliche Produkt (10) ist 
alsdann nicht konvergent, denn als nicht konvergent gelten auch solche un- 
endliche Produkte, deren Partialprodukte nach Null konvergieren. Hiermit 
sind alle Aussagen des Satzes III bewiesen. 


Als Anwendung des Satzes III schließen wir, daß die Reihe 
1 1 1 


2 4 8 
z’—1 x’—1 æg“ — 1 
TEET A ra. a ee ET es 


für alle positiven Zahlen x konvergiert; dies ergibt sich, wenn man das kon- 
vergente Produkt (7) für v > 1 in der Form 


1 1 1 

2 4 5 

g1 æ“ — 1 æ` — 1 
1+—— |) |\1+#— |: ——— |... 
i 2 Eh: 2 [Er 2 | 


schreibt. 
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Sind u, W, -.. beliebige reelle Zahlen, so kann ein unendliches Produkt 
a) (1 + y) (l + ua): (tm)... 


das unendlich viele negative Faktoren enthält, niemals konvergieren, da alsdann 
nicht die Bedingung lim u„= 0 erfüllt ist. Mithin muß man bei konvergenten 
Produkten eine ganze positive Zahl k so bestimmen können, daß 


OLI F hto oder = L< iga (e=1,2,.... 


In (1) können daher höchstens k Faktoren negativ sein. Wenn wir im folgenden 
unendliche Produkte von der Form 


(25) ER... 


betrachten, bei denen ausnahmslos v, > — 1 sein soll, so ergibt sich aus ihnen 
jedes konvergente Produkt durch Vorsetzen einer endlichen Anzahl zu Null 
ungleicher Faktoren. Wir beweisen nunmehr folgenden Satz, durch den die 
Untersuchung irgend weleher unendlicher Produkte auf die von unendlichen 
Reihen zurückgeführt wird: 

Satz IV. Ist 


(25) (1 +r) (1 +r)... 


ein unendliches Produkt, beidem jede der Zahlen »„>—1 (n=1, 2,...), 
so zieht die Konvergenz des unendlichen Produktes (25) die der 
unendlichen Reihe 


(26) log (1 + 7) + log (1 +r) +. 


nach sich und umgekehrt. Ebenso divergieren (25) und (26) gleich- 
zeitig nach + œ; ferner bedingen die Divergenz der Reihe (26) nach 
— œ und die Tatsache, daß das unendliche Produkt (25) den Wert 
Null hat, einander gegenseitig. 

Bezeichnet man die Partialprodukte des unendlichen Produktes (25) mit Q,, 
die Partialsummen der unendlichen Reihe (26) mit s,, also 


Qa = (1 + r) (1 + r). oe (1 E m); 


e e e 
Sn = log (1 + 7,) + log (1 + n) +... + log (1 + vn), 


Bo ist s= log Qn und Qna = e°”. Ist die Reihe (26) konvergent, d.h. gibt es 
eine Zahl S von der Art, daß S = lim s,, so ist lim e°” = e° (Satz III, Seite 288), 
und da e°#0, so sind die Bedingungen dafür erfüllt, daß das unendliche 
Produkt (25) konvergiert. 

Existiert umgekehrt lim Q, = Q und ist Q eine zu Null ungleiche Zahl, 
so kann man, da Q, als Produkt von » positiven Faktoren selbst positiv ist, 
e » e e 
log Qn bilden. Aus lim Q„, = Q folgt alsdann lim log Qn = log Q (Satz II auf 


e 


Seite 287), d. h. lim s, = log Q. Folglich ist die Reihe (26) konvergent. 
Ist lim s = + œ, so ist lim e” = +œ (vgl. Seite 296), d. h. es ist 
lim Q, = + œ oder das unendliche Produkt (25) divergiert nach + œ. Um- 


e 
gekehrt folgt aus lim Q, = + œ, daß lim log Qn = +œ oder lim s, = + %, 
d. h. die unendliche Reihe (26) divergiert nach + ®. 
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Ist lim s, = — œ, so ist lim e” = 0 (vgl. Seite 296), d. h. es ist lim Q,=0 
oder das unendliche Produkt (25) hat den Wert Null. Ist umgekehrt be- 
e 
kannt, daß lim Q, = 0 ist, so folgt hieraus lim log Q, = — œ, d.h. es ist 
lim Ssn = — © oder die Reihe (26) divergiert nach — œ. 
Hilfssatz I. Sind pı, P2, --- irgend welche positive Zahlen, so 
konvergieren die zwei Reihen 


(12) P tpt... 
und 
e e 
(27) log(1+p)+logli+p)+... 


gleichzeitig bzw. divergieren sie gleichzeitig nach +. 

Eine konvergente Reihe (12) bedingt nach Satz II ein konvergentes un- 
endliches Produkt (1 + 9,)-(1 +p)...; dieses hat nach Satz IV eine konver- 
gente Reihe (27) zur Folge. Hingegen entspricht einer divergenten Reihe (12) 
nach Satz III ein divergentes unendliches Produkt (1 + p,)-(1 + p)...; dieses 
hat nach Satz IV eine divergente unendliche Reihe (27) zur Folge. 

Hilfssatz II. Sind pı, Ps, --. irgend welche positive Zahlen, 
die sämtlich kleiner als 1 sind!, so konvergieren die zwei Reihen 


(12) pn tm +... 
und 
e e 
(27) log (1 — pı) + log (1 — p) +... 


gleichzeitig bzw. divergieren sie gleichzeitig, und zwar (12) nach 
+ œ und (27) nach — œ. 

Die Konvergenz der unendlichen Reihe (12) bedingt, da auch jede der 
Zahlen p, #1 ist, nach Satz II ein konvergentes unendliches Produkt 
(1 — pı)’ (1 — p)... Dieses hat nach Satz IV eine konvergente Reihe (27) zur 
Folge. Divergiert die Reihe (12) nach + œ, so hat das unendliche Produkt 
(1 — pı): (1 — Ppa)... nach Satz III den Wert Null und folglich divergiert die 
Reihe (27), wie Satz IV besagt, nach — œ. Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Wie in Satz IV bedeute 
(25) E E AE 


ein unendliches Produkt, bei dem »,, »,, ... beliebige reelle Zahlen sind, die 
nur sämtlich > — 1 sein sollen. Wir betrachten die Reihe 


(28) ntn +t... 


und bezeichnen ihre positiven Glieder mit p,, Pə, ... und die absoluten Be- 
träge ihrer negativen Glieder mit n,, ng, ..., so daß die Reihe (28) gleich- 
wertig geschrieben werden kann 


(28’) Pı +P: +t.. + Pur MN... “N. + Par t. 


1 Diese Voraussetzung wird eingeführt, damit 1 — p, > 0 ist und folglich 


e 
log (1 — p,) gebildet werden kann. 
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Aus (28’) leiten wir die zwei Reihen 
(29) Pi Pit.. Pet Put t... 
(30) r o a a e i AE T ie 


ab; hierbei sind infolge der über die Zahlen v; gemachten Voraussetzung die 
ni (ù = 1, 2, . ..) positive echte Brüche. 

Alsdann sind vier Fälle möglich: 

a) Die Reihen (29) und (30) sind beide konvergent, d. h. die Reihe (28) 
oder die mit ihr identische Reihe (28) ist absolut konvergent. 

ĝ) Die Reihe (29) konvergiert, die Reihe (30) divergiert, d. h. die Reihe (28’) 
oder die mit ihr identische Reihe (28) divergiert nach — œ. 

y) Die Reihe (29) divergiert, die Reihe (30) konvergiert, d. h. die Reihe (28°) 
oder die mit ihr identische Reihe (28) divergiert nach + œ. 

ô) Die Reihen (29) und (30) sind beide divergent. Für diesen Fall setzen 
wir noch voraus, daß die für die Konvergenz jedes unendlichen Produktes 
notwendige Bedingung lim »„ = 0 erfüllt ist; alsdann kann man die Reihe (28) 
nach dem Rırmannschen Satze (vgl. Seite 318) durch geeignete Anordnung 
ihrer Glieder bedingt konvergent mit beliebig vorgegebener Summe oder diver- 
gent oder oszillierend machen. 

Ordnet man dem unendlichen Produkt (25) die unendliche Reihe 


e e 
(31) log (1 + 7) + log (1 + r) +... 


oder die mit ihr identische Reihe 


e e e e 
en log (1 + pı) + log (1 + p) +... + log (1 + pr) + log (1 — m) 


e 
+ log (1 — n) +... 


zu, so erhält man aus (31) durch Trennung der positiven und negativen Glieder 
als Reihe der positiven Glieder 


e e e e a 
(82) log(1 +p)+log(li+p)+t...+leg(i+p,.)+tlog(l + Pup) +t. 


und als Reihe der absoluten Beträge der negativen Glieder 


(83) Sika -n)- lol a T A 


e 
denn 1 — n; (i = 1, 2, ...) ist ein positiver echter Bruch, also log (1 — n;) 
negativ. 

Da nach den Hilfssätzen I und II die Reihen (29) und (32) bzw. (30) 
und (33) gleichzeitig konvergieren und divergieren, so verhalten sich die 
Reihen (81) bis (33) und das unendliche Produkt (25) in den Fällen «) bis ô) 
folgendermaßen: 

a) Die Reihen (32) und (33) konvergieren beide, mithin ist die Reihe (31) 
absolut konvergent. Bezeichnet man die Summen der Reihen (32) und (33) 
mit S und N, so hat die Reihe (31) stets die Summe S— N und zwar un- 
abhängig von der Art, wie man die Reihenglieder anordnet. In diesem Fall 
hat nach Satz IV das unendliche Produkt (25) den Wert e577, und zwar infolge 
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der unbedingten Konvergenz der Reihe (31) unabhängig von der Reihenfolge 
seiner Faktoren. 

ĝ) Die Reihe (32) konvergiert, die Reihe (33) divergiert nach + œ, folglich 
divergiert die Reihe (31) nach — œ, und zwar unabhängig von der Art der 
Anordnung der Reihenglieder. Mithin hat das unendliche Produkt (25), un- 
abhängig von der Reihenfolge seiner Faktoren, stets den Wert Null. 

y) Die Reihe (32) divergiert nach + œ, die Reihe (33) konvergiert, folglich 
divergiert die Reihe (31) nach + œ, und zwar unabhängig von der Art der 
Anordnung der Reihenglieder. Mithin divergiert das unendliche Produkt (25), 
unabhängig von der Reihenfolge seiner Faktoren, nach + %. 

ô) Die beiden Reihen (32) und (33) divergieren nach + %. Da nach 


e e 

unserer Voraussetzung lim»„=0 ist, hat man limlog(1 +»,)=logl= 0, 
d. h. die Reihenglieder der zwei Reihen (32) und (33) konvergieren nach Null. 
Mithin sind für die zwei Reihen (32) und (33) die Voraussetzungen des 
Rırmannschen Satzes erfüllt. Man kann daher die Reihenglieder der Reihe (31) 
so anordnen, daß die Reihe (31) konvergiert und dabei eine beliebig vorgegebene 
Zahl © zur Summe hat oder daß sie nach + œ% oder nach — œ divergiert oder 
daß sie oszilliert. Mithin konvergiert das unendliche Produkt (25) bei der ent- 
sprechenden Anordnung seiner Faktoren, wie sie durch die Aufeinanderfolge 
der Reihenglieder in (81) bestimmt wird, nach der Zahl e° oder divergiert 
nach + œ oder nimmt den Wert Null an oder oszilliert. Hierbei kann ef 
jeden beliebig vorgegebenen positiven Wert bedeuten, da für Ọ jede beliebige 
Zahl gewählt werden kann. 

Irgend ein konvergentes Produkt unterscheidet sich von einem solchen 
der Form (25) nur durch Vorsetzen einer endlichen Anzahl von zu Null un- 
gleichen Faktoren; hierdurch kommen bei der Reihe (28) bloß eine endliche 
Anzahl von Gliedern hinzu, so daß die aus (28) hervorgehende Reihe dann 
und nur dann absolut konvergent ist, wenn dies für (28) der Fall ist. Hieraus 
ergibt sich der folgende fundamentale 


Satz V. Hat man irgend ein unendliches Produkt 


(1) (1 + u) (1 + uo) (At)... 
von dem kein Faktor gleich Null ist, und konvergiert die Reihe 


Ui tust ust... 
absolut, d.h. konvergiert auch die Reihe 
(34) [u| + [tto] + |u| +... 


so ist das Produkt (1’) konvergent, und zwar hat es bei beliebiger 
Anordnung seiner Faktoren stets den nämlichen, zu Null un- 
gleichen Wert (Fall œ) Konvergiert das Produkt (1), ohne daß 
die Reihe (34) konvergiert, so kann man durch veränderte An- 
ordnung der Faktoren erzielen, daß das Produkt (1) nach einem 
beliebigen Wert, dessen Vorzeichen entweder stets positiv oder 
stets negativ! ist, konvergiert oder daß es oszilliert oder nach 
+ œ oder — © divergiert!' oder den Wert Null annimmt. 


1 Das Vorzeichen wird bestimmt durch die Anzahl der negativen Faktoren, 
die (1^) enthält. 
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Für die Theorie der unendlichen Produkte ist die folgende Definition 
sehr wichtig: Ein unendliches Produkt 


(1) (A +u) (1 F u) e 


bei dem u, (n = 1, 2, ...) beliebige, jedoch zu —1 ungleiche Zahlen 
bedeuten, heißt absolut konvergent, wenn das unendliche Produkt 


(1”) A +lu hO + lul). 
konvergiert. 

Zur Konvergenz des Produktes (1”) ist nach den Sätzen II und III die 
Konvergenz der Reihe (34) notwendig und hinreichend. Man kann daher auch 
folgende, mit der obigen gleichwertige Definition aussprechen: Ein unend- 
liches Produkt (1), bei dem kein Faktor verschwindet, heißt 
absolut konvergent, wenn die Reihe 


(34) j| + ualt... 
konvergiert. 

Aus Satz V folgt dann als 

Satz VI. Jedes absolut konvergente unendliche Produkt ist 
konvergent. 

Konvergente unendliche Produkte, die nieht absolut konvergieren, heißen 
relativ konvergent. 

Aus der Divergenz der Reihen (32) und (33) im Falle ô) und der Tat- 
sache, daß sich konvergente Produkte von solehen der Form (25) nur durch 
eine endliche Anzahl von nicht verschwindenden Faktoren unterscheiden 
können, folgt nach den Hilfssätzen I und II und Satz III 


Satz VII. Ein konvergentes unendliches Produkt ist dann 
und nur dann relativ konvergent, wenn das Produkt seiner Fak- 
toren, die >1 sind, nach + œ divergiert und dasjenige seiner 
Faktoren, die £1 sind, den Wert Null annimmt, ohne einen ver- 
schwindenden Faktor zu besitzen. 

Ebenso folgert man aus der Konvergenz der Reihen (32) und (33) im 
Falle «): 

Satz VIII. Notwendig und hinreichend, damit ein unendliches 
Produkt, bei dem kein Faktor verschwindet, absolut konvergiert, 
ist, daß das Produkt aus den Faktoren, die > 1 sind, für sich kon- 
vergiert, und gleiches für das Produkt der Faktoren, die <1 
sind, gilt. 

Unendliche Produkte, die bei jeder Anordnung ihrer Faktoren nach der- 
selben zu Null ungleichen Zahl konvergieren, heißen unbedingt konver- 
gente Produkte. Solche konvergente Produkte, deren Konvergenz von der 
Anordnung ihrer Faktoren abhängt, heißen bedingt konvergent. 

Aus den Sätzen V und VI folgt: Absolut konvergente Produkte 
und nur solche sind unbedingt konvergent, relativ konvergente 
Produkte sind bedingt konvergent. 

Die voraufgehenden Sätze wurden hier durch Überführung von unend- 
lichen Produkten mittels Logarithmen in unendliche Reihen bewiesen. Spaltet 
man ein vorliegendes unendliches Produkt in die zwei Produkte 77, mit Fak- 
toren, die ausnahmslos > 1 sind, und ZZ, mit Faktoren, die ausnahmslos < 1 
sind, so kann man die Sätze V bis VIII, ohne die Kenntnis der Theorie der 
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unendlichen Reihen vorauszusetzen, in einer ähnlichen Weise wie die Reihen- 
sätze im $ 9 beweisen. Für die Reihen (2) und (3) auf Seite 316 treten die 
unendlichen Produkte ZZ, und M, für welche die Sätze II und III dieses 
Paragraphen gelten; statt der im $ 9 eingeschobenen Nullen wird man bei 
den Produkten Einser verwenden. Die Durchführung bleibe dem Leser über- 
lassen. Hierbei wird ihm folgender Satz nützlich sein, der hier eine älın- 
liche Rolle spielt, wie Satz VII auf Seite 302 im § 9: Sind a, ... 
und db, +b,+b,... irgend zwei konvergente unendliche Produkte, die 
nach M, und ZZ, konvergieren, so ist auch a,» b. ao. b,* agb; ... ein 
konvergentes unendliches Produkt, und zwar konvergiert es 
nach Z. I}. 

Beispiel: Sind %,, %,, ... irgend welche reelle Zahlen, deren absolute 
Beträge sämtlich kleiner als eine positive Zahl A sind, und bedeutet A irgend 
eine reelle Zahl, die > 1 ist, so ist das unendliche Produkt 


x x x z 
LAT g (+) li) A 
( 1 24 gi 4* 
nach Satz V absolut konvergent, wenn nur ;# — F(i=1, 2, ...) ist; denn 
die unendliche Reihe 


al, ml 


1 24 3 


konvergiert, da sie die für A > 1 konvergente Reihe (vgl. Seite 307) 


A A A A 
a E a 
zur Majorante besitzt. 
Den voraufgehenden Untersuchungen über unendliche Produkte fügen 
wir noch folgendes Cavonvsches! Konvergenzkriterium bei: 
Eine ausreichende Bedingung für die Konvergenz eines un- 
endlichen Produktes 


(1°) (+) (1 + us) -> -5 


bei dem kein Faktor verschwindet, ist die gleichzeitige Kon- 
vergenz der zwei unendlichen Reihen 


(35) Ui tlt.. 
und 
(36) K’+tWwt+t... 


Aus der Konvergenz einer jeden der zwei Reihen (35) oder (36) folgt 
lim u» = 0. Mithin kann man eine ganze positive Zahl % so bestimmen, daß 


1 1 
a UES g (e = 1, N 
also 
1 3 
(37) z <I Fitos cu 


1 Von CAUCHY, Analyse algébrique, Note IX stammen die ersten allgemeinen 
Sätze über unendliche Produkte. 
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Nun ist nach der Ungleichung (31) auf Seite 240: 


1 e 
1an <le(+ ) < o) 
- 1 + Urto f ek enan 
hieraus folgt: 
á 1 
0 < Mr+o— log (1 + urto) < rto — (1- EE N ) 
a o 
oder 
e 2 
O < pryo— log (1 + pto) < qit. 
kro 


Bedeuten 3,4, (€ = 1, 2,...) positive echte Brüche, so ist demnach 


e 2 
Uta” log EG Ur+o) E25 rto’ ea ER, 
oder ve 
(38) log (1 + Urto) = Metro rto" Es, 
pit Hk+ o 


Da 0 < ,+,< 1 ist, folgt aus (37), daß 
ME+0 

. 2eu2 $ 

Pro Be. < Zell +o 
Die Reihe mit positiven Gliedern 


2 2 
(39) pi E -Bite 


$ . 
1+ Urti Bi 3 Urto 


hat demnach die nach (86) konvergente Reihe 
2ufrı + 2ufrat.:» 


zur Majorante. Aus der Konvergenz der Reihen (35) und (39) folgt mittels (38) 
(Satz IX auf Seite 303) die Konvergenz der Reihe 


e e 
(40) log (1 + u41) +'log (1 + urt) +.. 


und mithin nach Satz IV die des unendlichen Produktes (1 + u,+4,)-(1 + upa)» 
Folglich ist auch das zu untersuchende Produkt (1’), bei dem nur noch der 
nicht verschwindende Faktor (1 + u)-(1 + uo)... (1 + u,) hinzutritt, kon- 
vergent.! 

Z. B. ist das unendliche Produkt 


or ee Se 2n 2n 
MARE A DN A Za = a Lt 


konvergent, da die zwei Reihen 


1 Bei dem mitgeteilten Beweise wird nicht wie bei CAucHY die logarithmische 
Reihenentwicklung auf Seite 357 als bekannt vorausgesetzt, Ein anderer elementarer 
Beweis bei A. PRINGSHEIM, Math. Annalen 44, 413 (1894), siehe auch über die all- 
gemeine Theorie der unendlichen Produkte ebenda 33, 119 (1889) sowie Enzyklopädie 
d. math, Wiss. I, S. 111, französische Bearbeitung von J. MOLK in der Encyclopédie 
des sciences math. I, 270. 
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An 
8 3 5 


15% 
(41) $ und (vgl. Seite 307) 


1 
+... =1l 
a hi 


konvergieren; das unendliche Produkt ist jedoch ebenso wie die erste Reihe 
bei (41) nur bedingt konvergent. 

Konvergiert die Reihe (36), während (35) divergiert, so divergiert, wie 
aus (38) folgt, die Reihe (40); folglich ist das unendliche Produkt (1’) nach Satz IV 
nicht konvergent. Man kann auch noch beweisen: Konvergiert die Reihe (35), 
während die Reihe (36) divergiert, so hat das unendliche Produkt (1’) den 
Wert Null. Sind beide Reihen (35) und (36) divergent, so ist für das Pro- 


 _dukt (17) sowohl Konvergenz als auch Divergenz möglich. 


Zum Schluß des Paragraphen soll noch eine beliebige reelle posi- 
tive Zahl N in die Form eines unendlichen Produktes gebracht 
werden, nämlich 


— 107. Yı Ya Y3 
e N = 10".y. (1+ t). (1) 1+%)..., 


wobei n eine ganze positive oder negative Zahl oder Null, y eine 
der Zahlen 1, 2,..., 9 ist und y, ya yas -> Ziffern der Reihe 0, 1, 
2, ..., 9 bedeuten. 

Jede positive Zahl N läßt sich zunächst in der Form 10". & schreiben, 
so daß 1=S#< 10 und n eine ganze Zahl ist. Ist y der ganzzahlige Bestand- 
teil von &, so ist y eine der Zahlen 1, 2,..., 9 und au ys&<y+1 folgt, 


daß 1= ci < 2 ist. Setzt man &, E so ist entweder &, = 1, also N= 10" +y, 
oder 1<&,<2, also N= 10”. y. ġ,. ai zweiten Fall schreibt sich die zwischen 
1 und 2 gelegene Zahl & als Dezimalbruch in der Form & =1+ u +1, 
wobei ö, die erste nach dem Komma stehende gültige Ziffer des Dezimal- 


bruches bedeutet, also d, # 0, 4, < ar Dividiert man &, 


so ergibt sich 


ò; Ö; 
e we t +h = (it P (1 + u); 


hierbei ist 4, = u° (1+ a] ‚also u, < A, und demnach u, Au. Setzt man 
10° 19" 


&,=1+ u, 80 wird & = ( =) ‘E, wobei ë, entweder gleich 1 oder eine 


zwischen 1 und 2 gelegene Zahl bedeutet. In letzterem Fall ist ,=1+ +2, 


Re noch 2, > ù ist. Führt man 


10% 


1 
wobei ò: # 0, 2s < aes und ferner, da u, < 


das nämliche Verfahren wie auf ë, auch auf ë, usw. aus, so erhält man N 
entweder als abbrechendes Produkt in der Form (42) oder es ergibt sich eine 
ins Unendliche verlaufende Entwicklung 
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at m 131,06 a ET eu - z< 
wr.[i+ A): (1+ 2). (1 + 2) S 


die veränderte Bezeichnung haben wir deswegen eingeführt, weil wir nicht 
nur gültige Ziffern, sondern auch Nullen hinschreiben wollen; es bedeuten 


also yi, 73, --- Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., 9. Es wird 
et RR N, Ya Yz |, 
(43) N = 10r.y (1+) (A). (1+ 4) Ne; 
SE Yr 1 TE 
wobei ņ, = 1 + jo + % und o,< T ist. Mithin hat man 
; 1 
(44) tanit r 


Hieraus folgt, daß lim ņ, = 1 ist. Demnach konvergiert die Folge 
k=00 ; 


erette 


T itat 
EM A r- (1+ n) 
EA Be; S 

N 


1 
m N Be N a 


nach 1 und folglich die Partialprodukte 
10%.7, 10% y- (1+ t), 10". y. (1+ 2. +), 


des unendlichen Produktes 10". y» (1+ 2) (1+ 2 2). . nach N, so daß N 


in der Form (42) geschrieben werden kann. 
Die Darstellung einer positiven Zahl N in der Form (42) läßt sich zur 
numerischen Berechnung von Logarithmen verwenden. Aus (42) folgt 


10 10 10 y 10 x 
(45) log N = n + log y + log (14 F) + log (14 DE) +.. 


Bricht man die auf der rechten Seite von (45) stehende unendliche Reihe 
nach ihrem (k + 1)-ten Gliede ab, bildet man also 


a“; In 10 Yı sa fa 2 E 
(46 J=n+ og y + log (1+ 25) + 08 (1+ 7%) +...+ os ( > Let), 


so ist nach (43) 


10 10 
log N = J + log m, 
wobei nach (44) 


10 1 
log y < log (1+ = et)" 


? 1 
Nun hat man Be e[1+ 10 w) = M. log (1+ 16 or) en. Seite 241) < — IT 
1 


(Ungleichung (31) auf Seite 240) < 2.1: 


da der Modul M = 0,434... 
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der dekadischen Logarithmen < Z ist. Mithin erhält man schließlich zur 


10 
Schätzung von log N die Ungleichung: 
jader 
wm: 
Zur Bestimmung von J sind nach (46) nur eine endliche Anzahl von 
Additionen erforderlich, wenn man eine abgekürzte Logarithmentafel besitzt, 


10 1 
J<lgN<J+—- 


10 10 
in der logy und log (1+ A) für die Wertey=1,2,..,„9undr=1,2,..., 


k — 1 tabuliert sind. Diese Methode findet sich schon bei Brigas in seiner 
Arithmetica logarithmiea (vgl. Seite 227), indem er k= 10 wählte und die 


Logarithmen der Zahlen 1, 2,..., 9; 1,1, 1,2, ..., 1,9; 1,01, 1,02, ..., 1,09; 
1,001, 1,002, ..., 1,009; ...1+ Ka auf 15 Dezimalen tabulierte.! 
Ergänzungen. 


Zu Seite 16: 


Die Anzahl oder Kardinalzahl bei einem endlichen System 
von Dingen. 


Im Texte sind die ganzen positiven und negativen Zahlen einschließlich 
der Null nur als Ordnungszahlen, d.h. in ihrer Aufeinanderfolge oder 
Anordnung betrachtet. Es soll noch auf den Anzahlbegriff oder die 
Kardinalzahl eingegangen werden; dieser Begriff läßt sich aus dem der 
Ordinalzahl ableiten. Zu dem Zwecke schicken wir voraus: Hat man ein 
System Æ, von lauter ungleichen Dingen und ein zweites &, von ebenfalis 
ungleichen Dingen, so heißen diese einander eindeutig umkehrbar zu- 
geordnet, wenn jedem Dinge von Æ, ein und auch nur ein Ding von 2, 
entspricht und hierdurch umgekehrt jedem Dinge von 3, ein und auch nur 
ein Ding von 23, zugeordnet ist. 

Wir Fonai 

Satz I. Sind zwei Systeme 3, und 23, eindeutig umkehrbar 
einem dritten 2 zugeordnet, so ist hierdurch auch eine a, 
umkehrbare Zuordnung von 3, und 23, bestimmt. 

Ist a ein Element von 2, so entspricht ihm wegen der Zuordnung von & 
und 2, ein Element a, von 2, und ferner wegen der Zuordnung von Æ und 
2, auch ein Element a, von 2,; hierdurch sind a, und a, einander zu- 
geordnet. Durchläuft a alle Elemente von Æ, so durchläuft a, alle Ele- 
mente von Z, und a, alle von &,, d.h. Z, und Z, sind eindeutig umkehrbar 


zugeordnet. 
Wir beweisen weiter: 
Satz II. Das System 1, 2,..., n läßt sich keinem Teilsystem 


von sich eindeutig umkehrbar zuordnen. 


1 Über zur Formel (42) ähnliche Darstellungen einer positiven Zahl als Pro- 
dukt und ihre Verwertung als Hilfsmittel für die Berechnung von Logarithmen vgl. 
A. J. ELLIS, Proceedings of the Royal Society of London 31, 398 (1880/81), 32, 
377 (1881), ferner R. MEHMKE, Seite 993, MEHMKE-d’OCAGNE, Seite 300, LÜROTH, 
S. 123 an den oben Seite 228 zitierten Orten. 
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Der Satz ist für das System 1, 2, das nur 1 oder 2 zu Teilsystemen hat, 
evident; denn ordnet man 1 entweder 1 oder 2 zu, so hat 2 oder 1 keine zugeordnete 
Zahl; ebenso ist es, wenn man 2 als Teilsystem verwendet. Wir nehmen nun 


an, daß der Satz II für das System 1, 2, ..., k gilt, und wollen zeigen, daß 
er auch für das System 1, 2, ..., k +1 richtig ist. Angenommen, dem 
System 1, 2, ..., k + 1 ließe sich eines seiner Teilsysteme eindeutig umkehrbar 


zuordnen, so wäre bei dieser Zuordnung erstens möglich, daß der Zahl k +1 
die Zahl k + 1 entspräche. In diesem Falle wäre den Zahlen 1, 2, ..., k 
nur ein Teil von ihnen zugeordnet; da dies nach Annahme unmöglich ist, 
kann die von uns als erster Fall angenommene Zuordnung nicht existieren. 
Es bleibt noch die zweite Möglichkeit zu untersuchen, daß dem System 1,2, ..., 
k +1 ein Teil von sich eindeutig umkehrbar zugeordnet wäre und dabei der 
Zahl k +1 eine zu k +1 ungleiche Zahl % entspräche. Hierbei sind zwei 
Unterfälle zu betrachten, entweder nämlich enthält das dem System 1, 2,...., 
k + 1 zugeordnete System .die Zahl k + 1 überhaupt nicht oder es enthält sie. 
Enthält das dem System 1, 2, ..., k + 1 zugeordnete System die Zahl k +1 
nicht, so würde dem System 1, 2, ...., k ein Teil von sich eindeutig umkehrbar 
entsprechen, was nach Annahme unmöglich sein soll. Es ist also schließlich 
nur noch zu widerlegen, daß dem System 1, 2, ..., k + 1, das wir mit Z, be- 
zeichnen wollen, eines seiner Teilsysteme & entspricht, das k + 1 enthält und 
dabei die Zahl k +1 aus 3, als zugeordnete Zahl die Zahl Y£k+1laus 3 
hat. In diesem Fall ordne man Æ ein System Æ, auf folgende Weise zu: 
Jeder Zahl von Æ lasse man die nämliche Zahl entsprechen, nur k +1 von & 
ordne man k und % von Æ ordne man k +1 zu. Nach Satz I entspricht dem 
System 3, nunmehr das System 3, in eindeutig umkehrbarer Weise. Die 
Zuordnung von 2, und 3, wäre nun eine solche, bei der 3, ein Teilsystem 
von sich entspricht und % + 1 und k + 1 einander zugeordnet sind. Dies ist 
bereits im ersten Fall als unmöglich nachgewiesen worden. Hiermit ist ge- 
zeigt, daß, wenn das System 1, 2,..., k sich keinem seiner Teilsysteme ein- 
deutig umkehrbar zuordnen läßt, das entsprechende für das System 1, 2, ...., 
k + 1 gilt. Da sich das System 1, 2 keinem seiner Teilsysteme eindeutig um- 
kehrbar zuordnen läßt, so folgt hieraus sukzessiv nach dem Satz der voll- 
ständigen Induktion das Gleiche für die Systeme 1, 2, 3 usw., schließlich für 
das System 1, 2, ..., n. 

Definition. Hat man ein System von Dingen und bezeichnet 
man.eines derselben mit 1, ein anderes mit 2 und fährt so fort, so 
kann es sein, daß bei diesem Verfahren kein Ding des Systems 
ohne Nummer bleibt. Das System heißt alsdann endlich, die letzte zu 
seiner Numerierung verwendete Zahl heißt die Anzahl der in dem System 
enthaltenen oder der von dem System umfaßten Dinge oder die 
dem betreffenden endlichen System zugehörige Kardinalzahl. Die 
Numerierung der Dinge eines Systems kann in verschiedener Weise vor- 
genommen werden. Es gilt nun 

Satz III. Wie auch immer die Dinge eines endlichen Systems 
numeriert werden, so gelangt man zu derselben letzten zu ver- 
wendenden Ordnungszahl.! 


1 E. SCHROEDER, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra 1, Leipzig 1873, 
Seite 13 hat zuerst darauf hingewiesen, daß man die Unabhängigkeit des Anzahl- 
begriffes von der Art des Zählens beweisen muß, 


LoEwY, Algebra. 25 
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Zum Beweise nehmen wir erstens an, daß bei der Numerierung der Dinge 
des Systems einmal die Zahl n, ein anderes Mal die Zahl »’ als letzte Ordnungs- 
zahl auftreten würde. Da die Dinge des Systems alsdann eindeutig umkehrbar 
einerseits den Zahlen 1, 2, ..., n, andererseits den Zahlen 1, 2, ...., w ent- 
sprechen würden, so hätte man nach Satz I eine eindeutig umkehrbare Zuordnung 
der Zahlen 1, 2,..., n zu den Zahlen 1, 2,..., n. Die Annahme n # n 
würde nach Satz II einen Widerspruch ergeben; folglich muß n = n’ sein. Es 
ist noch zu widerlegen, daß man bei einer Numerierung der Dinge des Systems 
zu einer letzten Zahl n gelangt, bei einer zweiten Numerierung hingegen 
überhaupt zu keiner letzten Zahl kommt, d.h. hierbei das System unendlich 
findet. Angenommen, das geschilderte Verhältnis wäre möglich; alsdann be- 
trachte man nur diejenigen Dinge des Systems, die bei der zweiten Numerierung 
die Zahlen 1, 2,..., n tragen; bei der ersten Numerierung weisen sie, da 
es nicht alle Dinge des Systems sind, bloß einen Teil der Zahlen 1, 2, ..., n 
auf. Wenn wir nun die mit 1, 2,... n numerierten Dinge der zweiten 
Numerierung betrachten, so haben wir nach Satz I eine eindeutig umkehrbare 
Zuordnung der Zahlen 1, 2, ..., n zu einem Teil von ihnen; dies ist nach 
Satz II unmöglich, und Satz III ist allgemein bewiesen. 

Wir fügen noch folgende Definition bei: Von einem System ohne 
Elemente soll gesagt werden, daß es 0 Elemente umfaßt. 

Wir beweisen nunmehr 

Satz IV von der Addition der Anzahlen: Hat man zwei end- 
liche Systeme A und Y von Dingen ohne gemeinsame Elemente, 
welche die Anzahl von a bzw. b Dingen enthalten, so umfassen sie 
vereint a +b Dinge. 

Der Satz IV ist richtig, wenn ®B kein Ding enthält. Denn durch das 
Hinzufügen von Y zu Q tritt zu den Dingen von X kein Ding hinzu, so daß 
die letzte bei einer Numerierung der Dinge von Y und Y verwendete Ordnungs- 
zahl mit der bei der Abzählung von A verwendeten a übereinstimmt. Nun 
ist, wie Seite 10 gezeigt, a + 0 = a, womit die Richtigkeit des Satzes in diesem 
speziellen Fall bewiesen ist. Um Satz IV allgemein zu beweisen, nehmen wir 
an, er sei richtig, wenn ® % Dinge enthält; es soll dann gezeigt werden, daß 
Satz IV noch gilt, wenn $ k + 1 Dinge umfaßt. Enthält B k + 1 Dinge, so 
kann ® aufgefaßt werden als Zusammenfassung eines Systems ®, von k Dingen 
und eines ®, von einem Dinge. Hat man nämlich die Dinge von Y mit den 
Zahlen 1, 2,..., k + 1 numeriert, so kann man die Dinge mit den Nummern 
1, 2,..., k zu ®, zusammenfassen und X, als aus dem Ding mit der Nummer 
k + 1 bestehend betrachten. Da der Anzahlbegriff nach Satz III unabhängig 
von der Art des Zählens ist, so kann man bei der Zusammenfassung der Dinge 
von X und Y erst die Dinge von A, hierauf die von ®, zählen und erhält die 
Anzahl «+ k, da für k Dinge der Satz IV bereits als richtig angenommen 
wurde; das noch fehlende Ding von ®, hat dann, da es auf das mit a + k 
numerierte Ding folgt, die Nummer (a +k)+1=a+(k + 1) (vgl. Seite 5 
oder 9) zu erhalten. Die Systeme A und B zusammen umfassen daher die 
Anzahl von a + (k + 1) Dingen. Gilt also der Satz IV, wenn ® k Dinge ent- 
hält, so gilt er auch, wenn $ k + 1 Dinge umfaßt. Hiermit ist Satz IV all- 
gemein bewiesen. 

Satz V. Hat man ein endliches System X von a Dingen und 
läßt von ihnen b=aDinge fort, so erhält man ein System von 


= 
a +b Dingen, und zwar hat das neue System stets die gleiche An- 
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zahl von Dingen, welche Dinge auch immer in der Anzahlb aus WU 
fortgelassen werden. 

Ist es möglich, b Dinge eines endlichen Systems X fortzulassen, d. h. nicht 
in die Numerierung einzubeziehen, so kann das übrigbleibende System nicht 
unendlich sein; denn sonst würde man, wenn man die Numerierung der Dinge 
von Q mit den stehenbleibenden Dingen beginnt, für Y im Gegensatz zur 
Voraussetzung finden, daß W ein unendliches System ist. Angenommen, es ist 
möglich aus Y b Dinge fortzulassen, so denke ich mir A aufgefaßt als Ver- 
einigung des Systems der fortzulassenden Dinge und der übrigbleibenden 
Dinge 3. Die Anzahl des aus den fortzulassenden Dingen gebildeten Systems 
ist b; dem System 3 kommt, da es, wie gezeigt, ein endliches System ist, eine 
Anzahl x zu. Nun ist nach Satz IV a =b +x. Hieraus ergibt sich nach 
den für die Addition der ganzen Zahlen abgeleiteten Regeln eindeutig 


z=a +b. Es ist nur noch die Frage zu erörtern, unter welchen Bedingungen 
man aus einem endlichen System A von a Dingen deren b fortlassen kann. 
Hierzu ist notwendig und ausreichend, daß ich Dingen aus X die Nummern 
1, 2,..., b beilegen kann, d.h. a muß eine der Zahlen der Folge b, b +1, 
b+2,... sein oder a = b (Definition auf Seite 55). 

Wir denken uns zwei Gattungen von Dingen, die wir positive und nega- 
tive nennen wollen. Dies soll zunächst eine bloße Bezeichnung sein. Wir 
betrachten ein System © von a, positiven und a, negativen Dingen, d.h. 
zur Zählung der als positiv bezeichneten Dinge werden die Zahlen 1, 2,...,, 
zur Numerierung der negativ genannten Dinge die Zahlen 1, 2,..., a, be- 
nötigt. Wir wollen auch a, = 0 bzw. a,=0 bzw. gleichzeitig a, = a, = 0 
zulassen, d. h. dem System fehlen positive, fehlen negative Dinge bzw. es ist 
leer. Einem solchen zweiteiligen System © soll eine relative Anzahl 
a = ù Fipa zugeordnet werden. Da die Zahlen a, und a, nach Satz III nicht 
von der Art der Zählung der positiven und negativen im Systeme © befind- 
lichen Dinge abhängen, ist dies auch für die dem zweiteiligen System zugeordnete 
Anzahl a’ nicht der Fall. Bei der Untersuchung von a sind zwei Fälle zu 
unterscheiden, je nachdem a,=a, oder a, <a, ist. Im ersten Fall ist 
d=a, +5, positiv oder Null (vgl. Satz V). Im zweiten Fall ist «a, +0, eine 

Ba rag 
positive Zahl, und man erhält «= a, +, = a, +.a,; denn es ist 
TER < 7. <- <| + 
Qa + Q, +a +a =0 und daher a, + a, +, +, +a +, = 0 +a +a, 
RTE < 

woraus a, +a, =a, + a, folgt. 

Wir haben daher das Resultat: 

Je nachdem ,>a, oder a, <a, ist, ist die relative Anzahl 


< 
a= à, +a, eines Systems © mit a, positiven und a, negativen 


Dingen gleich der positiven oder verschwindenden Zahl æ + @ 
< . 


oder gleich der negativen Zahl œ Fa. 


e 

Ist a, = a,, so ist die relative Anzahl «= a, + a, gleich der Anzahl der 
positiven Dinge von ©, wenn man von ihnen so viele fortläßt, als die Anzahl 
der negativen Dinge von © angibt, wie aus Satz V folgt. Ebenso ergibt sich 


25* 
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Ere 

aus Satz V, daß für a, < æ, die relative Anzahl «= a, + a gleich der ent- 
gegengesetzten Zahl zu der Anzahl der negativen Dinge von © ist, wenn man 
von ihnen so viele fortläßt, als die Anzahl der positiven Dinge von © angibt. 

Für die Dinge eines zweiteiligen Systems © postulieren wir, 
daß man immer ein positives gegen ein negatives Ding fortlassen 
darf. Zweiteilige Systeme sollen also nur aus Dingen gebildet werden, die 
einen sie zerstörenden Gegensatz besitzen (z. B. einerseits jede Mark Ein- 
nahme, andererseits jede Mark Ausgabe, einerseits jeder Zentimeter Be- 
wegung in der einen Richtung, andererseits jeder Zentimeter Bewegung in der 
anderen Richtung, einerseits positive elektrische Ladung, andererseits negative 
elektrische Ladung, hingegen nicht einerseits Birnen, andererseits Äpfel). In- 
folge des seinen Dingen auferlegten Postulats kan auf Grund von Satz V 
jedes zweiteilige System © mit a, positiven und a, negativen 
Dingen sukzess!v so umgestaltet werden, daß es schließlich nur 
Dinge einer Gattung enthält, nämlich je nachdem a, =a, oder 


es “eo rn . . . 
a, < Q, nura, +a, positive oder nur a, + q negative Dinge. Die 


< < 
gefundenen Anzahlen @ + & bzw. a, +a sind davon unabhängig, 
wie die Umgestaltung vorgenommen wird, d.h. welche der posi- 
tiven bzw. negativen Dinge des Systems bei der Umgestaltung 


< 
fortgelassen werden. Die relative Anzahl a=a, +a, eines zwei- 
teiligen Systems bestimmt demnach, wenn ,>a, ist, die Anzahl 
der positiven PAREA, und, wenn & < a ist, durch die ihr entgegen- 


gesetzte Zahl æ, + 2, die Anzahl der BEN Dinge des Systems © 
nach seiner Umgestaltung. 


Zu Seite 19: 
Die Multiplikation beliebiger ganzer Zahlen. 


Seite 17 ist die Multiplikation der ganzen positiven Zahlen behandelt; 
sie wird alsdann auf Seite 42 mittels der Vorzeichenregel, wie dies später auf 
Seite 79 auch für die Irrationalzahlen geschieht, auf die Multiplikation aller 
ganzen Zahlen ausgedehnt. In der entsprechenden Weise wie auf Seite 9 die 
Addition aller ganzen positiven und negativen Zahlen einschließlich der Null 
hergeleitet wurde, läßt sich auch ihre Multiplikation durch die auf Seite 17 
verwendeten Definitionsgleichungen: 

(1) a-l=a, 

(2) a-(b+1)=a.b+a, 

bei denen a und b beliebige ganze Zahlen bedeuten sollen, erledigen, wenn 
man nur noch als Postulat beifügt, daß das Produkt irgend zweier ganzer 
Zahlen stets wieder eine ganze Zahl sein soll.! 


1 Dieses Postulat ist nur für den Fall, daß b = O oder gleich einer ganzen 
negativen Zahl ist, erforderlich und wird im Texte auch nur derart verwendet werder. 
— Die Erklärung der Addition und Multiplikation der ganzen positiven Zahlen durch ' 
die Gleichungen (1) und (2) auf Seite 9 bzw. Seite 17 (oder im Texte oben) geht auf 
H. GRASSMANN, Lehrbuch der Arithmetik (1861) zurück, vgl. seine gesammelten matt. 
u. physikal. Werke, IL, Leipzig 1904, S. 300ff, Daß diese zwei Gleichungen au% 
zur Behandlung der Addition und Multiplikation in der vollständigen Zahlenreibe 
ausreichen, scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein. 
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Aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich zunächst die Multiplikation 
irgend einer ganzen Zahl a mit einer ganzen positiven Zahl wie auf Seite 17 
und erweist sich hierbei als wiederholte Addition. 

Wir zeigen nunmehr, daß aus unseren Festsetzungen die Gleichung 
(8) a-0=0 
folgt. Nach (2) ist «-(O+1)=a-0 +a oder, da 0 +1 = 1 und ferner nach (1) 
a-l=aist, a=a-0 +a. Ist a’ die zu a entgegengesetzte Zahl, also 
(4) a+a=0, 


so erhält man a +@=(a-O +a)+a oder 0=(a-O +a)+a. Da a und a 
ganze Zahlen sind, und nach dem Postulat auch «+0 als solche anzusehen ist, 
kann man in der letzten Gleichung rechter Hand das bereits bewiesene assozia- 
tive Gesetz der Addition anwenden und erhält 0 = a- 0 + (a +.a’) oder nach (4) 
0=a-0+0. Da für die Addition ganzer Zahlen die Gleichung a -0 +0 = «+0 
gilt, so ergibt sich schließlich die zu beweisende Gleichung (3). 


Da b + 1 ebenso wie b eine ganze Zahl ist, schließen wir aus (2), daß 
< < 
a. ([b +1 ] + 1) = a:l + i] + a ist, oder, da man nach den Gesetzen der 
Ai 
Addition [o m] + 1 =b hat, so wird a.b = a.» lb +1 ] +a. Ist a’ die zua 
4 
entgegengesetzte Zahl, so folgt a-b + = (a. [b +7 ] + a) + a’. Nun sind a 


4 
und a’ ganze Zahlen, und gleiches trifft nach dem Postulat für a. [b + i] 
zu. Folglich darf man auf der rechten Seite der zuletzt hingeschriebenen 
Gleichung das assoziative Gesetz anwenden; hierdurch erhält man 


1- 
a-b+a=a:lb +1)+@+a) 
oder nach (4) 
u 
a-b+a=a-l|d #1 14%, 


Da a- [b +1] eine ganze Zahl ist, wird nach den Gesetzen der Addition 
<- < 
a» [b + 1] +0=a4a' E +1 F woraus sich die wichtige Gleichung ergibt: 


ee 
(5) ab +1]=a-d+a. 
Für b = 0 folgt aus (5), daß a» lo +1 In a:0 +a oder, da 0 IE 
und ferner nach (8) «-0 = 0 ist, daß 
di 
(6) a-l=a. 


Die Gleichungen (5) und (6) zusammen ergeben die Relation 
< < 
(1) la E Rl sab tad 


Ei 
Die Formel (6) lehrt eine ganze Zahl « mit 1 multiplizieren; die Formel (7) 


leistet gleiches für die Multiplikation von æ mit b PT. wenn man «a bereits 
mit b multiplizieren kann. Infolgedessen kann man a der Reihe nach mit 
jeder negativen ganzen Zahl multiplizieren; hiermit ist der Nachweis geliefert, 
` daß die Gleichungen (1) und (2) vereint mit dem angegebenen Postulat aus- 
reichen, um die Multiplikation aller ganzen Zahlen zu erledigen. 
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Nunmehr lassen sich die unter I. bis III. auf Seite 17 bis 19 angegebenen 
Gesetze auch als für die Muitiplikation aller ganzen Zahlen gültig erweisen, 
wenn man jeden dort gegebenen Beweis, der sich des Schlusses von k auf 
k + 1 bediente, noch durch den Nachweis ergänzt, daß der Satz, wenn er für 


die Zahl % gilt, auch noch für k +1 zutrifft. Letzteres läßt sich mittels der 
Gleichung (7) ebenso zeigen, wie ersteres mittels (2) auf Seite 18—19 geschah, 
und kann daher dem Leser überlassen bleiben. 

Zu Seite 75: 

Es ist noch zu beweisen, wie dies auch Seite 54 für rationale Zahlen 
geschah, daß die Definitionen I und II auf Seite 74 und 75 so gefaßt sind, 
daß eine Zahl aus P niemals gleichzeitig positiv und negativ sein kann. Sei « 
eine positive, eine negative Zahl, so kann man nach Satz III auf Seite 75 


Ad, . . . N .,. . 
am | ) schreiben, wobei die Zahlen a, und a,’ ausnahmslos positiv sind, 
a, 


b 
und nach Satz IV läßt sich ĝ = mA schreiben, wobei die Zahlen 5, und b, 


n 


ausnahmslos negativ sind. Soll nun «= sein, so verlangt dies nach 
Definition I auf Seite 68, dab a, S b, (n=1,2,.... Diese Ungleichungen 
widersprechen der Tatsache, daß die «a, positive, die 5,’ negative rationale 
Zahlen sind. 

Seite 236, Zeile 12 lies: 


und x eine beliebige reelle Zahl bedeutet, die #0 ist. Für 
x = 0 gilt das Gleichheitszeichen an Stelle von 


(1+ ) <e< (1-2) . 
n m 
Zu Seite 243. 


Das harmonisch-arithmetische Mittel ergibt sich als Spezialfall 
aus dem in Satz II auf Seite 196 angewendeten Verfahren, wenn man dort 
m = 2, «= ab wählt. Mithin bestimmt es die Zahl Vab und ist also das 
geometrische Mittel zwischen «æ und b. 


Zu Seite 289: 
an — | e 


Der Beweis des Hilfssatzes III, daß für lim A, = 0 stets lim - ee log æ 


3 n > 
ist, läßt sich auch so führen: Es ist a” = e'"1%8@ _ etn, wenn man ż, = h, log o 
setzt. Da lim A, = 0, so ist auch lim ¢, = 0. Für alle Zahlen 0 < |é |< 1 ist 
nach dem einfachsten Fall der Ungleichung (23) auf Seite 236: 


1 
1 É er TEE 
ol TA 
und mithin 
BAR 1<- a 
Demnach wird i 
L* Bet < MIR. fü sitive £ 
3 bet E { 
und 
t 
| 1 z 
1> — alu für negative t, . 
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Hieraus folgt nach der Bemerkung 4 auf Seite 272, daß für lim £, = 0 stets 


tn en ha 1 hn 
E ; a 1 und demnach lim — =1 ist, d.h. lim Ž x 


lim 


e 
= log æ. 
n 


h, log œ 
Zu 86 des Kapitels IV, Seite 229—241: 
Nochmalige elementare Einführung der Exponentialfunktion für 
die Basis e und des natürlichen Logarithmus. 
Ist g eine positive Zahl und bildet man mit ihr die zwei Folgen 


() 1+2), CHE (+2), 
(2) 1-2)", 1-4), 1-8)", Dt 


so können die auf Seite 230, 231 behandelten vier Eigenschaften, die (1) und (2) 
als zwei zusammengehörige Definitionsfolgen charakterisieren, auch ohne 
Rechnung durch die Lehre vom Zinseszins plausibel gemacht werden. 
Trotzdem man e” sogar als Zinsfunktion bezeichnet hat (vgl. Seite 291), scheint 
folgende für didaktische Zwecke geeignete Einkleidung in der Literatur nicht 
vorzuliegen : 


Eine Person A leihe die Summe 1 zinstragend aus, so daß sie für jedes 


n! Jahr postnumerando 2 an Zinsen erhält. Wird der Zins stets sofort zins- 
tragend zum Kapital zugeschlagen, so wächst die Einheit in einem Jahre mit 
ihren Zinsen zu dem Endkapital (1 +2) an. Je häufiger der Zinstermin ist, 


desto größer wird offenbar das Endkapital, das A zurückerhält. Dies besagt, 
daß (1) eine aufsteigende Folge ist. 
Eine Person B leihe die Summe 1 zinstragend unter der Bedingung aus, daß 


ihr für jedes m Jahr pränumerando von der Einheit J an Zinsen zufließen 


n 


sollen. Nach diesen Festsetzungen hat B für eine geliehene Summe von 1 — 2 


nach einem n! Jahr die Summe 1 zurückzuerhalten. Bei B verzinst sich 


also die Summe 1 — 2 für das n' Jahr mit Z, die Summe 1 demnach 
i 
mit 2 Leiht B die Einheit unter der Bedingung aus, daß ihm für jedes 
ee 
n 


n“' Jahr von der Einheit pränumerando Z an Zinsen zufließen und wird ferner 


bedungen, daß die Zinsen immer sofort zinstragend in der nämlichen Weise 
zum Kapital zuzuschlagen sind, so verfügt B am Ende des Jahres über das 
Kapital i 


1 Sollten die ersten Glieder der Folge (2) etwa keine positiven Basen haben, so 
sind diese und die darüber stehenden Glieder einfach fortzulassen, 


www.rcin.org.pl 


392 Grundlagen der Arithmetik. 


g n 
1 n en 
TEX. ERA $ 
n 
2 
wie es dem Zinssatz 5 entspricht. Da B seine Zinsen immer vorweg ver- 
RR A 


n 
rechnet, so wird sein Endkapital größer werden, je kleiner » ist, d. h. (2) ist 


eine absteigende Folge. Es ist noch zu bemerken, daß offenbar 2 < 1 voraus- 


gesetzt werden muß, damit B dem Schuldner überhaupt eine Summe ausleiht 
(vgl. die Anmerkung). 

Für den Schuldner ist es günstiger, bei A zu leihen, der die Zinsen post- 
numerando verrechnet, als bei B, der sie pränumerando in Ansatz bringt. 
Dies besagt, daß (1 +2) < (1-2) ist. 

Wird n größer und größer, so bedeutet es für den Schuldner keinen 
wesentlichen Unterschied, ob die Zinsen 2 postnumerando oder pränumerando 


zu verrechnen sind. Dies ist ein anderer Ausdruck für die Tatsache, daß 
` man für ein beliebig vorgegebenes positives e stets eine ganze positive Zahl k 
finden kann, so daß die Differenz der Endkapitalien 


x g _ ko) g e 
(1 k + z) (+; +0 


/ 


kleiner als e wird, wobei ø = 0, 1, 2, ... Durch das Voraufgehende sind die 
auf Seite 230 und 231 bewiesenen Aussagen B,) bis B,) mittels der Zinses- 


1) 
1" 


stimmte Zahl, die wir wegen ihrer Abhängigkeit von g mit E(g) bezeichnen 
wollen. In der Sprache der Zinseszinsreehnung ausgedrückt: Es gibt eine 
vom Zins g abhängige Zahl E(g), der sich bei festem g und wach- 
sendem n die aus der Einheit nach einem Jahre von A gewonnenen 
Endkapitalien ( +2) aufsteigend und die von B erzielten (1-2) 
absteigend nähern. 

Es soll noch auf eine andere Art, als dies auf Seite 233 geschah, be- 


be) 
n 


wiesen werden, daß die Zahl E (g) = die 9* Potenz von E(1) 


ea 


die auf Seite 232 mit e bezeichnete 


zinsrechnung plausibel gemacht. Demnach definiert eine be- 


ist, wobei E (1) = 


Zahl ist. 
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Da für g >0 alle Zahlen (1+2)' größer als 1 sind, folgt, daß 


E(g) >1 ist. 
gı und g, seien zwei beliebige positive Zahlen; alsdann ist! 


n 
3 E 1.53 , 
(3) (9) (1-2) 
n 
eea 
n 
(4) E (9) = 


Nach der Definition III der Multiplikation auf Seite 68 folgt hieraus: 
P ç +2) ) (1+ Jı tY: + 2) 
n n n 


Gay". 2)" n (a h aD ay 
n n N n? 


(5) an + sa < E(g,)- E (go) = (1- J +9 i 9 2) R 


n n n? 
Nun ist 
1 a aak A A Ei te, Ji- Ia 
n n n 
und 
rar ae ei, 
n n n? 
hieraus folgt, daß 
(6) (1-2+®)" < < (1422 ag) í 
n n 
a) (1-242) < 1 -a+# +) 
n n n 


Aus (6) und (T7) ergibt sich nach (5), daß 
A +R)\" At" 
(124a) < E(g,) E(9;) < lı n 


Aus der letzten Relation folgt nach Satz II auf Seite 82, da nach Definition 


ea 
a. 


1 Damit die Basen der im folgenden auftretenden Potenzen ausnahmslos positiv 
sind, soll n nur alle ganzzahligen Werte durchlaufen, die größer als g, + 9, sind. 
Nach Satz I auf Seite 73 ist diese Annahme für die durch zwei zusammengehörige 
Definitionsfolgen definierten Zahlen E(g,), E(g,) und E(g, + 9,) keine Beschränkung. 


E( +9) = 
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ist, daß die Gleichung 


(8) E(g)- E(g) = E(g, + 9) 
statthat. 

Aus der Gleichung (8) ergibt sich der Wert der Zahl Æ (g) für alle posi- 
tiven g auf folgende Weise: Sind p und q ganze positive Zahlen, so erhält 
man durch wiederholte Anwendung von (8): 


2(?).2(?)...2(2) (q Faktoren) = B(Z +2 +...+2) 


oder 
(9) |z (2) E(p). 
Ferner ist nach (8) 
B(1)- E(1)... E(1) (p Faktoren) =E (1 + 1.+... + 1)= E(p) 


oder 

(10) [E (1)? = E (p). 
Die Gleichungen (9) und (10) ergeben 

a1) E (2f -zur. 


Da E(g) für alle positiven Zahlen g positiv ist, so ist »(2) die positive 


q Wurzel aus E(1)P, also 
p 


(12) E (2) - Ra; 


Nachdem durch die Gleichung (12) der Wert von E(g) für alle positiven 
rationalen Zahlen g = P bestimmt ist, zeigen wir, um E(g) für positive irra- 


tionale Zahlen « zu erhalten, daß E(g) mit wachsendem positivem g steigt. 
Seien y und g” irgend zwei positive Zahlen und y > g”, so ist g'— g” > 0, 
und man erhält aus (8) 

(18) < E(g)= Ei - g’)-E(g”). 


Hieraus folgt, da E(g) für alle positiven Zahlen g größer als 1 ist, daß 
E(g) > Ei”). 
Ist nun g gleich einer positiven irrationalen Zahl œ, so kann man 
Ri (S) durch zwei zusammengehörige Definitionsfolgen mit ausnahmslos 


n 
positiven rationalen Zahlen a, und a, (n = 1, 2,...) gegeben denken. Da 


a, < æ < an’ (Satz I auf Seite 82) ist, so bestehen nach der zuletzt durch- 
geführten Betrachtung die Ungleichungen: 


(14) E(a,)< EO < E(a,)). 
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Da a, und a,’ positive rationale Zahlen sind, so hat man, wie bereits 
bewiesen, 


E(a,)=[E()®, Ela’) = [E 0). 
Hierdurch geht (14) über in 
(15) E (1)*® < Ele) < E(0)™. 


Da E(1) wie alle Zahlen E(g) > 1 ist, ergibt sich nach der Gleichung (A) 
auf Seite 211, welche die Potenz definiert, daß 


ieh 
Ba) 
Mithin folgt aus den Ungleichungen (15) nach Satz II auf Seite 82: 


Bar- | 


Ei = E (o); 


hierdurch ist auch der Wert von Æ (g) für positive Irrationalzahlen gefunden. Da 
+) 
14 — 
n 
Go 
je 
| n 


ist, und diese Zahl auf Seite 232 mit e bezeichnet war, so läßt sich die 
Gleichung E(1)’ = E(g) auch schreiben 


Ha 
(16) e 


E(l)= 


1 nn 
a: 
1 n 
el i 1 
+) 
n 
oder 
E 
(17) e l= 
I 


Die Gleiehung (16) zeigt die Richtigkeit des zu beweisenden Satzes für 
positive x = g, die Gleichung (17) für negative x = — g. Hiermit ist Satz II 
auf Seite 233 nochmals bewiesen. 


Bildet man mit einer positiven Zahl p > 1 die zwei auf Seite 237 unter- 
suchten Folgen 
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2 


(18) a- p7), a), es T, er 


(19) (p-1), sh een) e’ 


so kann man für diese in analoger Weise wie für die Folgen (1) und (2) das 
Erfülltsein der Bedingungen B,) bis B,) durch die Zinseszinsrechnung 


plausibel machen. 
Eine Person A leihe die Einheit aus und bedinge sich für jedes n'! Jahr 


einen Postnumerando-Zins von Z für die Summe 1. Wie groß muß x ge- 
wählt werden, damit A bei Zinseszins nach Verlauf eines Jahres die Summe p 


zurückerhält? Im Laufe eines Jahres wächst die Einheit zur Summe (1 +Ž) 


an, wenn jedes n Jahr postnumerando die Summe — m Zinsen zu zahlen 


ist und die Zinsen immer sofort zinstragend zum Kapital zugeschlagen werden. 
1 


n 
Soll p = (1+2) sein, so muß der Zinssatz x = n p 


Je häufiger der Zinstermin ist, desto kleiner kann man offenbar den Zinssatz 
wählen, bei dem A die nämliche Summe p aus seinem Gelde herauswirtschaftet. 
Dies bedeutet, daß (19) eine absteigende Folge ist. 

Eine Person B borgt jemandem die Summe 1 und bedingt sich für jedes 


[4 


= 1) gewählt werden. 


n! Jahr einen Pränumerando-Zinssatz von S von der Einheit aus. Wie 


groß muß x’ gewählt werden, damit B für die dem Schuldner übergebene 
Einheit nach Verlauf eines Jahres die Summe p zurückerhält, wenn mit einer 


d 
Pränumerando-Verzinsung der Einheit von — für jedes n! Jahr zu rechnen 
n 


ist und die Zinsen immer sofort unter den gleichen Bedingungen zu der aus- 
geliehenen Summe zugeschlagen werden? Da die Summe 1 bei den angegebenen 


Bedingungen mit ihren Zinsen nach einem Jahre zu dem Kapital 1-5) 


’ 


a4 1 
a we 
angewachsen ist, so folgt aus p = ( 1 -7) daß der Zinssatz x= n l — p s) 


sein muß. Da B seine Zinsen immer im voraus zufließen und von ihm wieder 
zinstragend angelegt werden, muß er sich, je häufiger der Zinstermin ist, einen 
desto größeren Zinssatz ausbedingen, damit er dieselbe Summe p aus seinem 
Gelde herauswirtschaftet. Dies bedeutet, daß die Folge (18) aufsteigt. 

Um aus der Einheit nach Verlauf eines Jahres das gleiche Kapital p 
wie A zu haben, kann B, dem seine Zinsen pränumerando zufließen, offenbar 
einen kleineren Zinssatz ausbedingen als A; diese Tatsache besagt,daß 


SL 1 
EN, lee) 


Wird n größer und größer, so werden die Zinssätze, die bei einer 
Pränumerando- oder Postnumerando-Verzinsung zu zahlen sind und dasselbe 
Endkapital p erzeugen, sich nicht wesentlich voneinander unterscheiden. In 


ist. 
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anderer Ausdrucksweise besagt dies, daß für ein beliebig vorgegebenes posi- 
tives e stets eine ganze positive Zahl % gefunden werden kann, mit der be- 


1 1 
ginnend die Differenz der Zinssätze (k + o) E ] — (k +0) l, —p Era) 
für alle Werte o = 0, 1, 2, .. . kleiner als e wird. 


Mithin sind die auf Seite 237 und 238 bewiesenen Aussagen B,) bis B;) 
durch die Zinseszinsrechnung plausibel gemacht. Demnach definiert 


(20) 


eine bestimmte Zahl, die wir wegen ihrer Abhängigkeit von p mit L(p) be- 
zeichnen. In der Sprache der Zinseszinsrechnung ausgedrückt: Es gibt eine 
vom Kapital p abhängige Zahl L(p), der sich bei festem p und 


1 
wachsendem v die von B ausbedungenen Zinssätze AR -p 5) 


aufsteigend und die von A geforderten Be absteigend 
nähern. 
Ist q irgend eine zwischen 0 und 1 gelegene Zahl, 0 < q < 1, so ist 


> > 1 und folglich nach der Definition 


Mithin wird nach Seite 76: 


ah Re 
Arie) 


Bildet man mit irgend einer positiven Zahl æ die zwei Folgen 


(21) -L ( 


bi Bei 
(22) (1 — a7), no z), Sa 5) R 


(23) (£ = 1), IE i. isn ok le 


so sind dies, wie (20) für die Werte ~ = p > 1 und die rechte Seite von (21) 
für die Werte & = q < 1 zeigt, zwei zusammengehörige Definitionsfolgen. Für 
x = 1 definieren (22) und (23) die Zahl 0. Die für alle Werte x > 0 durch (22) 
und (23) definierte Zahl, die wir für x = p sehon oben mit L(p) bezeichneten, 
soll allgemein L(x) genannt werden. 
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Wir setzen y= L(@æ) und wollen zeigen, daß sich zu jeder 
reellen Zahl y eine positive Zahl x finden läßt, nämlich g= e, 
welche die Gleichung 
(24) y=L() 


erfüllt. Damit y = 


leichungen - 
8 ung 1 EN 
el und ur a 
oder 
2 u 
(25) ı+2sar ud 1-2=2 * m=1,2,..) 


bestehen. Betrachten wir nur solche Werte von n, die größer als |y| sind, so 
stehen auf den linken Seiten von (25) ausnahmslos positive Zahlen. Alsdann 
erhält man aus (25) die Relation: 


(26) (1 +2 =ı= 1-2)”. 
1-2)" 
Pi 


mit dem Werte e. Hieraus folgt auf Grund von Satz II auf Seite 82, daß 
æ = e’ ist. Mithin ist nach der auf Seite 217 für den Logarithmus 


Nun ist, wie oben gezeigt, eine Zahl, und zwar eine positive 


e 
gegebenen Definition y = log z, und es ist die mit L (æ) bezeichnete 
Zahl als identisch mit dem natürlichen Logarithmus von x nach- 
gewiesen. Hiermit ist Satz III auf Seite 236 nochmals bewiesen. 
Der Leser bilde für irgend zwei Zahlen x, > 0 und æ, > O0 nach den 


e e e 
Definitionsfolgen (22) und (28) log x, log x, und log (x, x) und beweise aus 
den Definitionen auf Seite 68, daß 


log + log Tg = log (2, £o) 
ist. vagi 
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